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Zestaw do samodzielnego rozwiazania po wykltadzie z dynamiki. Nie
jest obowiazkowy i nie oddajecie mi tych rozwiazan. Jezeli kto§ ma
problemy/pytania, to oczywiscie zapraszam na konsultacje.

Pytania

Jak brzmi pierwsza zasada dynamiki Newtona?
Jak brzmi druga zasada dynamiki Newtona?
Jak brzmi trzecia zasada dynamiki Newtona?
Jak definiujemy uktad inercjalny?

Czy istnieje tylko jeden uktad inercjalny?

Czy ukiad zwiazany z dowolnym punktem na powierzchni Ziemi
jest inercjalny?

Problemy obliczeniowe

Na ciato, ktéremu nadano poczatkowa predkoé¢ vy dziata sita opo-
ru o wartosci bv (gdzie b > 0 to pewna stata). Wyznacz zaleznosé
predkosci i polozenia tego ciata od czasu. Czy ciato kiedys sie
zatrzyma?

Polozenie ciata zmienia sie w nastepujacy sposéb w czasie:
x(t) = Ae P sin(wpt), (1)

gdzie A, B i wy to state. Wyznacz site wypadkowa dziatajaca na to
cialo.

Problemy numeryczne

W pierwszym zestawie wprowadziliSmy bardzo prosta i zarazem
najpewniej najgorsza metode numerycznego catkowania réwnan
ruchu - tak zwany schemat Eulera®. Eksperymenty numeryczne " nie nazwaliSmy wtedy tego, co robi-
: : : liSmy po imieniu, ale taka jest wlasnie
zawarte w tym zestawie przeprowadzimy przy pomocy innego yP ’ )
y P . P Y przy’p y 80 nazwa tamtej metody
lepszego algorytmu - velocity Verlet. Algorytm ten pozwala na

rozwiazanie rOGwnan ruchu
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jezeli tylko znane jest przyspieszenie a(t, x) i warunki poczatkowe:

x(t =0) = xp oraz v(t = 0) = .

Przy pomocy velocity Verlet wyznaczamy iteracyjnie wartosci
potozenia® x; 1 oraz predkosci v;;1 w kolejnym, i + 1 kroku,

na podstawie wartoSci potozenia x; oraz predkosci v; w kroku
poprzedzajacym3. Robimy to korzystajac z nastepujacych réwnan+:

1
Vi = vi + 50t a(ti, xi), 4)
Xip1 = Xj + At Vg, (5)
1
Vi1 = Vi + 5 A altii, X)), (6)
gdzie At = t; 1 — t; to krok czasowy>. Algorytm zatrzymujemy w

momencie, kiedy np. uptynie okreslony czas®.

Dla rozgrzewki sprébujmy rozwiazac prosty problem jednowy-
miarowy. Zatézmy, ze sita dzialajaca na ciato o masie m ma postaé

F(t) = Ap e, @)

co oczywiécie prowadzi do przyspieszenia
a(t) = ag e, ®)

gdzie Ag, a9 = Ag/m i B to state. Wyznacz analitycznie zaleznos¢
potozenia x(t) od czasu. Wyznacz te sama zalezno$¢ numerycznie,
przy pomocy algorytmu velocity Verlet, przyjmujac np. a9 =
1m/s?, B = —1s ' oraz B = 157!, At = 0.1s i czas wykonania
algorytmu tpnax = 2s. Poréwnaj wyniki analityczne i numeryczne
na wykresie?.

Po tej rozgrzewce mozemy przejé¢ do gtéwnej czesci programu,
czyli do sit centralnych w dwu wymiarach. Bedzie to jednak wy-
magalo najpierw pewnej inwestycji intelektualnej w uogélnienie
algorytmu velocity Verlet na przypadek dwuwymiarowy, co pozo-
stawiam jako ¢wiczenie do samodzielnego rozwiazania czytelniko-

wid.

Sifa centralna nazywamy dowolna sile, ktéra mozna przedstawic
jako?

F(7)=f(r) #, (9)

gdzier = |F|,a? =7/r.
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2 g3 to standardowe oznaczenia i be-
dziemy ich od tej pory konsekwentnie
uzywac - zapis w; oznacza wartosc¢
pewnej zmiennej w po uplywie czasu

ti =i At

3 startujemy oczywiscie z warunkéw
poczatkowych: na podstawie vy i

X wyznaczamy o1 i X1, potem na
podstawie v; i x; wyznaczamy v; i xp,
itd.

4 intuicyjnie rzecz ujmujac: na poczatku
przeskakujemy z predkoscia nie o caty
krok, ale o pofowe (réwnanie 4), potem
korzystajac z tej polowicznej wartosci
predkosci wyznaczamy wartos$¢ potoze-
nia po uptywie catego kroku (réwnanie
5), a nastepnie doskakujemy z pred-
koscia do catego kroku, ale uzywamy
przy tym juz nowej wartosci potozenia
do wyznaczenia przyspieszenia/sity
(réwnanie 6)

5 czyli czas, jaki uptywa pomiedzy
kolejnymi krokami (wywotaniami)
algorytmu; zaktadamy, ze krok czasowy
jest staty

© czytaj: po wykonaniu odpowiedniej
liczby krokéw; mamy tu na mysli

nie czas realny, ale czas w symulacji
mierzony poprzez zmienna t;

7 czy jeste$ w stanie przewidzie¢
asymptotyczne zachowanie x(t) dla
tych dwéch warto$ci parametru 5?

8 hint: na kazdy kierunek, w tym
przypadku X i Y, przypadaja po dwa
réwnania do rozwiazania (réwnania 2
oraz 3); nalezy tylko uwazac na to, ze
w 0golnosci sktadowe przyspieszenia
w kierunkach X iY zaleza zaréwno od
potozenia na osi X, jak i od potozenia
na osi Y

9 ttumaczac fopatologicznie: jest to sila,
ktorej wartos¢ zalezy jedynie od odle-
glosci od srodka ukladu wspoétrzednych
natomiast kierunek pokrywa sie z
kierunkiem wektora wodzacego



Przyktadem sily centralnej jest chociazby sita przyciagania miedzy
dwoma ciatami®® o masach my i my, réwna co do wartosci
nmymy

F(r)=G 2

/ (10)

gdzie G to stata grawitacji, a r to odleglos¢ miedzy $rodkami ciat.

Podczas naszych eksperymentéw numerycznych bedziemy wta-
$nie rozpatrywac sily, ktére maja posta¢ zgodna z réwnaniem 10"*.
Zalozymy wiec, ze przyspieszenie ciala w polu takiej sity ma po-
stac¢'?:

a7 = —E 7 (11)

gdzie B to pewien uniwersalny parametr’3, a 7 to wektor wodzacy.
Niech poczatkowe potozenie ciata wynosi

7o = [0,7y0], (12)
a poczatkowa predkosé'4
To = vg [cos ¢y, sin ¢y]. (13)

Korzystajac z algorytmu velocity Verlet wyznacz trajektorie
ciata dla kilku réznych wartosci vg i ¢g. Przyjmij przy tym?™, ze
B =1 m3/s2, ryo = 1m, At = 0.01s a tmax = 10s. Narysuj wy-
znaczone trajektorie na wykresie. Jaki maja ksztalt? Czy mozliwe
jest takie dobranie predkosci poczatkowej, aby ciato poruszato sie po
okregu?
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?jezeli zatozymy, ze uktad odniesienia
zwiazany jest z jednym z tych ciat

" czyli odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odleglosci; czy znasz inny
przyklad takiej sity?

2 to oznacza, ze ,zrédlo” sity znajduje
sie w $rodku uktadu wspoétrzednych i
jest nieruchome

3 jezeli przyjmiemy np., ze mamy do
czynienia z dwoma ciatami oddziatuja-
cymi grawitacyjnie, przy czym jedno z
nich (o masie m;) pozostaje nieruchome
w $rodku ukladu wspétrzednych, a my
chcemy opisa¢ ruch drugiego ciata (o
masie m;y), woéwczas B = Gmy

4 dzieki takiej postaci jesteSmy w stanie
fatwo okresla¢ kierunek (siegnijmy
pamiecia do informacji zdobytych pod-
czas studiowania biegunowego uktadu
wspbtrzednych - ¢y to kat nachylenia
miedzy wektorem predkosci a osia X) i
warto$¢ predkosci poczatkowej

> w zaleznos$ci od innych parametréw
moze by¢ niezbedna modyfikacja kroku
czasowego (zmniejszenie) lub czasu
symulagji (wydluzenie)
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