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Streszczenie

W rozprawie przedstawiono wybrane aspekty wiedzy dotyczacej fizyki silnie oddzialujacych
gazéw fermionowych. Dokonano przegladu najwazniejszych podejs¢ teoretycznych, ktére zo-
staly dotychczas wykorzystane do opisu gazu silnie skorelowanych fermionéw. Doktadnie
przedstawiono formalizm metody kwantowego Monte Carlo, zdefiniowanego dla tempera-
tur skoficzonych. Najwazniejszy element tego formalizmu stanowi transformacja Hubbarda-
Stratonovicha, ktdra zostata doktadnie opisana dla przypadku oddzialywania o zerowym za-
siggu efektywnym wraz z autorskim rozszerzenie na przypadek ze skonczonym zasi¢giem
efektywnym. Dyskutowany jest formalizm obliczen na sieci wraz z autorska metodg rozwig-
zywania zagadnienia rozproszeniowego w sytuacji, gdy problem zdefiniowany jest w dyskret-
nym pudle o boku L. Pokazano, ze w ramach opisanego formalizmu mozliwe jest wykonanie
w petni nieperturbacyjnych obliczeri dla zimnych gazéw atomowych i rozrzedzonej materii

neutronowe;j.

Opracowano metodologi¢ wyznaczania funkcji spektralnej poprzez wykonanie przediu-
zenia analitycznego temperaturowej funkcji Greena z osi czaséw urojonych do osi czasow
rzeczywistych, za pomocg metody SVD i metody maksymalnej entropii. Okreslono mozliwo-
Sci rekonstrukcyjne funkcji spektralnej, ktore okazaty sie by¢ wystarczajagce do wyznaczenia

funkcji spektralnej i w konsekwencji wlasciwosci nadciektych rozwazanych uktadéw.

Przedstawiono wyniki symulacji numerycznych dla zimnych gazéw atomowych w rezimie
unitarnym jak réwniez dla rozrzedzonej materii neutronowej o gestosci 0.003 fm ™. Dla gazu
zimnych atoméw stwierdzono istnienie tzw. fazy ,,pseudoszczeliny”, w ktoérej uktad nie jest
w stanie nadcieklym, pomimo ze nadal istniejag w nim pary Coopera. Otrzymane wyniki w
polaczeniu z biezacg wiedzg prowadzg do wniosku, ze gaz zimnych atoméw nie jest nadprze-
wodnikiem typu BCS, lecz nalezy go uzna¢ za nowy rodzaj nadprzewodnika o wlasciwoSciach

bardzo podobnych do nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych.

Dla rozrzedzonej materii neutronowej wyznaczono zaleznoS$ci catkowitej energii oraz
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potencjatu chemicznego w funkcji temperatury. Okreslono temperature krytyczng przejScia
fazowego jak réwniez temperaturowg ewolucje parametréw opisujacych widmo wzbudzen
kwaziczastek (szczelina energetyczna, masa efektywna, Sredni potencjal jednoczastkowy).
Chociaz nie stwierdzono w sposéb jednoznaczny istnienia fazy ,,pseudoszczeliny” dla tego
uktadu, to otrzymane wyniki wskazuja, ze ukfad ten rowniez nie jest nadprzewodnikiem typu
BCS. Swiadczy o tym otrzymana w wyniku symulacji numerycznych duza warto$é stosunku

AT, = 3.2, ktora jest okoto dwukrotnie wieksza niz wynika to z teorii BCS.



Abstract

In this thesis the selected aspects concerning physics of strongly interacting fermionic gases
are summarized together with a comprehensive review of the most important theoretical appro-
aches, used to describe properties of strongly correlated fermions. In particular the formalism
of Quantum Monte Carlo method for finite temperatures is presented in detail. The most
important ingredient of this approach is the Hubbard-Stratonovich transformation, which is
discussed both for the zero effective range interaction and author’s extension for the case of the
finite effective range interaction. The technicalities related to lattice calculations are discussed
along with author’s method of solving the scattering problem in a discrete box of size L. It is
shown that the presented approach is capable of producing the fully non-perturbative results

for the cold atomic gases and the dilute neutron matter.

Methodology of computing the spectral function, by performing the analytic continuation
of the temperature Green’s function from the imaginary time axis to the real time axis,
is developed. It consists of the SVD method and the maximum entropy method which are
discussed in the thesis. The reconstruction capabilities of the spectral function turned out to
be sufficient to determine the spectral function and as a consequence, the superfluid properties

of the studied systems.

Results of numerical simulations are presented for the cold atomic gases in the unitary
regime and the dilute neutron matter at subnuclear density: 0.003 fm™. For the gas of cold
atoms we found the evidence of the existence of the so called “pseudogap phase”, where the
system is already not superfluid, yet the Cooper pairs still exist. Obtained results lead to the
conclusion that the gas of cold atoms in the unitary regime is not a BCS-type superfluid, and
it should be considered a new type of superfluid with properties which might be similar to

high-temperature superconductors.

For dilute neutron matter the total energy and the chemical potential as a function tem-

perature is presented. The critical temperature for the superfluid-normal phase transition is
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estimated and the parameters of quasiparticle spectrum (energy gap, effective mass, mean-field
potential) are determined. Although the “pseudogap phase” is not explicitly determined in this
case, obtained results indicate that the system is not a BCS-type superfluid at low temperatu-
res. It shows the large value of A/T, = 3.2 obtained by numerical simulations, which is almost

two times higher than value predicted by the BCS theory.
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Wstep

W ostatnich latach jesteSmy Swiadkami ogromnego postepu w pulapkowaniu i chiodzeniu
rozrzedzonych gazéw atomowych, czego dowodem sa dwie nagrody Nobla przyznane w tej
dziedzinie (1997 i 2001). Schtodzone, do temperatur rzgdu utamkéw nK, gazy atoméw fer-
mionowych stanowig niezwykle uzyteczne laboratorium, w ktérym mozemy bada¢ wtasciwo-
Sci silnie skorelowanych kwantowych uktadéw wielu cial. Wiasciwosci rozrzedzonego gazu
atom6w fermionowych zmieniajg si¢ diametralnie w zaleznoSci od sity oddziatywania, ktora
charakteryzowana jest przez jedna wielkos$cig zwang dtugoScig rozpraszania a. W przypadku
stabego oddzialywania przyciagajacego (a < 0) w ukladzie tworzg si¢ pary Coopera, opi-
sywane teorig nadprzewodnictwa BCS. Gdy oddziatywanie staje si¢ na tyle silne aby pary
fermionéw utworzyly stan zwigzany (a > 0), uktad staje si¢ uktadem bozonéw, ktéry w dosta-
tecznie niskich temperaturach podlega kondensacji Bosego-Einsteina. Szczegdlnie interesujacy
jest przypadek, kiedy oddziatywanie pomiedzy atomami charakteryzowane jest przez duzg, w
poréwnaniu ze Srednig odlegloscig pomigedzy atomami, warto$¢ dtugosci rozpraszania. Jest to
tzw. rezim unitarny, w ktérym uktad znajduje si¢ w stanie posrednim pomigdzy kondensatem
Bosego-Einsteina, a nadprzewodnikiem BCS. Poznanie wtasciwosci tego uktadu ma kluczowe
znaczenie dla wielu dziedzin fizyki: fizyki jadra atomowego, fizyki gwiazd neutronowych,

nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych i chromodynamiki kwantowe;.

Wyznaczenie fizycznych wtasciwos$ci uktadu fermionéw w rezimie unitarnym byto od wie-
lu lat wyzwaniem dla kwantowej teorii uktadéw wielu cial. W ciagu ostatnich kilkunastu lat
przedstawiono wiele teoretycznych wynikéw, réznigcych si¢ pomiedzy sobg czasem nawet o
rzad wielkosci. Gtéwny problem obliczen teoretycznych wynika z tego, ze uktad, cho¢ jest
rozrzedzonym gazem, jest rowniez silnie skorelowany i oddzialywanie nie moze by¢ potrak-
towane jako male zaburzenie. Skutkuje to tym, ze wszelkie metody perturbacyjne obarczone

sa btedem niemozliwym do oszacowania.

Pokrewnym przyktadem uktadu ztozonego z silnie oddzialujacych fermionéw jest rozrze-
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dzona materia neutronowa. Przy gesto$ciach podjadrowych (mniejszych od 0.01 nukleona/fm?)
oddzialywanie neutron-neutron mozna opisa¢ dwoma parametrami: dlugoscig rozpraszania i
zasiggiem efektywnym. Oddziatywanie to jest jednak silne i opis wlasciwosci materii neutrono-
wej, ktory jest niezwykle istotnym elementem badan jader atomowych i gwiazd neutronowych,
od ponad 40 lat stanowi wyzwanie dla teorii uktadéw jadrowych.

Celem niniejszej rozprawy jest zbadanie wlasciwosci silnie skorelowanego gazu fermiondw,
a w szczegdlnosSci gazu atomOéw w rezimie unitarnym oraz rozrzedzonej materii neutronowe;j
w spos6b doktadny, tzn. wolny od r6znych niekontrolowanych przyblizei. Dynamiczny rozwdj
nowych metod numerycznych, opartych na metodzie Monte Carlo oraz dostepno$¢ wystarcza-
jacych mocy obliczeniowych powoduja, ze badania takie s3 w chwili obecnej mozliwe do
przeprowadzenia.

Rozprawa doktorska sktada si¢ z czterech rozdziatéw. Pierwszy rozdzial ma charakter prze-
gladowy. Przedstawiona jest aktualna wiedza (pozyskana zaréwno w trakcie badan teoretycz-
nych jak i1 eksperymentalnych) dotyczaca fizyki silnie oddziatujacych gazéw fermionowych.
Rozdziat drugi zawiera przeglad podejs¢ teoretycznych, ktdre zostaty dotychczas wykorzystane
do opisu silnie skorelowanego gazu fermionéw. Szczegdlna uwaga zwrdcona jest na istniejace
metody obliczeri doktadnych, opartych na podejSciu Monte Carlo, z uwagi na fakt, ze beda
one stanowily podstawowe zZrddto danych, z ktérymi beda poréwnywane wyniki otrzymane
w ramach tej rozprawy. Rozdzial trzeci poSwigcony jest doktadnemu omdéwieniu formali-
zmu wykorzystanej metodologii badan. Przedstawiona jest metoda kwantowego Monte Carlo
zdefiniowana dla temperatur skoriczonych. Serce tej metody stanowi transformacja Hubbarda-
Stratonovicha, ktérej posta¢ doktadnie jest opisana zaréwno dla przypadku oddziatywania o
zerowym zasiggu efektywnym jak réwniez autorskie rozszerzenie na przypadek ze skonczo-
nym zasi¢giem efektywnym. Dyskutowany jest formalizm obliczen na sieci. W szczegdlnosci
przedstawiona jest autorska metoda wyznaczania parametrOw niskoenergetycznego rozpra-
szania w sytuacji, gdy problem zdefiniowany jest na sieci. Rozdziat ten zawiera réwniez opis
metod: SVD oraz maksymalnej entropii, wykorzystanych do obliczenia funkcji spektralnej ba-
danych uktadow, ze szczegdlnym zwrdoceniem uwagi na ograniczenia tych metod. W rozdziale
czwartym zostaly przedstawione wyniki obliczen dla zimnych gazéw atomowych jak réwniez
dla rozrzedzonej materii neutronowej o gestosci 0.003 fm™. Otrzymane wyniki zostaly skon-
frontowane z aktualng wiedzg odnos$nie tych uktadéw. Na koricu rozprawy przedstawione jest

krétkie podsumowanie otrzymanych wynikéw, oraz ich wplyw na biezaca wiedze.
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Rozdzial 1

Fizyka silnie skorelowanych

rozrzedzonych gazéw fermionowych

1.1 Uklad jednostek

W calej rozprawie stosowany jest naturalny ukiadu jednostek, tzn.:
c=h=kg=1, (1.1)

gdzie: ¢ - predkos¢ Swiatta w prozni, 7 - stata Plancka dzielona przez 2r, kg - stata Boltzmanna.

1.2 Ogolne wlaSciwosci rozrzedzonych gazéw fermionowych

1.2.1 Oddzialywanie niskoenergetycznych czastek

W ciagu wielu lat tzw. efektywne teorie udowodnily swoja przydatnos¢ w fizyce niskich energii.
Idea tych teorii polega na zalozeniu, ze fizyka niskich energii nie zalezy od fizyki wysokich
energii, tzn. informacja o dynamice proceséw zachodzacych przy wysokich energiach jest
nieistotna ze wzgledu na opis dynamiki proceséw przy niskich energiach!. Oznacza to, ze
mozemy oddzieli¢ fizyke niskich energii od fizyki wysokich energii, redukujac w ten sposéb

drastycznie liczbe stopni swobody wymagang do wykonania precyzyjnych obliczer [1].

Pojecia wysokich i niskich energii rozumiane s3 inaczej niz jest to przyjmowane zwyczajowo w fizyce
jadrowej. W rozprawie tej, przez niskie energie rozumiemy skale energetyczna, przy ktérej rozpraszanie czastek

mozna dobrze opisa¢ za pomocg kilku pierwszych fal parcjalnych.
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Idea teorii efektywnej pojawita si¢ w fizyce jadrowej na poczatku lat czterdziestych, kiedy
H. Bethe wprowadzit teorie zasiegu efektywnego do opisu niskoenergetycznego rozpraszania
nukleonéw. H. Bethe pokazal, ze wyniki eksperymentéw niskoenergetycznych nie zaleza od
szczegdlow oddziatywania nukleon-nukleon, lecz jedynie od matej liczby efektywnych para-
metrow [2].

W roku 1993 grupa Stoks et al., z Uniwersytetu w Nijmegen (Holandia) przeanalizowala
wyniki z prawie 4000 réznych eksperymentdéw rozproszeniowych nukleon-nukleon, wykona-
nych przy niskich energiach (energia zderzenia w uktadzie laboratoryjnym nie przekraczajaca
350 MeV), ktérych wyniki zostaty opublikowane w czasopismach w latach 1955-1992 [3].
W wyniku analizy stwierdzono, ze wszystkie te dane mozna opisa¢ poprawnie w ramach
jednego spdjnego zbioru przesuni¢¢ fazowych ;. Oznacza to, ze kazda teoria, ktéra popraw-
nie odtwarza przesuni¢cia fazowe réwniez poprawnie bedzie odtwarzata wyniki eksperymen-
téw. Jednakze, matematycznie problem znalezienia postaci oddzialywania nukleon-nukleon
na podstawie znajomosSci przesuni¢¢ fazowych jest Zle postawiony, tzn. istnieje wiele roznych
oddziatywan nukleon-nukleon, ktére prowadzg do tych samych wartosci przesuni¢é¢ fazowych
[4, 5, 6]. Oddziatywania te stanowig wspomniane wczesniej oddziatywania efektywne. Z tego
wzgledu cala fizyke niskich energii zamiast opisywaé w terminach oddziatywania mozemy
opisywa¢ w termiach przesunie¢ fazowych J;, nie odwolujac si¢ bezposrednio do konkretne;j

postaci oddziatywania.

1.2.2 Rozpraszanie czastek przy niskich energiach

Dla rozrzedzonych gazéw fermionowych w niskich temperaturach, elementarny proces jakim
jest rozpraszanie fermionéw zachodzi przy energiach rzgdu energii Fermiego, ktéra jest wiel-
koScig mata. Zatem gléwny wkiad do amplitudy rozpraszania pochodzi od fali s (/ = 0).
Wktady do rozpraszania od komponentéw o wyzszych momentach pedu mozna zaniedbad,
jesli spetnione sg relacje:

ro < Ar, ropr S 1, (1.2)

gdzie ry - zasieg oddziatywania, pg - ped Fermiego, Ay = +/272/mT - termiczna dlugosé
fali de Broglie’a. Ped Fermiego dla nieoddzialujgcego gazu fermionéw wyznaczony jest za

pomoca relacji pg = 3nn)'?

, gdzie n = N/V jest gestoScia. Relacje (1.2) bedziemy uznawac
za definicje rozrzedzonego gazu Fermiego. W dalszej czeSci rozprawy bedziemy zaktadad

milczaco, ze sg one spelnione. Ze wzgledéw praktycznych wygodne jest rtéwniez wprowadzenie
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energii Fermiego &r oraz energii stanu podstawowego nieoddziatujacego gazu fermionow Ejy,
danych odpowiednio przez &g = pﬁ/Zm oraz Eg, = %N Ef.

W przypadku rozpraszania czastek w fali s, rozpraszanie jest sferycznie-symetryczne i am-
plituda rozpraszania moze by¢ zapisana jako [7]:

—0 1
f(p)'= —
—l/a + 3resep” —ip

(1.3)

gdzie parametry a i r nazywamy odpowiednio dtugosciq rozpraszania i zasiegiem efektyw-
nym. Odwotujac si¢ do teorii oddzialywania efektywnego twierdzimy, ze kazde oddziatywanie,
ktore poprawnie odtwarza wartoSci tych dwoch parametréw jest w stanie poprawnie opisac

wlasciwosci rozrzedzonego gazu Fermiego (patrz paragraf 1.2.1).

1.2.3 Wiasciwosci ukladu a dlugos¢ rozpraszania

Gtéwna informacje o charakterze i sile oddzialywania przechowuje parametr a - dlugosé
rozpraszania. Aby to pokazac, wykorzystamy asymptotyczng postaé¢ funkcji falowej, ktoéra
dla r > ry wynosi [8]:

wry=1-2, (1.4)
r

gdzie r jest wzgledng odlegtoscig pomiedzy czastkami. Schematyczny wyglad funkcji falowej
ry(r) w zaleznoSci od glebokosSci potencjatu przyciggajacego pokazany jest na rysunku 1.1.
Dodatnia warto$¢ diugosci rozpraszania odpowiada przypadkowi gdy istniejg stany zwigzane

uktadu. Energia wigzania wyraza si¢ przez:

1
2Ma?

€ = (1.5)

gdzie M = m/2 jest masg zredukowang. Ujemna diugos$¢ rozpraszania odpowiada potencjato-
wi dla ktérego nie istnieja stany zwigzane. Wraz ze wzrostem glebokosci potencjatu dtugosé
rozpraszania staje si¢ coraz bardziej ujemna. W momencie gdy glebokos$¢ potencjatu przekra-
cza pewng krytyczng warto$¢, pojawia si¢ stan zwigzany o energii wigzania rownej zeru. Ze

wzoru (1.5) widaé, ze sytuacji tej odpowiada warunek a = +oo.

1.3 Gazy atomowe

W ciagu ostatniej dekady obserwujemy ogromne zainteresowanie badaniami nad rozrzedzo-

nymi gazami atomowymi. W istocie pierwsza eksperymentalna realizacja kondensatu Bosego-
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Rysunek 1.1: Schematyczny wyglad funkcji falowej ri(r) w zaleznosci od glebokosci poten-

cjalu przyciggajacego. Zaznaczono réwniez postaé¢ asymptotyczng ri(r) ~ (r — a).

Einsteina (BEC) w roku 1995 [9, 10, 11] otwarta nowy rozdziat fizyki atomowej. Ekspery-
menty te skupiajg si¢ przede wszystkim na zbadaniu wlasciwosci gazu atoméw traktowanego
jako uktad wielociatowy (we wcze$niejszych badar koncentrowano si¢ gtéwnie na zbadaniu
wlasciwosci pojedynczego atomu). Wiasciwosci tego uktadu wyznaczone sg przez statysty-
ke jakiej podlegaja atomy oraz zachodzace pomie¢dzy nimi oddziatywanie. Poczatkowo uwage
skupiano na gazach atomowych podlegajacych statystyce Bosego-Einsteina ale juz po kilku la-
tach uwage eksperymentatoréw i teoretykow przyciagnety réwniez badania nad fermionowymi
gazami atomowymi, podlegajacymi statystyce Fermiego-Diraca [12, 13, 14].

Kolejnym przetomem w badaniach nad gazami atomowymi bylo spostrzezenie, ze dzie-
ki rezonansowi Feshbacha mozliwe jest sterowanie sitg oddzialywania pomiedzy atomami
za pomocg zewng¢trznego pola magnetycznego. W roku 2003 grupa JILA pokazala ekspe-
rymentalnie, ze fermionowe gazy atomowe, w przypadku gdy oddzialywanie pomiedzy ato-
mami jest silne 1 przyciagajace, tworza molekuly (stany zwigzane), ktére efektywnie mozna
traktowaé jako gaz bozonéw [15]. Dalo to nowe mozliwosci jednoczesnego badania zardw-
no gazéw fermionowych jak i bozonowych oraz przejScia pomigdzy tymi dwoma rezimami
[16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Z tego powodu dalsza czg¢S¢ rozdziatu bedzie jedynie poSwigcona
gazowi atomOw podlegajacych statystyce Fermiego-Diraca, ktéry w skrécie bedziemy nazywad

gazem fermiondw.
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Rysunek 1.2: Ogdlne wlasciwosci rozrzedzonego gazu fermionéw w zaleznos$ci od sity oddzia-
lywania pomiedzy czastkami 1 temperatury uktadu. Sita oddzialywania charakteryzowana jest
przez dlugos¢ rozpraszania. Matym i ujemnym wartosciom dtugosci rozpraszania (1/a — —o0)
odpowiada stabe oddzialywanie przyciggajace, natomiast malym i dodatnim warto$ciom diu-

gosci rozpraszania (1/a — +o0) odpowiada silne oddziatywanie przyciggajace.

1.3.1 Przeglad ogélnych wlasciwoSci

Efektywne oddzialywanie atom-atom w fermionowych gazach atomowych ma charakter krot-
kozasiegowego oddziatywania przyciagajacego. Przy typowych gestoSciach realizowanych la-

boratoryjnie spetniona jest relacja [23]:
Prret < 1. (1.6)

Implikuje to, ze wktad do amplitudy rozpraszania (1.3) zwigzany z zasiggiem efektywnym
mozna pominaé. Oddzialywanie atom-atom calkowicie wyznaczone jest przez jeden parametr
- dlugos¢ rozpraszania.

Rysunek 1.2 przedstawia ogélne wlasciwosci gazu fermionéw w funkcji odwrotnosci dtu-
gosci rozpraszania. W przypadku stabego oddzialywania przyciagajacego (1/a — —oo) pro-
blem wielociatlowy mozna rozwigza¢ zaréwno dla temperatury zera bezwzglednego jak 1 dla
temperatur skonczonych wykorzystujac teori¢ BCS, po raz pierwszy wprowadzong do opisu
zjawiska nadprzewodnictwa [24]. Teoria BCS pokazuje, ze ponizej pewnej temperatury Kry-
tycznej T. < g powierzchnia Fermiego staje si¢ niestabilna ze wzgledu na tworzenie si¢ par
Coopera. Pojawienie si¢ par Coopera jest rownowazne z pojawieniem si¢ nadprzewodnictwa
(nadciektosci w przypadku czastek nie posiadajacych tadunku). Dla temperatury 7" = 0 energie

na czgstke mozna zapisa¢ w postaci szeregu zawierajacego kolejne potegi malego parametru

17



Ipral < 1 [23]%
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E Eg 10 4(11 = 2log 2) a7
881:’ )

— = 1+ — +
NN or P4 2172

(ppa)2 + .. )
gdzie A odpowiada eksponencjalnie malej energii zwigzanej z zyskiem energii wskutek utwo-

rzenia stanu nadprzewodzacego (czlon nieperturbacyjny):

2 7/3
A= (—) ep € ~ 176 T... (1.8)
e

W przypadku silnego oddziatywania przyciagajacego (1/a — +o00) atomy fermionowe two-
rzg stany zwigzane (dimery). Rozmiar zwigzanej pary jest rzgdu dtugosci rozpraszania. Ponie-
waz wypadkowy spin pary fermionéw jest catkowity, uktad ten efektywnie mozna traktowac
jako gaz bozondéw. Efektywne oddzialywanie pomig¢dzy dimerami ma charakter stabego od-

dzialywania odpychajacego, ktdre charakteryzowane jest przez dlugos¢ rozpraszania [25, 26]:
Addd = 0.6a. (19)

Z tego powodu problem mozna rozwigza¢ wykorzystujac perturbacyjng teori¢ kondensacji
Bosego-Einsteina (BEC) [27]°. Dla temperatury 7 = 0 funkcja energii na czastke, rozwinieta
w szereg wzgledem malego parametru pragq < 11 wyrazona w jednostkach energii Fermiego
&g wynosi [23]:

E 12
_:@_i_PFCldd 1+

8
N 2 67 15 Vé6r3
gdzie €, ~ —1/ma’ jest energia wiazania pary fermionéw.

(praaa)?* + .. .| e, (1.10)

Z uktadem BEC zwiazane sg dwie charakterystyczne temperatury: temperatura 7 ponizej
ktorej tworza si¢ stany zwigzane (dimery) oraz temperatura kondensacji 7, ponizej ktorej
tworzy sie kondensat Bosego-Einsteina [28]. Jako dobre oszacowanie temperatury kondensacji
T, mozna wykorzysta¢ przypadek nieoddzialujacego gazu bozonéw [29]:

2 [ ng
“m (4(3/2)
gdzie nq4 jest ggstoscig dimerdw, £(3/2) ~ 2.612.

c

2/3
) ~0.218 &, (1.11)

2Wyrazenie w nawiasie jest jedynie wynikiem rozwiniecia perturbacyjnego wzgledem matego parametru |pgal.
Czlon poza nawiasem (,,pairing”) nie mozne zosta¢ otrzymany w ramach rachunku perturbacyjnego, poprzez
wykonanie rozwinigcie wokot nieoddziatujagcego gazu Fermiego, z uwagi na brak przejscia fazowego w gazie

nieoddziatujacych fermionéw.
3W przeciwienstwie do gazéw fermionowych, dla ukladéw bozonowych mozliwe jest wykonanie poprawnego

rozwinigcia perturbacyjnego traktujagc oddzialywanie jako zaburzenie, z uwagi na istnienie przej$cia fazowego w
nieoddzialujacym gazie bozonéw. Jako punkt startu dla wspomnianej perturbacyjnej teorii kondensacji wybiera

sie stan kondensatu Bosego-Einsteina dla przypadku nieoddziatujacych bozondéw.
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Rysunek 1.3: Wyniki obliczefi Monte Carlo dla granicy unitarnej. Z lewej strony energia catko-
wita E(T)/E;, (kotka) i potencjat chemiczny u(T')/er (kwadraty) w funkcji temperatury. Linia
ciggla przedstawia przesunietg energi¢ nieoddzialujacego gazu Fermiego w taki sposob aby
poprawnie odtwarza¢ réwnanie stanu dla wysokich temperatur. Linia przerywana przedstawia
krzywa E,j.qp(T) (réwnanie 1.12). Z prawej strony entropia na czastke (kotka). Linia prze-
rywana przedstawia entropi¢ dla nieoddziatujacego gazu Fermiego, odpowiednio przesunigty.

Rysunek z publikacji [39].

Pomiedzy obszarem BCS a BEC istnieje obszar posredni, zwany rezimem unitarnym. W
takim przypadku diugos¢ rozpraszania staje si¢ znacznie wieksza niz Srednia odlegto$¢ pomig-
dzy czastkami, ktora z kolei jest zdecydowanie wigksza niz zasieg oddzialywania. Fizycznie
oznacza to, ze gaz fermiondw jest jednoczesnie rozrzedzony i silnie oddziatujacy. Nie istnieje
woéwczas zaden maty parametr, ktéry mozna by wykorzysta¢ do konstrukcji rachunku pertur-
bacyjnego. Wymagane jest wykonanie petnego rachunku nieperturbacyjnego. Z tego powodu,
gaz atomOw znajdujacy si¢ w rezimie unitarnym stanowi idealne pole dla testowania nieper-
turbacyjnych metod rozwigzywania probleméw wielociatowych [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36,
37, 38, 39].

Szczeglblny przypadek rezimu unitarnego, ktéry charakteryzowany jest przez nieskoniczong
warto$¢ dlugosci rozpraszania (pra — +00), bedziemy nazywali granicq unitarng. Przypadek
ten jest szczegllnie wazny z uwagi na jego uniwersalno$¢, co czyni go interesujacym dla
wielu innych dziedzin fizyki: fizyki materii neutronowej, plazmy kwarkowo-gluonowej, teorii

strun, a takze dla nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego (patrz podrozdziat 1.3.3).

Rysunek 1.3 przedstawia energi¢ catkowitg oraz entropie w funkcji temperatury dla granicy
unitarnej. Wyniki otrzymano za pomocg metody kwantowego Monte Carlo. Autorzy odkry-

li, ze dla tego uktadu istnieje charakterystyczna temperatura 7, = 0.23(2) &g powyzej ktorej
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energia catkowita uktadu jest bardzo dobrze opisywana przez energi¢ nieoddziatujacego gazu
Fermiego, przesunieta w dot o stalg wartoS¢ 0.45. Ponizej T zauwazono, ze zalezno$¢ tem-
peraturowa energii mozna dobrze odtworzy¢ zakladajac istnienie dwoch rodzajéw wzbudzen
elementarnych: typu bozonowego (fononéw Bogoliubowa-Andersona) i typu fermionowego

(kwaziczastek Bogoliubowa):

3 Vart (T\' 5 [22M°T A
Ephigp(T) = §8FN [fs + ?&3/2 (8—1:) +3 o exp (_f) , (1.12)
gdzie:
o) 7/3
Az(—) spexp( dl ) £ =04, (1.13)
e 2pra

Bardzo ciekawe zachowanie wykazuje réwniez potencjat chemiczny w funkcji temperatury.
Autorzy odkryli, ze dla temperatur ponizej T, jest on prawie staly. Zaleznos$¢ taka bardzo
przypomina zachowanie potencjatu chemicznego dla nieoddziatujacego gazu bozonéw ponizej
temperatury kondensacji.

Znaczenie fizyczne temperatury charakterystycznej T nie jest jasne. Wyniki dotychcza-
sowych symulacji wskazuja, ze nie jest to temperatura przejscia fazowego pomiegdzy stanem
nadcieklym a normalnym. Wyniki symulacji Monte Carlo wskazuja, ze dla granicy unitarnej
temperatura przejScia fazowego lezy ponizej 7y 1 wynosi T, =~ 0.15 g [35, 39]. Nalezy zauwa-
zy¢, ze jest to temperatura bardzo wysoka (mierzona wzgledem energii Fermiego) w poréwna-
niu z innymi uktadami fizycznymi, w ktérych zachodzi podobne przejscie fazowe. Poréwnanie
temperatur przejScia fazowego dla ré6znych uktadéw fizycznych zawiera tabela 1.1.

Rysunek 1.4 przedstawia wyniki obliczefi temperatury przejScia fazowego pomigdzy sta-
nem nadcieklym i normalnym w funkcji dtugosci rozpraszania otrzymanych za pomocg roz-

nych metod teoretycznych.

T /er
Konwencjonalne nadprzewodniki 1075 - 107
Nadciekty *He ~ 1073
Nadprzewodniki wysokotemperaturowe ~ 1072
Gazy fermionowe w rezimie unitarnym ~0.2

Tabela 1.1: Poréwnanie temperatury przejscia fazowego odniesionej do energii Fermiego dla

réznych typow nadprzewodnikow.
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Rysunek 1.4: Temperatura przejScia fazowego pomigdzy stanem nadcieklym i normalnym
w funkcji dlugosci rozpraszania. Zielona linia w lewym dolnym rogu jest przewidywaniem
teorii BCS z poprawka Gorkova-Melika-Barkhudarowa [40]. Zielona linia w prawym gérnym
rogu jest temperaturg kondensacji dla nieoddziatujacego gazu bozonéw, T, = 0.218 gg. Czer-
wone trojkaty reprezentujg 7, otrzymang z modelu twardych i migkkich kul [41]. Niebieskie
kwadraty i kotfa reprezentujg 7. z publikacji [39] i [42] odpowiednio. T jest temperaturg dla
ktorej zachowanie systemu wykazuje przejScie pomiedzy zachowaniem typowym dla uktadéw

bozonowych i1 fermionowych. Rysunek z publikacji [39].

Dla gazu atoméw bedacego w rezimie unitarnym szczelina energetyczna, charakteryzujgca
stan nadciekty, jest jak dotychczas wielkoScig najmniej poznang, zaréwno od strony teoretycz-
nej jak 1 doSwiadczalnej. W chwili obecnej techniki eksperymentalne wykorzystywane w ba-
daniach zimnych gazéw atomowych nie sg na tyle rozwini¢te aby mozna bylo zmierzy¢ t¢ wiel-
kos¢ ,,bezposrednio”. Dostepne dane eksperymentalne w potaczeniu z dodatkowym modelem
teoretycznym prowadzg do wniosku, ze warto$¢ szczeliny energetycznej dla granicy unitarnej
oraz dla temperatury zera bezwzglednego wynosi Ay = 0.50 g [43, 44]. Wynik ten jest zgod-
ny z wynikami istniejagcych symulacji numerycznych typu Monte Carlo [30, 31, 39, 45, 46].
Warto dodaé, ze gaz w rezimie unitarnym jest uktadem o najwigkszej szczelinie energetycznej,
mierzonej wzgledem energii Fermiego, z dotychczas poznanych ukfadéw fizycznych. Kolej-
nym zaskakujacym wynikiem jest duza warto$¢ stosunku Ay/7T, = 3.3. Wartos¢ ta jest okoto
dwukrotnie wigksza niz przewidywanie teorii BCS, poréwnaj z réwnaniem (1.8), co oznacza,
ze teoria BCS nie jest w stanie, w sposob catkowicie poprawny, opisaé stanu nadciekltego dla
uktadu w rezimie unitarnym. Zalezno$¢ temperaturowa szczeliny energetycznej A(7') dla gazu

w rezimie unitarnym jest jak dotychczas nieznana (z wyjatkiem przewidywania teorii BCS).
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Rysunek 1.5: Poréwnanie wartosci szczeliny energetycznej dla temperatury zera bezwzgledne-
go w funkcji dtugosci rozpraszania, otrzymanej réznymi metodami teoretycznymi. Szczelina
energetyczna jest wyrazona w jednostkach Erg = 3/5 er. Agemc przedstawia wyniki symulacji
8 .. m/2kea 2\ nkea :
numerycznych Monte Carlo, Agcs = —epe T, AGorkov = (;) ep e E,, 0znacza energie
stanu zwigzanego pary fermionéw, dla dwoch wykorzystanych przez autoréw oddzialywan

efektywnych. Rysunek z publikacji [31].

Rysunek 1.5 przedstawia poréwnanie warto$ci szczeliny energetycznej dla temperatury zera
bezwzglednego w funkcji dlugosci rozpraszania, otrzymanej ré6znymi metodami teoretyczny-

mi.

1.3.2 Rezonans Feshbacha

Najwigksze osiggnigcia eksperymentéw z udziatem gazéw atomowych bezposrednio zwigzane
sa z mozliwos$cig sterowania w doSwiadczeniu dtugosScig rozpraszania za pomocg zewnetrznego
pola magnetycznego B. Jest to mozliwe za pomocg tzw. rezonansu Feshbacha [47]. Rezonans
w og6lnosci odnosi si¢ do sytuacji, gdy nastepuje zalezne od energii wzmocnienie przekroju
czynnego na rozpraszanie czastek wskutek istnienia metastabilnego stanu zwigzanego tych
czastek.

Rezonans Feshbacha po raz pierwszy zostal wprowadzony w fizyce jadrowej aby opisac
waski rezonans wystepujacy w catkowitym przekroju czynnym dla rozpraszania neutronéw
na jadrze atomowym. Rezonans jest wynikiem tworzenia si¢ dtugozyciowego stanu zwigza-
nego neutron-jadro o energii wigzania bliskiej energii padajacego neutronu. Cechg charakte-
rystyczng rezonansu Feshbacha jest fakt, ze stan zwigzany ukfadu tworzy si¢ w innym kanale

oddziatywania niz kanal poprzez ktéry oddzialuje poczatkowo padajacy neutron. Kanaly te
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odpowiednio zwane sg kanatem zamkni¢tym i1 otwartym.

Aby doktadniej opisaé zjawisko rezonansu Feshbacha wykorzystamy tzw. metode kanatow
sprzezonych [48, 49]. W tym celu rozwazmy rozpraszanie dwoch atoméw z wewnetrznymi
stopniami swobody, ktére opisane sg za pomocg ,,wewnetrznego” hamiltonianu I—AI[.WGW o stanach
wilasnych |a), tj.:

H™V|a) = g,la). (1.14)

Zaktadamy, ze efektywny hamiltonian uktadu atom-atom, w ukfadzie Srodka masy, mozna

zapisaé jako:

A2 2
ﬁ:;’_+ A% +V = Ay +V, (1.15)
H i=1

gdzie u jest masa zredukowana, V opisuje efektywne oddziatywanie pomiedzy atomami o
skoiiczonym zasiggu, ktére zalezy od wewnetrznych stopni swobody. Stany wlasne czgsci

hamiltonianu A, nazywamy kanalami:

HolpopaB) = EaplposaB), (1.16)

gdzie E.5 = piﬁ/Z,u +&q + &g, Pop Jest wzglednym pedem. Kanaly |p, ;) rozpinajg przestrzen

Hilberta naszego problemu. Kanat bedziemy nazywali otwartym jesli dla ustalonej energii

zderzenia E wartoS¢ p,s = \/Z,u(E — &, — &p) jest wielkoscig rzeczywistg. W przeciwnym
wypadku kanat bedziemy nazywali kanalem zamknietym, co fizycznie oznacza mozliwos$¢
utworzenia si¢ stanu zwigzanego. Niech Q bedzie podprzestrzenia skladajaca si¢ z kanalow
zamknigtych, natomiast $ podprzestrzenig sktadajaca si¢ z kanaléw otwartych. Rezonans Fe-
shbacha pojawia si¢ jako wynik przejscia uktadu z podprzestrzeni £ do podprzestrzeni Q
1 nastgpnie ponownie do podprzestrzeni P. PrzejsScie to jest mozliwe dzigki oddzialywaniu
V, ktére sprzega ze soba kanaly otwarte i zamkniete. Wprowadzajac operatory rzutowe P i
QO na podprzestrzenie odpowiednio £ i Q, réwnanie Schrodingera H ) = Ely) dla uktadu

atom-atom mozna rozdzieli¢ na dwa sprz¢zone réwnania:

(E = Hpp)lp) = Hpoltro), (1.17)
(E - Hoollo) = Hoplp), (1.18)

gdzie: |yx) = Xy), Hyy = XHY. Formalne rozwigzanie réwnania (1.18) ma postac:

1 N
- 7 , 1.19
Vo) = oo Harltr) (1.19)

23



gdzie E* = E + i0. Podstawiajac je do réwnania (1.17) otrzymujemy:

(E = Hep)lyp) = 0, (1.20)

gdzie Heﬂ = pr + HPQ HQP Drugi czton w efektywnym hamiltonianie Heﬁc mozna

—HQQ
interpretowaé jako tymczasowe przejScie ukladu z podprzestrzeni £ do podprzestrzeni Q,
propagacje w podprzestrzeni Q i nastepnie powr6t do pierwotnej podprzestrzeni . Poniewaz,
operator FIQQ posiada zaréwno dyskretne ¢, jak réwniez ciagle spektrum energii €’, operator

Greena przyjmuje postac:

-y 60| f e PP (1.21)
HQQ m

E—-¢€, Et—¢

Jednakze, jesli energia catkowita E jest bliska energii stanu zwigzanego €j, mozemy poming¢
inne wktady do operatora Greena niz wkiad m = 0. Ostatecznie réwnanie (1.20) przyjmuje

postac:
HpglgoXdo [Horlpp)

(E = Hpp)lyp) = 7 (1.22)
Formalne rozwigzanie powyzszego réwnania mozna zapisa¢ jako:
1 Hpoldo)(do |Hoplyp)
= t + — . 123
) = Wiy + e (123)

gdzie |y") jest stanem wlasnym Hpp, reprezentujacym fale padajaca w kanale i (stan poczatko-
wy). Réwnanie (1.23) mozna rozwigza¢ mnozac je lewostronnie przez (¢ |FIQP. Rozwigzanie

ma postaé:

. 1 (g |F1Qp|w+>
Wp) =) + = o). (1.24)
O e o E— e~ (90 Wigr i Flrglh) Hraldy

Zatem, element macierzowy §; macierzy rozpraszania, okreSlajacy amplitude dla przejsScia

uktadu z kanatu i do kanatu j (7, j sa kanalami otwartymi) wynosi:

-1H Hoplwrt
s, = S?i \ i W5 [Hpoldo)¢o IHoplr") (1.25)
E — € — (¢ |HQPE+ HPQ|¢0>

gdzie |;) jest stanem wlasnym Hpp, reprezentujacym fale rozproszona do kanatu j (stan
koricowy). Wyrazne staje si¢, ze element macierzowy S;; sklada si¢ z dwoch czesci: czion
bezposredni S?i opisujacy rozpraszanie w przypadku braku sprzezenia z kanatami zamknie-
tymi oraz dodatkowy wkiad zwigzany ze sprzeganiem si¢ kanatéw otwartych z kanatami

zamknigtymi.
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Rysunek 1.6: Schematyczna reprezentacja rezonansu Feshbacha dla atoméw °Li. Efektywne
oddziatywanie pomiedzy rozpraszanymi atomami w stanie trypletowym jest silne modyfiko-
wane w przypadku gdy energia stanu zwigzanego w stanie singletowym jest bliska energii

zderzenia.

Szczegblnie uzyteczny wynik otrzymujemy, jesli podprzestrzen # skfada si¢ tylko z jed-

nego kanalu otwartego. Wtedy element macierzowy S;; mozna zapisa¢ jako [49]:

T
S; =801 - SE— (1.26)
E - €y — A+ él"

gdzie stale I' 1 A reprezentuja odpowiednio szerokos¢ i ,,przesuni¢cie” rezonansu. W przypad-
ku, gdy mamy do czynienia z niskoenergetycznym rozpraszaniem, ktére charakteryzowane jest

jedynie przez dlugo$¢ rozpraszania, elementy macierzowe S mozna zapisaé jako: S;; = e ki

oraz Sl(.)l. = e¢~%kio odzie ay jest dlugoscia rozpraszania w przypadku braku sprzezenia kanatu
otwartego z zamknigtym. Zatem, jesli potrafimy zmienia¢ wzgledne potozenie energii stanu
zwiazanego €, wzgledem energii zderzenia E to tym samy potrafimy kontrolowa¢ wartos¢
dtugosci rozpraszania, tj. a = a(ag, E — €).

Idee rezonansu Feshbacha mozna zastosowaé¢ w przypadku gazéw atomowych do kon-
troli sily oddziatywania pomiedzy atomami. W celu skupienia uwagi rozwazmy przypadek
atoméw °Li. Hamiltonian uktadu dwéch atoméw umieszczonych w polu magnetycznym B,

skierowanym wzdtuz osi z przyjmuje postac [49, 50]:

AD 2
A= PVARR S ER AR A (1.27)
2u
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gdzie V™ = ay .8 jest czlonem zwiazanym ze struktura nadsubtelna atoméw, V% =
(765'5 - y”SA'g)B jest czlonem Zeemana. ang, ¥° 1 y" sa stalymi sprzezenia, S jest operatorem
spinu. Indeksy e i n odnoszg si¢ odpowiednio do spinu elektronéw i spinu jadra atomowego.
Czton V€ opisuje efektywne oddzialywanie kulombowskie pomiedzy wszystkimi tfadunkami
atomoéw (elektronéw i protonéw). Ostatni wktad V9 jest oddziatywaniem magnetycznym dipo-
lowym. Stany wewnetrzne atomu charakteryzowane sg przez dwie liczby kwantowe |F, mp),
gdzie pierwsza liczba kwantowa odpowiada catkowitemu spinowi atomu, druga rzutowi spinu
na oS z. Zalézmy, ze mozemy produkowac atomy w dwodch stanach réznigcych si¢ spinem
np. |1y = |4,4) i [2) = |3, -1). Z uwagi na istnienie wkladu VC oddziatywanie atom-atom
zalezy od catkowitego momentu pedu pary atomdéw. Schematycznie energie oddziatywania
dwoéch atoméw, w zaleznoSci od stanéw w jakich si¢ one znajduja, przedstawia rysunek 1.6.
Linia § = 1 opisuje oddzialywanie w stanie trypletowym (kanal otwarty), w ktérym atomy
znajdujg si¢ poczatkowo. Linia S = 0 opisuje oddzialywanie w stanie singletowym (kanal za-
mkniety), dla ktérego istnieje stan zwigzany o energii bliskiej energii zderzenia. Poniewaz
moment magnetyczny pary atoméw rozni si¢ w zaleznoSci od kanatu oddziatywania mozli-
wa jest zmiana potozenia wzglednego tych dwoch krzywych za pomoca zewnegtrznego pola
magnetycznego (poprzez czlon VZ) a co za tym idzie zmiana wzglednego polozenia stanu
zwigzanego wzgledem energii zderzenia, tj. wielkoS¢ E — €y w wyrazeniu (1.26). Na rysun-
ku 1.6 zostato oznaczone to przez 6(B). Dla pewnej wartoSci pola magnetycznego By energia
stanu zwigzanego pokrywa si¢ z energig zderzenia atoméw. W przypadku braku sprzezenia
pomiedzy kanatami obecno$¢ stanu zwigzanego nie ma wplywu na rozpraszanie w kanale
otwartym. Jednak w przypadku istnienia sprz¢zenia pomi¢dzy kanatami, ktdre jest zwigzane z
czescia (8] —83) - (8] = 83) cztonu V' + V1, podczas rozpraszania atoméw moze utworzy¢ sig
tymczasowy stan zwigzany. Jego utworzenie si¢ bedzie istotnie modyfikowalo przekréj czynny
charakteryzowany przez dlugos¢ rozpraszania, zobacz wzor (1.26).

Fenomenologicznie rezonans Feshbacha mozna opisa¢ za pomocg efektywnego oddzia-
lywania pomigdzy atomami w kanale otwartym dla ktérego dtugos$¢ rozpraszania dana jest

przez:

(1.28)

a(B):ao(l— AB ),

B - By
gdzie ay jest dlugoscig rozpraszania w kanale otwartym w przypadku braku sprz¢zenia z ka-
natlem zamknietym, AB i B, opisuja odpowiednio szerokoS$¢ i pozycje rezonansu.

Rysunek 1.7 przedstawia zalezno$¢ diugosci rozpraszania od pola magnetycznego dla ato-
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Rysunek 1.7: Zalezno$¢ dtugosci rozpraszania od pola magnetycznego dla atoméw °Li. Szeroki
rezonans wystepuje przy wartosci pola magnetycznego By ~ 834 G a jego szeroko$¢ wynosi
AB ~ 300 G. Zaznaczony zostal rowniez waski rezonans dla pola magnetycznego B, ~ 543 G.

Rysunek z publikacji [16].

méw °Li. Rezonans (zwany szerokim rezonansem) wystepuje przy warto$ci pola magnetycz-
nego By ~ 834G a jego szeroko$¢ wynosi AB ~ 300G [16]. Rezonans ten wykorzystany
zostal przy eksperymentach przeprowadzonych przez grupy: O’Hara et al., (Uniwersytet Du-
ke’a, 2002) [17], Bourdel et al., (laboratorium Kastler-Brossel, Paryz, 2003) [16], Jochim
et al., (Uniwersytet Innsbruck, 2003) [18], Zwierlein et al, (MIT, 2003) [19], Partridge et
al., (Uniwersytet Rice’a, 2005) [20]. Eksperymenty rowniez przeprowadza si¢ wykorzystujac
rezonans Feshbacha w atomach “’K. Eksperymenty z takimi atomami wykonata grupa Loftus

et al., (Uniwersytet Kolorado w Boulder, JILA, 2002) [21].

1.3.3 Uniwersalno$¢ rezimu unitarnego

Szczegblny przypadek rezimu unitarnego, ktory spetnia warunki:
pra — £0o, Pereit — 0, (1.29)

nazywamy granicq unitarng*.

W tej granicy amplituda rozpraszania (1.3) przyjmuje postaé:

p—0 [

fp) = —, (1.30)
P

“Geneza nazwy zwiazana jest z faktem, ze w tej granicy catkowity przekrdj czynny na rozpraszanie osiaga

warto$¢ maksymalna, jaka jest dopuszczalna przez warunek unitarno$ci macierzy rozpraszania.
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&T =0)

Eksperyment °Li | Bartenstein er al., (Innsbruck) [53] | 0.277043
Kinast et al., (Duke) [54] 0.51(4)

Partridge ef al., (Rice) [55] 0.46(5)

Tarruell et al., (Paryz) [56] 0.41(15)

Eksperyment “°K Stewart et al., (JILA) [57] 0.4670%
Teoria (QMC) Astrakharchik et al., [32] 0.42(1)

Bulgac et al., [34] 0.44
Burovski et al., [35] 0.493(14)
Carlson et al., [45] 0.42(1)

Tabela 1.2: Poréwnanie eksperymentalnych i teoretycznych wartosci uniwersalnej funkcji € dla
temperatury zera bezwzglednego. Dla obliczen teoretycznych podano tylko wyniki otrzymane

metodg Monte Carlo.

natomiast catkowity przekréj czynny osiaga warto§¢ maksymalna o = 47/p*. Poniewaz am-
plituda rozpraszania (1.30) staje si¢ niezalezna od szczegdlow oddzialywania méwimy, ze
przyjmuje postaé uniwersalng. Jedyng istotng skalg jaka pozostaje w problemie jest ped Fer-
miego pg. Z tego powodu wszystkie wielkosci termodynamiczne powinny dac si¢ zapisaé jako
iloczyn pewnej bezwymiarowej uniwersalnej funkcji zaleznej tylko od stosunku 7'/eg oraz za-
leznoSci opisujacej nieoddziatujacy gaz Fermiego [30, 51, 52], np. dla energii calkowitej

mamy:

E(T) = £&(T/ep)Ex, (1.31)

3
gdzie E¢, = §N er jest energig nieoddzialujacego gazu Fermiego. Doktadne wyznaczenie funk-
cji £(T/er) zarébwno teoretycznie jak i doSwiadczalnie stanowi caly czas wyzwanie. Porow-
nanie aktualnie dostepnych wynikéw teoretycznych i doSwiadczalnych dla 7 = O przedstawia

tabela 1.2.

Jedng z konsekwencji uniwersalnosci jest fakt, ze dla ukfadu znajdujacego si¢ w granicy
unitarnej obowigzujg takie same relacje termodynamiczne jak dla uktadu nieoddziatujacych
fermionéw, np. korzystajac z zaleznosci P = —0E/JV oraz réwnania (1.31) otrzymujemy, ze

dla granicy unitarnej, podobnie jak dla nieoddzialujacego gazu Fermiego, réwnanie stanu
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Rysunek 1.8: Wynik eksperymentalnej weryfikacji twierdzenia o wiriale dla gazu atoméw
®Li znajdujacego sic w granicy unitarnej. Wielko$¢ (x*) jest miarg Sredniej energii poten-
cjalnej tzn.: (x*) ~ (U). E, jest energia stanu podstawowego. Linia przerywana przedstawia

dopasowanie: (x?)/{(x*(0)) = 1.03(0.02)E/E,. Rysunek z publikacji [58].

spetnia zaleznoS$¢:

2
PV = gE. (1.32)

Dodatkowo jeSli czastki umieScimy w putapce harmonicznej opisanej przez potencjat U(r),

oraz zachodzi stan rownowagi mechanicznej, tzn. spetnione jest rGwnanie:

- -
VP(r) = —n(r)VU(r), (1.33)
to korzystajac z (1.32) otrzymamy:
E
N(U) = > (1.34)

gdzie (U) jest Srednig energig potencjalng na czastke. W zwigzku z tym uniwersalno$¢ wymaga
aby dla granicy unitarnej spetnione bylo twierdzenie o wiriale dla nieoddzialujacego gazu

Fermiego. Réwnanie (1.34) mozna przepisa¢ w réwnowaznej formie:
E(T)/E(To) = (U)r,/{U)r,. (1.35)

Zalezno$¢ ta zostata potwierdzona eksperymentalnie z wykorzystaniem gazu atoméw SLi [58].
Wynik eksperymentu przedstawia rysunek 1.8.

Uniwersalno$¢ rezimu unitarnego fizycznie oznacza, ze wszystkie ukfady, dla ktérych od-
dziatywanie jest krétkozasiegowe (pgrer — 0) 1 silnie przyciggajace (pra — +00), majg takie

same wlasciwosci termodynamiczne przy bardzo niskich gestoSciach. Dzigki temu, poprzez
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eksperymenty z udzialem zimnych gazéw atomowych, mozemy bada¢ uktady, ktére maja
wlasciwosci zblizone do innych uktadéw silnie oddziatujacych, np. do rozrzedzonej materii

neutronowej lub plazmy kwarkowo-gluonowe;j.

1.4 Rozrzedzona materia neutronowa

Materia neutronowa juz od ponad 40 lat w szczegdlny sposéb przycigga uwage fizykow ja-
drowych 1 astrofizykéw. Wynika to giéwnie z ciggtego braku zadowalajacego modelu gwiazdy
neutronowej. Aby zrozumieé¢ wlasciwoSci gwiazdy neutronowej musimy wczesniej dogleb-
ne zrozumie¢ fizyke jednorodnej materii neutronowej, poczawszy od bardzo matych gestosci
p ~ 0.001 py (spodziewana gestos¢ gazu neutronéw w skorupie gwiazdy) az po gestosci bardzo
wysokie p ~ 10 p, (spodziewana gesto$¢ w jadrze gwiazdy), gdzie p, = 0.16 fm ™ jest gestoscia
nasycenia symetrycznej materii jgdrowej [59, 60]. W kontekscie ewolucji gwiazdy neutronowe;j
istotne jest rowniez uwzglednienie dodatkowo wplywu temperatury na wiasciwosci fizyczne
materii neutronowej. Przyktadem kluczowej wielkosci dla poprawnego opisu ewolucji termicz-
nej gwiazdy neutronowej jest ciepto wlasciwe, ktore silnie zalezy zaréwno od temperatury jak
réwniez od stanu w jakim znajduje si¢ materia neutronowa (nadciekty/normalny) [61]. Cho-
ciaz intensywne prace teoretyczne nad zbadaniem wilasciwos$ci materii neutronowej trwajg od
wielu lat, problem pozostaje wcigz otwarty.

Od strony teoretycznej podstawowym problemem ograniczajacym naszg zdolno$¢ po-
znawczg ukltadéw jadrowych jest brak znajomos$ci doktadnej postaci oddziatywania nukleon-
nukleon. W rachunkach teoretycznych najczesciej wykorzystuje si¢ efektywne oddzialywania
nukleon-nukleon w oSrodku jadrowym np. typu Skyrme’a lub Gogny [62]. Jednak oddzia-
lywania takie tworzone sg gtéwnie z mySlg o zastosowaniach do badania wlasciwosci jader
atomowych, a wiec uktadéw jadrowych o gestosciach bliskich ggstosci nasycenia py oraz malej
asymetrii izospinowej. Stosowanie tego typu oddzialywan do uktadéw jadrowych o gestoSciach
znacznie ponizej 1 powyzej gestoSci nasycenia prowadzi do generowania malo wiarygodnych
wynikow.

Sytuacja wydaje si¢ by¢ znacznie prostsza w przypadku niskich ggstosci. Wiadomo, ze
w przypadku niskich gestosci p < 0.03p9 (pr < 0.6fm™") wiasciwosci materii neutronowej
mozna poprawnie opisa¢ za pomocg oddzialywania scharakteryzowanego za pomoca dwéoch

parametrow: diugos$ci rozpraszania a i zasiegu efektywnego r.;. Wklady wyzszych rzedéw
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do amplitudy rozpraszania jak réwniez wkiad od oddziatywania trdjcialowego mozna pomi-
nac przy tych gestoSciach [63, 64, 65]. W przypadku oddzialywania neutron-neutron wartosci
parametrow a i reg zostaly eksperymentalnie wyznaczone na podstawie eksperymentéw roz-

proszeniowych niskoenergetycznych neutronéw i wynoszg [3]:
a=-18.8+0.3fm, Fesg = 2.75 £ 0.11 fm. (1.36)

Duza i ujemna warto$¢ dlugosci rozpraszania oznacza, ze oddzialywanie ma charakter silne-
go oddziatywania przyciagajacego, podobnie jak dla gazéw atomowych w rezimie unitarnym.
Nalezy jednak podkreslié, ze w przeciwienstwie do gazéw atomowych wplyw zasiegu efek-
tywnego na wilasciwosci fizyczne uktadu nie moze zosta¢ pominiety [66, 67]. Dodatkowo
w obszarze, gdzie pgres > 1, wplyw zasiegu efektywnego nie moze zosta¢ uwzgledniony
w sposéb perturbacyjny. Tak wigc, chociaz w granicy matych gestoSci znika problem braku
znajomosci oddziatywania to caly czas pozostaje zagadnieniem otwartym doktadne rozwigza-
nie problemu wielociatlowego w spos6b nieperturbacyjny.

Podstawowg wielkoScia, ktora prébuje sie doktadnie wyznaczy¢ od wielu lat, jest rGwnanie
stanu dla materii neutronowej. Istnieje duza liczba prac dotyczacych réwnania stanu dla rozrze-
dzonej materii neutronowej. Ogromna wigkszosS¢ tych rachunkéw wykonanych jest dla tempe-
ratury zera bezwzglednego [64, 68, 69, 70, 71, 72, 73,74, 75,76,77, 78,79, 46, 80, 81, 82, 83].
Wyniki tych rachunkéw, uktadaja si¢ w poblizu wartosci E(p) = 0.5E(p) dla gestosci z za-
kresu od 0.01 py do 0.5 py. Zalezno$¢ ta jest zblizona do zaleznoSci jakg otrzymano dla gazéw
atomowych w rezimie unitarnym (np. dla granicy unitarnej znaleziono E =~ 0.44E},, patrz pod-
rozdzial 1.3.3). Rysunek 1.9 przedstawia poréwnanie wynikéw energii stanu podstawowego
dla rozrzedzonej materii neutronowej z kilku wybranych prac.

Znacznie mniej wiadomo o réwnaniu stanu dla temperatur wyzszych od zera. Dotychcza-
sowa wiedza opiera si¢ gldwnie na wynikach otrzymanych w ramach teorii $redniego pola
lub efektywnych teorii pola [84, 85, 86, 87]. Dzigki znacznemu wzrostowi mocy oblicze-
niowych komputeréw, od roku 2000 zaczynaja si¢ pojawiaé¢ rowniez wyniki obliczen typu ab
initio dla temperatur skonczonych [37, 38, 88, 89, 90, 91]. Nadal jednak problem wyznaczenia
wilasciwosci termodynamicznych materii neutronowej pozostaje otwarty.

Kolejnym waznym zagadnieniem jest zbadanie stanu nadcieklego materii neutronowej,
ktory pojawia si¢ w bardzo niskich temperaturach. Wyniki takich badan sg szczegdlnie wazne
dla opisu zjawiska transportu ciepta a co za tym idzie termicznej ewolucji gwiazdy neutronowej

[61, 92, 93, 94, 95]. Uwaza si¢ rowniez, ze wiedza ta moze pomdc zrozumieé strukture
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Rysunek 1.9: Poréwnanie energii stanu podstawowego materii neutronowej w jednostkach
energii nieoddziatujagcego gazu Fermiego dla temperatury zera bezwzglednego. Wyniki z pu-
blikacji: LO; i NLO; [81], FP 1981 [70], APR 1998 [71], CMPR v6 2003 i CMPR v8" 2003
[76], SP 2005 [66], GC 2007 [46], GIFPS 2008 [80]. Rysunek z publikacji [81].

stabo zwigzanych, neutronowo nadmiarowych jader, znajdujacych si¢ blisko linii oderwania
[96, 97, 98, 99]. Z tego powodu wktada si¢ wiele wysitku w doktadne zbadanie zachowania
si¢ szczeliny energetycznej w funkcji gestosci i temperatury.

W obszarze niskich gestosci szczelina energetyczna dla temperatury zera bezwzgledne-
go Ay zostata wyznaczona w ramach przyblizenia BCS. Wyniki tych obliczen pokazaty, ze
wszystkie oddziatywania neutron-neutron prowadza do tej samej zaleznosci wartosci szczeliny
AE)B “$ w funkcji gestosci [100, 101]. Nie jest to zaskoczeniem, gdyz wszystkie potencjaly od-
dziatywania sg tworzone w taki spos6b aby poprawnie odtwarzaé przesuni¢cia fazowe w fali
S 1 P. Jednak wyniki obliczenn wychodzacych poza przyblizenie BCS prowadza do wartosci
szczeliny energetycznej istotnie réznej niz A(()BCS) (zazwyczaj znacznie mniejszej). Te znaczace
zmiany tlumaczy si¢ istnieniem tzw. efektow polaryzacyjnych, czyli wlaczeniem do obliczen
dodatkowych efektow (niz pole Srednie) zwigzanych z oddziatywaniem czastki z otaczaja-
cym oSrodkiem. Rysunek 1.10 przedstawia poréwnanie wynikéw dla szczeliny energetycznej
otrzymanej za pomocg réznych metod. Widaé, ze otrzymane wyniki mocno zalezg od wyko-
rzystanej metody obliczeniowej. Odzwierciedla to fakt, ze nasza wiedza o korelacjach, ktére

pojawiajg sie¢ w uktadzie, jest bardzo mata.

Jeszcze skromniejsza jest nasza wiedza na temat zachowania si¢ szczeliny energetycznej
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Rysunek 1.10: Szczelina energetyczna dla temperatury zera bezwzglednego w funkcji gestosci.
Poréwnanie wynikéw otrzymanych réznymi metodami. Wyniki pochodzg z prac: Wambach
[102], Chen [103], Schulze [104] (BCS+RPA), Schwenk [105] (metoda grupy renormalizacyj-
nej), Cao [106] (teoria Bruecknera), Gezerlis [46] (kwantowe Monte Carlo), CFB [107] (baza
funkcji skorelowanych), AFDMC [80] (kwantowe Monte Carlo), Margueron [108] (Hartree-

Fock-Bogoliubow). Dla poréwnania dodane réwniez zostaly wyniki teorii BCS.

w funkcji temperatury. Poza wynikami otrzymanymi w ramach teorii BCS nie istnieja wyni-
ki bardziej doktadnych obliczer np. uwzgledniajacych efekty polaryzacyjne. Réwniez bardzo
wazne, z punktu widzenia teorii termicznej ewolucji gwiazdy neutronowej, jest wyznaczenie
temperatury krytycznej 7. przejScia fazowego pomigdzy faza normalng i nadciekty. Ostatnie
wyniki obliczen wskazuja, ze w przypadku rozrzedzonej materii neutronowej warto$¢ tem-
peratury krytycznej z dobrym przyblizeniem mozna wyznaczy¢ korzystajac z dobrze znanej
relacji z teorii BCS - Ay/T. =~ 1.76 [91].

Jak dotychczas, nie dysponujemy technikami laboratoryjnymi, ktére pozwolityby na zbada-
nie eksperymentalnie wlasciwosci materii neutronowej zarowno w funkcja gestosci jak i tem-
peratury>. Z tego powodu jedynymi metodami, ktére maja szanse przyblizy¢ nas do poznania
prawdziwej natury materii neutronowej sg obliczenia typu ab initio, np. kwantowe Monte

Carlo.

SWyjatkiem jest przypadek bardzo niskich gestosci (kr < 0.06fm™!), gdzie jedyng wielkoscia charakteryzujaca
oddzialywanie jest dlugo$¢ rozpraszania. W tej granicy o wlasciwosciach materii neutronowej mozna wnioskowaé

na podstawie wynikéw otrzymanych w eksperymentach z udzialem fermionowych gazéw atomowych.
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Rozdziat 2

Metody teoretyczne

Wspdblczesne eksperymenty z udziatem zimnych gazéw atomowych dostarczajg ogromnej ilo-
Sci wynikéw, ktore nalezy wyjasni¢ od strony teoretycznej. Najwieksze wyzwanie dla teorii
stanowi poprawne opisanie rezimu unitarnego, w szczegdlnosci granicy unitarnej. W rozdziale
tym zostanie przedstawiony kroétki przeglad podejsé teoretycznych, ktére zostaly dotychczas
wykorzystane do opisu gazu atomOéw znajdujacych si¢ w rezimie unitarnym. Zostang przed-
stawione gtéwne zatozenia opisanych metod jak rowniez najwazniejsze wyniki otrzymane za

ich pomoca.

2.1 Metoda Kwantowego Monte Carlo dla temperatury zera
bezwzglednego

Metody oparte o idee catkowania Monte Carlo, wykorzystywane do wyznaczania wlasciwosci
kwantowych uktadéw wielocialowych, uwaza si¢ obecnie za najdoktadniejsze. W szczegdl-
nosci, tzw. metody dyfuzyjnego Monte Carlo (ang. Diffusion Monte Carlo) lub kwantowego
Monte Carlo z funkcja Greena (ang. Green Function Monte Carlo) wykorzystano do wyzna-
czenia whasciwosci lekkich jader, az do jadra '>C, otrzymujac wyniki, ktére sa w bardzo dobrej
zgodzie z danymi eksperymentalnymi [109, 110, 111]. Metody te réwniez wykorzystywane
sa do wyznaczania wlasciwosci zimnych gazéw atomowych jak réwniez materii jadrowej. Po-
niewaz bedg one stanowity podstawowe Zrédto danych, z ktérymi beda poréwnywane wyniki
otrzymane w ramach tej rozprawy, w podrozdziale tym zostang one doktadniej opisane, ze
szczeg6lnym zwrdceniem uwagi na ich ograniczenia. Istniejgce ograniczenia w konsekwencji

mogg by¢ Zrédlem rozbieznosci wynikow, obserwowanych w pewnych przypadkach.
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2.1.1 Kwantowa wariacyjna metoda Monte Carlo

Metoda wariacyjnego Monte Carlo (ang. Variational Monte Carlo, VMC) bazuje na zasadzie
wariacyjnej Rayleigha-Ritza [29]:
JdR YAy
= >
[ dRyiyr
gdzie E, jest energig stanu podstawowego, Y7 probng funkcja falowa opisujaca uklad N

Ey, (2.1)

czastek, R = {rid;,r4,,...,rydy} punktem w przestrzeni konfiguracyjnej, gdzie r; i A; sg
odpowiednio potozeniem i spinem i-tej czastki. Wystepujaca catke wielowymiarowg oblicza
si¢ wykorzystujac catkowanie Monte Carlo, przepisujac rownanie (2.1) do postaci:
[ dR P E
Er=———.
[ dR |yl

Poniewaz wielko$¢ [7|* > 0, mozna ja wykorzystaé jako ,,wage dla prébkowania”, tzn. energie

(2.2)

probng Er obliczamy jako Srednig wazong z ,.energii lokalnej” Ey:

| N
Et ~ N ; Er(Ry), (2.3)

gdzie punkty R; zostaly wylosowane z rozktadu |yr|* oraz:

Hyr(R)
Yr(R)

Zauwazmy, ze energia lokalna Ep staje si¢ stalg liczbg w przypadku gdy funkcja prébna

EL(R) = 2.4)

Y1 pokrywa si¢ z funkcjg wlasng hamiltonianu. W pozostatych przypadkach energia lokalna
jest funkcja R . Jej wariancje mozna wykorzysta¢ jako miare doktadnosci odtwarzania przez
funkcje probng stanu wlasnego.

Odpowiedni wybdr funkcji probnej ¥r jest kluczowy dla metody VMC. W przypadku silnie
skorelowanych ukfadéw fermionowych zazwyczaj wykorzystuje si¢ funkcje probng w postaci

(zobacz [79] i podane tam referencje):
Y1(R) = F1(R)D(R). (2.5)

Funkcja F; jest skorelowang funkcja Jastrowa, ktdra jest symetryczna ze wzgledu na zamiang
czastek miejscami oraz niezalezna od spindéw czastek. Ogdlng postac tej funkcji mozna zapisaé
jako:

Fy® = | | £l =, (2.6)

i<j
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gdzie funkcja f(r) jest rozwiazaniem rownania dla malych r < d:

VZ
—— ) + VS ) = Af (). @7)

V(r) jest niezalezna od spinéw czgScig oddzialywania. Dla odlegtosci r > d przyjmuje si¢
f(r > d) = 1. Parametr d traktuje si¢ jako parametr wariacyjny. Zadaniem funkcji Jastrowa
jest uwzglednienie w funkcji probnej krétkozasiegowych korelacji par.

Czes¢ antysymetryczng D(R) wybiera si¢ w postaci wyznacznika Slatera:
D(R) = det {¢o(r;, 1)}, (2.8)

gdzie « jest zbiorem liczb kwantowych definiujacym stany jednoczastkowe ¢,, ktére zalezg
rowniez od dodatkowych parametréw wariacyjnych. Doktadng posta¢ stanéw jednoczastko-
wych ustala si¢ w zaleznosSci od rozwazanego uktadu. Dla uktadéw jednorodnych zazwyczaj
przyjmuje si¢ je w postaci fal ptaskich.

Podsumowujac, metoda VMC jest poteznym narzedziem do wyznaczania stanéw wlasnych
hamiltonianu (zazwyczaj stanu podstawowego), ktora wykorzystuje podejscie wariacyjne. Sifa
tej metody polega na elastycznosci dotyczacej wyboru funkcji prébnej. W istocie metoda ta
moze pracowaé z dowolnie zaproponowang funkcja probng. Gtéwna wadg tej metody, podobnie
jak kazdej innej metody opartej na podejSciu wariacyjnym, jest to, ze dostarcza ona jedynie

gbérnego ograniczenia na energie wlasne hamiltonianu.

2.1.2 Dyfuzyjna metoda kwantowego Monte Carlo

Dyfuzyjna metoda kwantowego Monte Carlo (ang. Diffusion Monte Carlo, DMC) jest metoda,
ktéra rzutuje funkcje probng ¥ na stan podstawowy (pod warunkiem, ze funkcja prébna nie
jest ortogonalna do stanu podstawowego). W zasadzie metoda ta jest doktadna, chociaz aby ja
wykorzysta¢ w praktyce nalezy wykonaé¢ dodatkowe przyblizenia. W dalszej czgSci zostanie
przedstawiony tylko wariant metody DMC wykorzystywany w przypadku, gdy oddziatywanie
pomiedzy czastkami jest niezalezne od spinéw (tylko takie oddzialywania sa rozwazane w tej
rozprawie). W takiej sytuacji metoda ta pokrywa si¢ doktadnie z tzw. kwantowa metoda Monte
Carlo z funkcja Greena (ang. Green Function Monte Carlo, GFMC) [79, 112].

Rozwazmy funkcje prébna ¥ zapisang w bazie funkcji wlasnych {¢,} rozwazanego ha-

miltonianu:

Yr(R) = Y(R,0) = > cxu(R). (2.9)

n
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Dokonujac ewolucji ¥ w czasie urojonym 7 = if otrzymujemy:

Y(R,T) = e YR 0) = > cre P9, (R). (2.10)

n

Zatem w granicy T — oo funkcja prébna dazy do funkcji falowej stanu podstawowego:

YR, T > o) = coe_E°T¢>o(R). (2.11)

-Eogt

Aby zniwelowa¢ wplyw czynnika e™"°7, ktéry powoduje, ze dla duzych wartosci T rozwigzanie

zanika wyktadniczo, ewolucje w czasie urojonym wykonuje si¢ za pomocg operatora ¢ (A-En)r
gdzie zaktadamy, ze Ey ~ E, oraz Et > E,. Latwo mozna zauwazy¢, ze jako funkcje probng
Y1 oraz warto$¢ Et wygodnie jest wybraé rozwigzanie otrzymane metodag VMC.

Z praktycznego punktu widzenia, ewolucje w czasie urojonym wygodniej jest wykonad

wykorzystujac funkcje Greena:

YR, 1) = de’ GR, R, W (R, 0), (2.12)

dzieki czemu problem sprowadzamy do postaci catkowej, co pozwoli na wykorzystanie metody
Monte Carlo. Zakladajac, ze hamiltonian uktadu ma posta¢ H = 3, ;—rvj +V(R) oraz wykonujac
dekompozycje Trottera, dla matych wartoSci czasu urojonego At — 0, funkcje Greena mozna
zapisaé jako [79]:

V(R) + V(R')

G(R, R, At) =~ exp [— 5

AT] Go(R, R, A1), (2.13)

gdzie G jest funkcja Greena dla ukfadu nieoddziatlujacego:
_ m|R — R’IZ}

7 (2.14)

3N
Gy(R,R,7) = (%) exp[

Roéwnanie catkowe (2.12) rozwigzujemy wykorzystujac metode Monte Carlo. W tym celu

funkcje falowa ¥(R) przedstawiamy jako zbidr N,, konfiguracji (punktéw) R, (ang. walkers):

Nw
U(R) = ) 6R - Ry). (2.15)
k=1

Pierwotnie konfiguracje R; wybrane sg w taki sposéb aby odzwierciedlaly funkcje prébna
Y. Ewolucje w czasie urojonym dzielimy na n krokéw, gdzie 7 = nAr. W kazdym kroku
czasowym konfiguracje R, zaburzamy losowo zgodnie z ,,cztonem dyfuzyjnym” Gy, tzn. kazda
nowa konfiguracja R’ jest generowana zgodnie z: R' = R+, gdzie n jest losowym wektorem

liczb, wygenerowanym z rozktadu G,. Czlon:

w = exp [— (w - ET) AT] , (2.16)
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Rysunek 2.1: Idea algorytmu DMC. Za pomoca kot zostaly przedstawione konfiguracje Ry
w kazdym kolejnym kroku czasowym. Po odpowiednio diugiej ewolucji w czasie urojonym,
rozktad konfiguracji R, jest proporcjonalny do funkcji falowej stanu podstawowego. Rysunek

z publikacji [112].

jest uwzgledniany za pomocg tzw. metody dzielenia (ang. branching technique), ktéra okresla
prawdopodobienstwo zwielokrotnienia danej konfiguracji R, w nastepnym kroku, tj. zamiast
konfiguracji R; w nastgpnym kroku pojawia si¢ n = [w + &] powtdrzen tej konfiguracji, gdzie
& € [0, 1] jest liczbg losowa, [x] oznacza cze$¢ calkowita. Idea algorytmu zostata przedsta-
wiona na rysunku 2.1 dla przypadku jednowymiarowego. Po wykonaniu odpowiednio diugiej
ewolucji w czasie urojonym, rozktad konfiguracji Ry jest proporcjonalny do funkcji falowe;j
stanu podstawowego i moze zosta¢ wykorzystany do wyznaczenia wlasciwos$ci fizycznych
uktadu w stanie podstawowym.

W praktycznych zastosowaniach, opisana powyzej metoda jest mato wydajna (gléwnie
z powodu duzych fluktuacji wagi w wykorzystywanej w metodzie dzielenia). Aby zmniejszy¢
wariancje estymatoréw, ewolucje w czasie urojonym wykonuje si¢ wykorzystujac zmodyfiko-

wang funkcj¢ Greena:
Yr(R)
Yr(R)

gdzie zaklada si¢, ze Y1 (zwana funkcja waznosci) dobrze przybliza stan podstawowy. W takim

G(R, R, A7) =

G(R, R, A1), 2.17)

przypadku tatwo mozna pokazaé, ze w wyniku ewolucji w czasie urojonym, wykonywanej

obecnie zmodyfikowana funkcja Greena G, w granicy T — oo otrzymujemy:

YR, T = 00) = Yr(R)go(R). (2.18)
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Uwzglednienie funkcji wazno$ci powoduje, ze czton dyfuzyjny (odpowiedzialny za modyfika-

cje konfiguracji R;) oraz waga w (wykorzystywana w metodzie dzielenia) przyjmujg postac:

2
) ¥ | [R-r+DATEER
R, AT) = - . : 2.1
Go = GolRR, A7) (ZKDAT) =P 2DAT (2.19)
E E (R
v oo W:exp[—( LR L(R)—ET)AT], (2.20)
gdzie D = 1/m oraz energia lokalna wyraza si¢ przez:
1 V2yr(R)
E =——— =+ V(R). 2.21
L(R) m UrR) +V(R) (2.21)

Widoczne jest zatem, ze procedura ta prowadzi do matych fluktuacji W a co za tym idzie do
mniejszej wariancji estymatoréw obliczanych wielkosci fizycznych.

Metoda DMC produkuje stan podstawowy uktadu jako rozktad konfiguracji R; w przestrze-
ni konfiguracyjnej. Poniewaz gesto$¢ tego rozktadu traktujemy jako funkcje falowa w praktyce
oznacza to, ze metod¢ mozna wykorzystywac tylko do badania uktadéw, gdzie stan podstawo-
wy jest funkcjg rzeczywistg i nieujemng. Przyktadem takich uktadéw sa ukiady bozonowe. Dla
uktadoéw fermionowych w ogdlnosci nie mozna spetnié tego warunku, z uwagi na antysyme-
tryczno$¢ funkcji falowej (tzw. problem znaku). Aby metode mozna bylo wykorzystywaé do
rozwigzywania probleméw fermionowych wymagane jest wprowadzenie pewnych przyblizen.

W przypadku, gdy spodziewamy si¢, ze funkcja falowa stanu podstawowego jest funkcjg
rzeczywista, najczesciej stosuje si¢ algorytm polegajacy na sztucznym podzieleniu przestrze-
ni konfiguracyjnej na obszary gdzie funkcja falowa jest dodatnia i ujemna (ang. fixed-node
approximation). Definiuje si¢ (w spos6b arbitralny) hiperpowierzchni¢ w przestrzeni konfigu-
racyjnej, na ktérej funkcja falowa przyjmuje wartos¢ zero. Jesli w trakcie kroku dyfuzyjnego,
dla ustalonej konfiguracji R, przesunigcie n prowadzi do przekroczenia wyznaczonej hiper-
powierzchni, krok ten si¢ anuluje. Mozna pokazaé, ze zastosowanie tej procedury prowadzi
zawsze do otrzymania gérnego ograniczenia dla energii stanu podstawowego, podobnie jak
ma to miejsce dla metody VMC [113].

Dla klasy probleméw, gdzie spodziewamy si¢ ze funkcja falowa stanu podstawowego jest
funkcja zespolona, najczesciej stosuje sie algorytm polegajacy na ograniczeniu ruchéw dyfu-
zyjnych tylko do tych dla ktérych Re[yr(R)]/Re[yr(R)] > O (ang. constrained-path approxi-
mation) lub do tych dla ktérych fazy funkcji ¢r(R) 1 Y1(R’) sa takie same (ang. fixed-phase

approximation), gdzie R i R’ oznaczaja odpowiednio konfiguracj¢ przed i po kroku dyfuzyj-
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nym. Waznym jest aby dodaé, ze w tym przypadku wspomniane powyzej przyblizenia nie
zawsze prowadzg do gérnego ograniczenia dla energii stanu podstawowego [114].

Pomimo wspomnianych trudnosci wystepujacych w metodzie DMC, jest ona uznawana za
jedng z najdoktadniejszych metod wyznaczania wlasciwos$ci uktadu w stanie podstawowym.
Jej gtéwna zaleta wynika z faktu, ze mozna ja uogélni¢ w taki sposob aby mogta pracowac
z bardziej ztozonymi oddzialywaniami, ktére zaleza od spinéw i izospinéw czastek. Rozsze-
rzenie tej metody w literaturze znane jest jako metoda dyfuzyjnego Monte Carlo z polem

pomocniczym (ang. Auxiliary Field Diffusion Monte Carlo) [79].

2.2 Przeglad przyblizonych metod teoretycznych wykorzy-
stanych do opisu rezimu unitarnego

W czesci tej zostang opisane metody przyblizone, ktére wykorzystano do opisu zimnych gazéw
atomowych w rezimie unitarnym. Skupimy si¢ gféwnie na poréwnaniu przewidywan tych po-
dejs¢ z wynikami obliczen doktadnych, typu Monte Carlo. Pomimo, ze w wielu przypadkach
podejscia przyblizone nie odtwarzajg poprawnie wlasciwoSci badanego uktadu, to w przeci-
wienistwie do podej$s¢ Monte Carlo, pozwalajg one na zbudowanie pewnej ,,intuicji fizycznej”

dotyczacej fizyki tych uktadéw.

2.2.1 Przyblizenie BCS

Teoria BCS odniosta ogromy sukces wyjasniajagc wlasciwosci prostych nadprzewodnikéw [29].
Z tego powodu interesujacym jest przyjrzenie si¢ przewidywaniom tej teorii zastosowanej do
rezimu unitarnego.

W wyniku prac zapoczatkowanych w latach 70-tych, wyznaczono podstawowe wiasciwosci
uktadu (np. réwnanie stanu, szczeling energetyczna, temperaturg krytyczng przejscia fazowego)
dla statych sprzezenia, obejmujgcych zaréwno rezim unitarny jak 1 przypadki graniczne (rezimy
BCS i BEC) zakladajac, ze stan podstawowy ma strukturg typu BCS [23, 115, 116]:

IBCS) = H (i + viafya’y ) 10). (2.22)

k>0
W kolejnych latach pojawily sie obliczenia wychodzace poza przyblizenie pola Sredniego, np.
przyblizenie faz przypadkowych, jak réwniez obliczenia uwzgledniajace efekty zwigzane z nie-

jednorodnoscig uktadu, co jest konsekwencjg umieszczenia atoméw w putapce [117, 118, 119,
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Rysunek 2.2: Poréwnanie szczeliny energetycznej otrzymanej w ramach teorii BCS 1 obliczen

Monte Carlo dla zimnych gazéw atomowych oraz rozrzedzonej materii neutronowej. Rysunek

z publikacji [46].

120, 121, 122, 123, 124, 125]. W ogd6lnosci w granicy niskich temperatur przyblizenie BCS
daje jakoSciowo poprawne wyniki, jednakze obserwuje si¢ znaczace rozbieznoSci dotyczace
wynikéw iloSciowych, poréwnujac je z wynikami Monte Carlo lub wynikami eksperymental-
nymi. Jako przyktad poréwnajmy warto$¢ energii stanu podstawowego dla granicy unitarnej,
ktéra w przyblizeniu BCS przyjmuje wartos¢ E¥“/E;, ~ 0.59 [23] podczas gdy warto$é
otrzymana eksperymentalnie jak rowniez w ramach obliczeri Monte Carlo to E/E;, ~ 0.40
(patrz tabela 1.2). Wida¢ zatem, ze przyblizenie BCS przeszacowuje energi¢ stanu podsta-
wowego o okoto 50%, co nalezy uznaé za duzy btad. Rysunek 2.2 przedstawia poréwnanie
szczeliny energetycznej otrzymanej w ramach teorii BCS i obliczet Monte Carlo dla zim-
nych gazéw atomowych oraz rozrzedzonej materii neutronowej. Widoczne jest, ze teoria BCS
w sposob jakoSciowy poprawnie odtwarza tg wielkoS¢ ale podobnie jak dla energii stanu

podstawowego, obserwuje si¢ duze rozbieznoSci iloSciowe.

Chociaz dla temperatury zera bezwzglednego podejscie BCS prowadzi do jakoSciowo
poprawnych wynikéw, to nalezy si¢ spodziewaé, ze w temperaturach skoriczonych przewidy-
wania bedg niepoprawne. Latwo mozna to zauwazy¢ przypominajac, ze dla uktadu w rezimie
unitarnym zidentyfikowano dwie charakterystyczne temperatury, zobacz dyskusja w podroz-
dziale 1.3.1 oraz rysunek 1.4. Teoria BCS nie dopuszcza istnienia dwdch charakterystycznych

temperatur.
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2.2.2 Metoda funkcjonalu gestoSci

Metoda funkcjonatu gestosci (ang. Density Functional Theory, DFT) jest pot¢zng metoda
powszechnie stosowang dla uktadéw elektronowych do wyznaczania ich wtasciwosci (przede
wszystkim energii stanu podstawowego). Obserwuje si¢ rowniez ciggly wzrost znaczenia tej
metody wsréd metod wykorzystywanych do badania uktadéw silnie skorelowanych, np. jader
atomowych. Idea metody opiera si¢ na twierdzeniu Hohenberga-Kohna, ktére glosi, ze gestosé
elektronéw w stanie podstawowym ny(r) umieszczonych w zewngtrznym potencjale Ve (r)
wyznacza ten potencjal w sposéb jednoznaczny [126]. Konsekwencjg tego twierdzenia jest,
ze dla dowolnego uktadu fermionowego znajdujacego si¢ w zewngtrznym potencjale Ve (r),

gestos$¢ czgstek w stanie podstawowym ny(r) minimalizuje pewien funkcjonat:

E[n] = Fln] + f d°r n(r)Vey(r), (2.23)

gdzie F|[n] jest pewnym funkcjonatlem gestosci ukladu oraz minimalna warto$¢ funkcjonatu
jest doktadnie réwna energii stanu podstawowego Ey, tj.: Ey = E[ny] = min, E[n].

Kluczowym dla calej metody jest poprawne wyznaczenie funkcjonatu F[n]. W ogdlnosci,
z wyjatkiem kilku trywialnych przypadkéw, postaé tego funkcjonatu nie jest znana. Jednakze,
znaczacego postepu dokonano wykorzystujac tzw. przyblizenie lokalnej gestosci (ang. Lo-
cal Density Approximation, LDA) w ramach ktérego zaktada sie¢, ze funkcjonal F[n] mozna
zapisa¢ w postaci:

Fln,7] = f d°r & pa(n(r), 7(r)), (2.24)

gdzie: n(r) i 7(r) sg odpowiednio lokalng gestoscig czastek oraz lokalng gestoscig kinetyczng.
W ostatnich latach pojawito si¢ uogdlnienie podejScia LDA réwniez na uktady fermionowe,
w ktérych wystepuja korelacje par, tzw. SLDA (ang. Superfluid Local Density Approxima-
tion) [127, 128, 129, 130, 131, 132]. Rozszerzenie tego przyblizenia polega na zalozenie, ze
funkcjonal gestosci zalezy dodatkowo od tzw. anormalnej gestosci v(r), ktérej zadaniem jest
poprawne uwzglednienie efektow zwigzanych z utworzeniem si¢ stanu nadciektego. A. Bulgac
opierajac sie¢ na analizie wymiarowej zalozyl, ze dla gazu unitarnego funkcjonal gestosci ma

postac [132]:

(2.25)

2\2/3..5/3 5
Esipa(r) = a/T(zr) + 3Gn) "> (r) v ()l

+ )
T YA (r)
gdzie gestosci n(r), 7(r) 1 v(r) dane sa przez:

an) =2 WP, ) =2 [W®P, v = ) vimw@).  (226)
k k

k
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Rysunek 2.3: Energia stanu podstawowego gazu unitarnego, umieszczonego w zewngtrznym
potencjale harmonicznym, otrzymana w ramach przyblizenia SLDA (niebieskie kota). Dla
poréwnania umieszczono wyniki obliczeri Monte Carlo (czerwone tréjkaty i czarne kwadraty).
Wewnetrzny wykres przedstawia réznice pomiedzy przewidywaniem obliczefi Monte Carlo a

przyblizeniem SLDA. Rysunek z publikacji [132].

Funkcje [ux(r), vi(r)] sa standardowymi funkcjami falowymi kwaziczastek Bogoliubowa, gdzie
k numeruje stany kwaziczastkowe. Stale , 8 1y zostaty dobrane w taki sposb aby poprawnie
odtwarza¢ trzy wielkosci opisujace jednorodny gaz unitarny w temperaturze zera bezwzgled-
nego, znane z obliczen Monte Carlo: E/E,, /ep 1 A/eg. Tak skonstruowany funkcjonat gestosci
okazuje si¢ by¢ doktadnym narzgdziem, ktére mozna wykorzysta¢ do badania gazu atoméw,
ktory uwigziony jest w zewnetrznym polu (np. putapce optycznej).

Rysunek 2.3 przedstawia energi¢ stanu podstawowego dla gazu unitarnego, umieszczonego
w zewngtrznym potencjale harmonicznym Vi (r) = mw?r?/2, w funkcji liczby czastek. Dla
poréwnania na wykresie umieszczono rowniez wyniki obliczen Monte Carlo. Widoczna jest
bardzo dobra zgodno$¢ pomiedzy obliczeniami z uzyciem przyblizenia SLDA oraz Monte
Carlo. Godnym zauwazenia jest fakt, ze metoda SLDA poprawnie odtwarza uktad schodkowy
energii stanu podstawowego, ktory zwiazany jest z tworzeniem si¢ nowej pary Coopera za
kazdym razem gdy liczba czastek staje si¢ parzysta. Poprawne odtworzenie tego subtelnego

szczegblu nalezy uznaé za duze osiggnigcie opisywanej metody.

Pomimo wielu sukceséw jakie odniosto podejScie SLDA zastosowane do unitarnego gazu
atomoéw, nalezy si¢ spodziewac, ze podejScie to napotka takie same problemy jak teoria BCS

w przypadku obliczen dla temperatur skoficzonych. Podobnie jak przyblizenie BCS, metoda
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DFT nie dopuszcza (w obecnej formie) istnienie dwoch charakterystycznych temperatur a co
za tym idzie nie bedzie w stanie poprawnie odtworzy¢ wiasciwosci uktadu w temperaturach

skoriczonych.

2.2.3 Metoda dynamicznego pola Sredniego

Metoda dynamicznego pola Sredniego (ang. Dynamical mean-field theory, DMFT) zostala
wprowadzona w latach 90-tych 1 stala si¢ waznym narzedziem wykorzystywanym do badania
silnie skorelowanych ukfadéw fermionowych na sieci [133, 134]. Idea metody DMFT polega
na zastgpieniu problemu zdefiniowanego na sieci (N? wezléw sieci, gdzie N, jest wymiarem
sieci) przez problem sieci o jednym wezle, ktéry oddzialuje z zewnetrznym ,,rezerwuarem’”
czastek. Zewnetrzny rezerwuar tworza wszystkie pozostate wezly sieci. Dynamika pojedyn-
czego wezla o indeksie i opisywana jest poprzez efektywne dziatanie w czasie urojonym,

ktére dla oddziatywanie kontaktowego przyjmuje postaé:

8 5 ) 8
Seir = —f de dt’ Z a. (r) Gy'(r =) () + Uf dt iy (T (1), (2.27)
0 0 0

=1l

gdzie U jest statg sprzgzenia. Funkcja G '(r — 7/) ma znaczenie efektywnej amplitudy, ze
czastka (fermion) zostanie utworzona na izolowanym wezle w chwili 7 (pochodzaca z ze-
wnetrznego rezerwuaru) i nastepnie zniszczona w chwili 7/ (powrdei do zewnetrznego re-
zerwuaru). Funkcje Go(t — 7’) mozna traktowaé jako pewng efektywng funkcje Greena. Jest
oczywiste, ze efektywna funkcja Greena Gy zalezy od dynamiki pozostalych weziéw, ktére
ponownie sg opisywane za pomoca efektywnego dzialania, tj. Gy = Go[Ses]. Zatem problem
nalezy rozwigzywaé w sposob samozgodny. Doktadny ukfad réwnan, ktéry nalezy rozwigzac
mozna znalez¢ w publikacji [134].

Metoda dynamicznego pola Sredniego, podobnie jak inne podejscia Sredniopolowe, za-
niedbuje wptyw pochodzacy od fluktuacji przestrzennych, ale w pelni uwzglednia wptyw
czasowych fluktuacji na dynamike wezta (stad nazwa dynamiczne pole Srednie).

Wyniki obliczeni dla rezimu unitarnego otrzymane za pomocg metody DMFT prowadzg
do wniosku, ze metoda ta jest w stanie z zadowalajaca doktadnoScia opisa¢ ukltad silnie od-
dziatlujacych fermiondéw, jakim jest gaz zimnych atoméw [135, 136, 137, 138, 139, 140].
Dla granicy unitarnej otrzymana za pomocg tej metody warto$¢ energii stanu podstawowego
wynosi EPMFD/E,, ~ 0.44, co bardzo dobrze zgadza si¢ z wartoscig otrzymana ekspery-

mentalnie jak réwniez w ramach obliczein Monte Carlo. Rysunek 2.4 przedstawia réwnanie
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Rysunek 2.4: Réwnanie stanu, potencjal chemiczny oraz parametr porzadku A, =

U (T&;(O*)&l(O)) otrzymane za pomoca metody dynamicznego pola Sredniego. Linia prze-

rywana oznacza temperature krytyczng przejScia fazowego TLPMED

publikacji [140].

~ 0.16 gg. Rysunek z

stanu, potencjal chemiczny oraz parametr porzadku Ay w funkcji temperatury. Poréwnujac
je z wynikami Monte Carlo zauwazamy zadowalajgcg zgodno$¢, zaréwno jakoSciowg jak i
ilosciowa, patrz rysunek 1.3. Otrzymana temperatura przejScia fazowego w tym podejSciu
Wynosi TPMED ~ 0,16 e i réwniez dobrze sie zgadza z wartoScig Monte Carlo 7, =~ 0.15 gg.
Gléwnym problemem tej metody jest fakt, ze temperatura w ktdrej nastepuje odstepstwo od
réwnania stanu (odpowiednio przesunietego) dla nieoddzialujacego gazu Fermiego pokrywa
si¢ doktadnie z temperatura przejScia fazowego T., w przeciwienstwie do obliczefi Monte
Carlo, zobacz dyskusja w podrozdziale 1.3.1 oraz rysunek 1.4. Kolejng wada tej metody jest
jej niepraktyczno$¢ w stosunku do uktadéw bardziej ztozonych, takich jak np. materia neu-
tronowa (bardziej zfozona struktura oddzialtywania w spos6b dramatyczny komplikuje postac

efektywnego dzialania).

2.2.4 Metoda rozwiniecia €

Metoda rozwinigcia € jest przeznaczona do rozwigzywania problemu gazu zimnych atoméw
znajdujacych si¢ w granicy unitarnej. Opiera si¢ ona na systematycznym rozwini¢ciu poszu-
kiwanych wielkoSci fizycznych w funkcji wymiaru przestrzeni [141, 142, 143, 144, 145, 146].
Wykorzystuje si¢ przy tym obserwacje, ze problem gazu atoméw znajdujacych sie¢ w gra-

nicy unitarnej staje si¢ trywialny, jesli rozwazaé go w przestrzeniach o wymiarach d = 2
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1 d = 4 [147]. Problem rozwazany w przestrzeni o wymiarze d = 4 staje si¢ rOwnowazny
problemowi nieoddziatujagcego gazu bozondéw, natomiast problem rozwazany w przestrzeni o
wymiarze d = 2 staje si¢ rownowazny problemowi nieoddziatujagcego gazu fermiondw.
Doktadna analiza problemu rozpraszania dwéch fermionéw w przestrzeni o wymiarze
d = 4 — €, gdzie stala sprzg¢zenia jest wybrana w taki sposéb aby odpowiadajgca jej dtugosc
rozpraszania w przestrzeni d = 3 wynosita nieskoficzono$¢, prowadzi do macierzy rozprasza-

nia [141]:

iT(po,p) = (ig)*iD(po, p) + O(€”), (2.28)
gdzie:
81’e 2y
g=— MWm:@—i+@. (2.29)
m 4dm

Funkcja D(py, p) jest propagatorem czastki swobodnej o masie 2m, ktérg interpretuje si¢ jako
uktad zwigzany dwoch fermionéw, czyli bozonowy stopieri swobody. Zatem w przestrzeni o
wymiarze d = 4 — €, gdzie € < 1, uktad mozna traktowac jako ukfad stabo oddzialujacych
bozonéw. Dla przypadku tego mozna skonstruowaé rachunek perturbacyjny, wykorzystujac
jako matg wielkos¢ stata sprzezenia g oc €'/,

Postepujac podobnie dla wymiaru d = 2 + € otrzymujemy, ze macierz rozpraszania przyj-

muje postac:

iT(po,p) = ig" + O(e?), (2.30)
gdzie:
) 2 _
F="U=¢ (2.31)
m

Macierz rozpraszania redukuje si¢ do takiej samej postaci jakg otrzymujemy rozwazajac roz-
praszanie dwéch fermionéw na potencjale kontaktowym, ze stala sprzezenia réwng g* oc €'
Uktad mozna zatem traktowal w przestrzeni d = 2 + €, gdzie € <« 1, jako uktad stabo
oddziatujacych fermionéw, dla ktérego réwniez mozna skonstruowaé rachunek perturbacyjny.

Idea catego podejscia polega na znalezieniu rozwini¢cia interesujacych nas wielkosci fi-
zycznych w funkcji matego parametru € lub é, odpowiednio dla przestrzeni o wymiarze
d =4-¢€1d =72+ €. Nastepnie wykonuje si¢ ekstrapolacj¢ do wymiaru przestrzeni d = 3
(e=€=1).

Dla energii stanu podstawowego & = E/E;, otrzymano nastgpujace rozwinigcia [143, 146]:

e(6-o)/4-e)
bie = —F— |1-0.04916 € - 0.95961 € + O(¢?) (2.32)
Erve = 1—E+0.80685E + O(%). (2.33)
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Rysunek 2.5: Zalezno$¢ &€ = E/Ey, w funkcji wymiaru przestrzeni, otrzymana za pomocg meto-
dy rozwiniecia €. Niebieska i czerwona linia przedstawiajg odpowiednio zaleznoSci &4¢ 1 &4—.
Za pomocy zielonych linia przedstawione sa krzywe interpolujace, otrzymane metoda Padé.

Czarny punkt przedstawia wynik otrzymany metoda Monte Carlo. Rysunek z publikacji [146].

Waznym jest zauwazenie, ze &;_1 # &4+1, zobacz rysunek 2.5. Z tego powodu aby otrzymacé
wynik dla d = 3 wykonuje si¢ interpolacje pomiedzy skrajnymi przypadkami, ktéra mozna
wykonaé na rézne sposoby. Fakt ten stanowi gtéwny zarzut stawiany pod adresem metody
rozwini¢cia €. Interpolacja pomigdzy przypadkami d = 2 1 d = 4, wykonana metoda Padé,
daje dla wymiaru d = 3 wartos$¢ £© =~ 0.36(2), co jest wartoscia niewiele mniejsza niz warto§¢
otrzymana za pomocg metody Monte Carlo. Rysunek 2.5 przedstawia warto$¢ & w funkcji

wymiaru przestrzeni.

Formalizm opisanej metody mozna réwniez uogdélni¢ na przypadek temperatur skonczo-
nych [145]. W wyniku wykonanych obliczen, otrzymano temperature przejscia fazowego row-
na T = 0.18(1) co jest wielkoScig niewiele wigksza niz przewidywanie Monte Carlo.
Podobnie jak poprzednie metody, podejScie to réwniez nie ujawnia istnienia drugiej charak-

terystycznej temperatury.

Podsumowujac, przewidywania metody rozwiniecia € doS¢ dobrze zgadzaja si¢ z wynikami
otrzymanymi metodg Monte Carlo. Z tego powodu metoda ta stanowi cenne narzedzie do
badania zimnych gazéw atomowych, gdyz jako jedyna z dostepnych metod dostarcza wyniki
w formie analitycznej dla granicy unitarnej. Gtéwnym problemem opisanej metody jest jej
ograniczenie jedynie do badania uktadéw znajdujacego si¢ w granicy unitarnej. Metoda ta

nie nadaje si¢ do badania uktadéw bedacych poza granicg unitarng a tym bardziej do badania

48



bardziej zlozonych uktadéw np. rozrzedzonej materii neutronowe;j.

2.3 Podsumowanie

W poprzednim podrozdziale zostaly opisane metody Monte Carlo, wykorzystywane do wy-
znaczania wlasciwosci silnie skorelowanych uktadéw fermionowych dla temperatury zera bez-
wzglednego. Zostaly rowniez przedstawione przyblizone metody, ktére jak si¢ okazuje w wigk-
szoSci przypadkow, sa w stanie z zadowalajaca doktadnoscig odtworzy¢ wyniki Monte Carlo,
otrzymane dla temperatury zera bezwzglednego. Jednakze, pomimo wielu sukceséw metod
przyblizonych kazda z nich napotyka problemy w przypadku obliczen dla temperatur skoriczo-
nych. Obliczenia dla temperatur wigkszych od zera sa szczeg6lnie istotne, gdyz eksperymen-
talnie nigdy nie mozna schtodzi¢ uktadu do temperatury zera bezwzglednego. Réwniez samo
zbadanie wlasciwos$ci uktadu dla temperatur bliskich temperaturze przej$cia fazowego stanowi
niezwykle interesujacy problem. W Swietle przedstawionych powyzej wnioskéw nalezy stwier-
dzi¢, ze aktualnie nie dysponujemy zadowalajaca metoda przyblizong, ktéra w prosty sposéb
opisze wlasciwosci silnie skorelowanych fermionéw w temperaturach skoriczonych. Jedyna
metodg jaka jest w stanie poméc nam w poznaniu wilasciwosci termicznych tych niezwykle
interesujacych uktadéw jest metoda kwantowego Monte Carlo, zdefiniowana dla temperatur
skoriczonych. Doktadne zdefiniowanie formalizmu tej metody bedzie stanowito tres¢ kolejnego

rozdzialu.
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Rozdziat 3

Metoda Kwantowego Monte Carlo dla

temperatur skonczonych

3.1 Gaz oddzialujacych fermionoéw w skonczonych tempera-

turach

3.1.1 Ogolne sformulowanie

Rozwazmy uktad oddziatujgcych fermionéw o spinie 1/2, ktéry opisywany jest za pomoca

hamiltonianu:

T
I

N -V2\ .
>, f d’r wj(r)(z—)mm
=1 "

1 At A A A
= f drd’ 0, (V= 1) ( Wa(r) (3.1)
A=)

gdzie A jest spinem czgstki a operatory pola spetniajg relacje antykomutacyjne:

W), (1)} = 106(r — ). (3.2)

Oddziatywanie V(r —r’) jest jedynie funkcja wzglednej odlegtosci czastek 1 nie zalezy od ich
spinéw. W dalszej czesci rozdzialu pokazemy, ze oddziatywanie takie jest wystarczajace aby
poprawnie opisa¢ wilasciwosci rozrzedzonych gazéw fermionéw. Dokladna postaé¢ oddziaty-
wania zostanie ustalona pozniej, w zaleznosci od rozwazanego uktadu.

Interesuje nas wyznaczenie termodynamicznych wilasciwosci ukladu czastek, opisanego

przez hamiltonian (3.1). W tym celu wykorzystamy wielki rozktad kanoniczny. Srednia po
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wielkim zespole statystycznym, interesujacej na obserwabli O wyraza si¢ przez [29]:

1 A N -
OB.1) = Z5==Tr {0 expl-p(H - ui0]}. (33)
ZB.p) = Tr {expl-B(H — uM)l}. (34

gdzie Z jest wielka suma statystyczng, 8 = 1/T odwrotnoScig temperatury, y potencjatem
chemicznym ukiadu okreslajacym jego gestos¢. Operator liczby czastek N wyraza si¢ przez:
N=> f &r () fa(m). (3.5)

=Tl
Slad operatora obliczany jest dla zupetnego ukfadu stanéw w przestrzeni Focka. W celu

uproszczenia problemu dokonajmy faktoryzacji Trottera, tj.:

N

expl-B(H - uN)] = | | expl-47(H - uN)], (3.6)

k=1
gdzie f§ = N 4t. Nastepnym krokiem jest dokonanie dekompozycji funkcji wyktadniczej
e T ) W taki sposOb aby odseparowaé operatory jednocialowe od operatoréw dwucia-
fowych. Znanych jest wiele sposobéw wykonania takiej dekompozycji [148, 149, 150]. Ze

wzgledéw praktycznych wybraliSmy rozwinig¢cie do drugiego rz¢gdu w zmiennej A7:
e ) = TR e o FR L O, (3.7)

gdzie K = T — uN, T jest operatorem energii kinetycznej, V operatorem energii potencjalne;.
Nalezy zauwazy¢, ze chociaz samo rozwini¢cie funkcji wyktadniczej wykonano z doktadnoscia
O(473) to podczas obliczania wielkiej sumy statystycznej Z doktadno$¢ ta redukuje sig¢ do
rzedu O(47?), tj.:

Ny

e_ﬂ(ﬁ_,m?) _ e—%l& (l_[ e—A‘rve—ATK) O(AT ). (3.8)

k=1
Celem dalszych przeksztalcen jest zredukowanie problemu wielocialowego do sumy proble-
moéw jednociatlowych. Aby osiggnac ten cel nalezy wyrazi¢ wszystkie wystepujace operatory
w rozwinieciu (3.8) za pomocg operatoréw jednociatowych. Pokazemy, ze operator ¢ moz-
na wyrazi¢ jako iloczyn operatoréw jednociatowych. Zapisujac operatory pola w reprezentacji

pedowej:

A a3 )
Ja(r) f (2733 PTG, (p), (3.9)

o d’p
gl = f Ty e ®ra(p), (3.10)



gdzie d;(p) 1 a,(p) sa odpowiednio operatorami kreacji i anihilacji, spelniajacymi relacje
antykomutacyjne:

(@} (), dr(p')} = 6.106(p — ), (3.11)

operator K przyjmuje postaé:

_ Z f s ( )m(p), (3.12)

=T

W powyzszym wzorze 7i,(p) jest operator liczby obsadzen:

ap) = ay(P)aP)- (3.13)
Operator ten posiada wiasciwosci, ktore beda bardzo cz¢sto wykorzystywane w dalszej czesci:

0, (3.14)

[72.(p), A (P)]
[iaP)]® = Ap). (3.15)

-AtK

Aby pokazac, ze e jest iloczynem operatoréw jednociatowych zauwazmy, ze dyskretyzujac

catke po pedach operator ten mozemy sprowadzi¢ do postaci:

e = exp {Z a(p)@(p)} =[ e, (3.16)
p.A p.A
. A7 (p? 3
gdzie a(p) = 5\, M oraz L’ jest objetosScig pudia, w ktérym nastepuje dyskretyza-

cja pedéw. Zatem wystarczy pokazaé, ze operator e¢*®"i® jest operatorem jednocialowym.
Rozwijajac go w szereg Taylora oraz wykorzystujac (3.15) otrzymujemy:

a(p)iy N a,m() A
A PP 1+(Z m‘p ]UA(P)

m=1

1+ (e"® = 1) Ax(p). (3.17)

Jednociatowy charakter tego operatora staje si¢ oczywisty.
Cata ztozono$¢ rozwazanego problemu wynika z wielocialowego charakteru operato-
ra V. Chwilowo zalozymy, ze istnieje przeksztalcenie catkowe, ktore transformuje operator

wielocialowy w iloczyn operatoréw jednocialowych. Zat6zmy, ze przeksztalcenie ma postac:
e = de' e 4@, (3.18)

gdzie W jest operatorem jednocialowym, wyrazajacym si¢ przez operatory liczby obsadzei.

Redukcja problemu wielociatowego do sumy (calki) probleméw jednocialowych nastepuje
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kosztem wprowadzenia dodatkowego stopnia swobody o, po ktérym musimy dokonaé catko-
wania. Przyjeto zwyczajowo nazywaé dodatkowy stopient swobody o polem pomocniczym. W
og6lnosci o jest zmienng wielowymiarowg. Réwnanie (3.18) przedstawia idee tzw. transfor-
macji Hubbarda-Stratonovicha (HS) [151, 152]. Chociaz, dla danego V mozna skonstruowaé
kilka transformacji HS [153], to nie kazda jej posta¢ moze zosta¢ wykorzystana w prak-
tycznych obliczeniach. Znalezienie odpowiedniej transformacji (dla praktycznych zastosowari)
stanowi najtrudniejszy element calej metody. Poniewaz transformacja Hubbarda-Stratonovicha
jest sercem metody prezentowanej w tym rozdziale, zostanie ona doktadnie opisana w osobne;j

czeSci. Dla przejrzystosci dalszych rozwazan zdefiniujmy operatory:

W(o) = e TR 5K, (3.19)
N‘r

Uy, 02,...,0n) = Ulla) = | | Wi, (3.20)
k=1

Na podstawie powyzszych definicji oraz wykorzystujac wzor (3.7), operator U moze zostaé

przedstawiony w zwi¢zlej postaci jako:
Ufor)) = T, e b it (321)

gdzie 7, oznacza iloczyn chronologiczny operatoréw w czasie urojonym. A({o'}) jest wyni-
kowym hamiltonianem jednocialowym zaleznym od o. Ostatni wzér ujawnia bardzo bliski
zwiazek prezentowanej metody z podejSciem feynmanowskim, cafek po trajektoriach w czasie
urojonym [154].

Ostatecznie wielka sume statystyczng mozna zapia¢ w zwi¢zlej formie:

Z(B, ) = f Do Tr U({o)), (3.22)

W powyzszym zapisie symbol f Do oznacza wykonanie wielowymiarowego catkowania, t.
f dodo,...doy,. Wyrazenie (3.22) ma dwie wazne cechy. Po pierwsze, problem obliczania
wielkiej sumy statystycznej zostal sprowadzony do problemu obliczania catki. Po drugie,
poniewaz operator T/ mozna zapisa¢ jako iloczyn operatoréw jednociatowych, to wyznaczenie
Sladu sprowadza si¢ do algebry macierzy o stosunkowo matych wymiarach.

Slad operatora jednociatowego U obliczamy dla zupelnego ukfadu stanéw w przestrzeni
Focka zauwazajac, ze wybierajac odpowiednig baz¢ jednoczastkowa {¢,}, operator U mozna

zapisa¢ w diagonalnej postaci (patrz wzor (3.21)):
Z Gyl
M
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= [exp[Guiu] (3.23)

u

U = exp




gdzie 7, = ATa# jest operatorem liczby obsadzefi stanu jednoczastkowego ¢,. W bazie tej Slad

operatora przybiera postac:

TU = ) (in) |]_[exp iy | ) (3.24)
{ny}
= l_[ [1 +eG“”] = l_[ [1 +(LIW]
- dl;t(1+(Ll) ' (3.25)

gdzie Slad po catej fermionowej przestrzeni Focka rozumiany jest jako:
Z > (3.26)
) m=01m=0,1  ne=0,1
U jest macierzowa reprezentacja operatora U w jednoczastkowej przestrzeni Hilberta. Kori-
cowy wzor (3.25) jest poprawny dla dowolnego wyboru bazy jednoczastkowej {¢,} [151, 152].
Postepujac podobnie jak dla wielkiej sumy statystycznej Z, otrzymujemy wyrazenie na
warto$é oczekiwang operatora O o postaci:

Tr 7:[({0'}) Tr OA(LA{({O'})
opB,u)= | D = . 3.27
@1 f d ZB,w)  Tr U{o)) ( )

Dodatkowy czynnik Tr 9/ zostal wprowadzony ze wzgledéw praktycznych. Aby w praktyce
wykorzysta¢ wzor (3.27) musimy umie¢ wydajnie oblicza¢ catki wielowymiarowe, co w 0gol-
nosci jest zadaniem bardzo trudnym. Jesli jednak Tr U/({c"}) jest wielkoscia rzeczywista oraz
nieujemng dla catej dziedziny catkowania to wielkos¢:

Tr U
P({o)) = ﬁ (3.28)

mozna traktowac jako gesto$¢ prawdopodobienistwa oraz catke wielowymiarowa f Do mozna
obliczy¢ numerycznie, wykorzystujac metode Monte Carlo z probkowaniem wazonym (ang.
importance sampling) [151, 152, 155, 156]. Do generacji proby z rozktadu P({o}) mozna
wykorzysta¢ algorytm Metropolisa [157]. Szczegdly wykorzystanego algorytmu catkowania
Monte Carlo zostang podane w kolejnym rozdziale.

Sytuacja, gdy P({o}) nie jest wielkoScig nieujemng dla calej dziedziny calkowania znana
jest jako fermionowy problem znaku. Problem ten dotyczy giéwnie uktadéw fermionowych
a jego Zrédtem jest antysymetryczno$¢ funkcji falowej opisujacej uktad fermionéw [158].

Problem znaku mozna wyeliminowaé wprowadzajac dodatkowe ograniczenie na postaé

transformacji HS. Zat6zmy, ze mozna ja zapisa¢ w postaci:

AV — f dor e~ AT@) g=ATi @), (3.29)
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gdzie W, jest operatorem jednocialowym, ktory dziata tylko na stany o spinie 4. Wtedy réwniez

operator U/ mozna zapisa¢ jako:
Ulo) = Uh(aHU (o). (3.30)

co w konsekwencji prowadzi do:
Tr U({o) = det[1 + U({o})] = det[1 + Us({oh] det[1 + U ({o)]. (3.31)

Poniewaz zakladamy, ze potencjatl chemiczny jest taki sam dla czastek o réznym spinie, co
fizycznie odpowiada ukladowi niespolaryzowanemu, reprezentacje macierzowe U; i U, sa

dokladnie takie same oraz:
Tr 7:[({0'}) = det[1 + ‘LIT({O'})]Z = det[1 + (Ul({O'})]z > 0. (3.32)

Zatem w przypadku, gdy transformacje HS mozna zapisaé¢ w postaci dwdch operatoréw dzia-
fajacych odpowiednio na czastki o spinie T i | wyrazenie (3.28) jest wielkoScig nieujemna
i mozna ja traktowaé jako gesto$é prawdopodobieristwa'. Z tego powodu w rozprawie bedzie-

my rozwazali jedynie transformacje HS, ktére mozna zapisa¢ w postaci (3.29).

3.1.2 Wartos¢ oczekiwana operatora jednocialowego

Rozwazmy dowolny operator jednocialowy:
o® = Z f drd®r’ J ()0 (0, ¥ )W (). (3.33)
AU=T]
Na podstawie wzoréw (3.25) - (3.28) warto$¢ oczekiwana tego operatora przyjmuje postac:
Tr [ (006 () U ))]
det[1 + U{o})]

(0P = f Do P(oh) )| (3.34)

fd3rd3r’ O (r, 1)

A=
Aby obliczy¢ Slad Tr [;ﬁj(r)xﬁw(r’)(ﬁl] wygodnie jest wybraé bazg¢ jednoczastkowa, w ktorej
operator U jest diagonalny. Dodatkowo pamietamy, ze operator U mozna zapisaé w postaci
U = (LAIT(LA( |- Fizycznie oznacza to, ze baza funkcji jednoczastkowych {¢,,} diagonalizujaca U

ma dobrze okreSlony spin A. Wyrazajac operatory pola w nowej bazie (¢,,(r) = (r|idu)):

i) = > @0y, (3.35)
u

G0 = > e, (3.36)
u

"Mozna pokazaé, ze warunkiem wystarczajacym na to aby Tr ¥/({o}) > 0 jest niezmienniczo$¢ operatora

(LA{({O'}) ze wzgledu na przeksztatcenie odwrdcenia w czasie [151].
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otrzymujemy:

Tr [0 YU = ) @Dy, () Tr &), a0 U | (3.37)

Ny

Slad Tr [&Ldlfv(f{] obliczamy podobnie jak we wzorze (3.24). Wynik koricowy ma postac:

Tr [}, dpy U | = 600 det(1 + )|+

3.38
(L[/l LV (3.38)

Zatem, ogblny wzor dla wartosci oczekiwanej operatora jednocialowego przybiera postaé:

(0"P) = f@a P(lo) ) fd3 rd’r’ Oy (e, X (x, v, {o}), (3.39)
=Tl
gdzie:
, U({o}) .y
m(r,x’, {o}) = ; () [m]w @y, ("), (3.40)

jest potozeniowg reprezentacja jednociatowej macierzy gestosci (co zostanie pokazane w dal-
szej czesci rozdziatu). Wzor (3.39) jest prawdziwy dla dowolnego wyboru bazy jednoczast-
kowej {¢,,)-

Jako przyktad zastosowania otrzymanego wzoru (3.39), rozwazmy operator energii ki-
netycznej 7. W tym przypadku jako baze jednoczastkowa wygodnie jest wybraé baze fal
ptaskich:

Pap(r) = (3.41)

1 .
_nﬂezp-r,
YV

gdzie n, jest spinorem, V' objetoScig pudta, w ktérym nastepuje normowanie funkcji falowych.

Poniewaz elementy macierzowe operatora energii kinetycznej spetniajg relacje:

2
f Prd’r @ up(OT (T, 1) (1) = Spy 5 (3.42)
warto$¢ oczekiwana tego operatora wyraza si¢ przez:
»
U({o}))
T) = P({ 4
)= [Dorion Y, 32 S })] (3.43)

=T, p
Oczywiste zatem jest, ze pedowa reprezentacja jednocialowej macierzy gestoSci wyraza sie
przez:

m(p,p’,{o}) = (3.44)

U({o)) ]
[+ (o) |y,

W przypadku nieoddziatujgcego gazu Fermiego jest ona macierzg diagonalng z warto$ciami

na diagonali réwnymi prawdopodobieristwu obsadzenia stanu f(p) = 1 /(exp[ﬂ(% -]+ 1).
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3.1.3 Wartos¢ oczekiwana operatora dwucialowego

Rozwazmy dowolny operator dwucialowy:

OB — Z f d’r\d’rrd vy d’ny i () (r) X

A2 =11

X O, 1,4, (01, B2, 1 TG, (K54 (). (3.45)

Problem obliczania wartoSci oczekiwanej operatora dwuciatlowego mozna sprowadzi¢ do pro-
blemu obliczania warto$ci oczekiwanych operatoréw jednocialowych wykorzystujac twierdze-

nie Wicka [29]:

W, ()P (e, (g (8)) = W (e (DX (e (1))
—( (e (B, (), (1)), (3.46)

W zwigzku z tym warto$¢ oczekiwana operatora dwucialowego przybiera postac:

(0%P)y = f Do P({o}) Z f &’r\d’rod’r\d’ry x

AU=1]
X [O/M’/l/l’ (rla I, rlla ré)nﬂ(rla rlla {O‘})n,i/ (r27 r;a {O-})

=0 pa(ry, 12, 1"1, l"z)”l/i(l’l s l"z, {oDny(ry, l"p {0'})] , (3.47)

gdzie ny(r,r’,{o}) dane jest wzorem (3.40).
Dobrym przyktadem wykorzystania wzoru (3.47) jest wyznaczenie wartosci oczekiwanej

operatora energii potencjalnej:

A 1 . R R .
V=3 2 f drd’y OO0V (=) (1) (). (3.48)

=1l

Fatwo zauwazy¢, ze przybiera on posta¢ zgodna ze wzorem (3.45) jesli elementy macierzowe

zdefiniujemy jako:

’ ’ 1 /7 /7
O 1,(X1,X2, T, 1) = =0, 0 04,0,0(r] —1)0(r2 —1r5)V(r; —ry). (3.49)
1772 2 1 2

Warto$¢ oczekiwana przyjmuje postac:
<V> = 5 Do P({O’}) d rld | ) V(I‘l - 1'2) X

x{ D e, o) = 3 m@, 1, (hm, 1, (o)) (3.50)

=1l =T
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3.1.4 Obliczanie temperaturowej funkcji Greena

Temperaturowa funkcja Greena w czasie urojonym jest kolejng wielkoScig, ktérg mozna do-
ktadnie obliczy¢ za pomoca metody Kwantowego Monte Carlo. Funkcja ta zdefiniowana jest

nastepujaco [29, 159]:

1 R
Glat,a't') = —ZTr {e_ﬁK‘T;[da(T)dZ,(T’)]} , T—7 €(-4,B), (3.51)
gdzie:
a,(t) = e*a ek, (3.52)
al(r) = ekal ek, (3.53)

oraz a jest dowolnym stanem z przestrzeni Hilberta. Poniewaz rozwazamy przypadki dla
ktérych hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu, temperaturowa funkcja Greena bedzie tylko

funkcjg réznicy At =17 —1":

Ly {ePKa,(ar)al,(0)) 47 >0,
GowdT) =1 4 o (3.54)
+Tr {ePKa! (0)a,4r)| 47 <0.

W praktycznych zastosowaniach bedziemy wykorzystywali tylko przypadek, gdy 7 < 7/, zatem

dalsze obliczenia ograniczymy do sytuacji A7 < 0:

G (1) = —Tr {ePRal (0)a,(47)}. (3.55)
Wz6r ten mozna réwniez zapisaé w rownowaznej formie:

Gow (1) = lTr [ %al e a,), (3.56)

gdzie teraz T = -4t € (0,5). Na podstawie wzoru (3.27) otrzymujemy:

) Tr [ T(0.8 - 7. {oDal, U - 7.B. (o)) |
Gow(7) = fDO'P({cT}) det[1+‘u({a})] ; (3.57)
gdzie:
Np
U, ploh = | | W), Nt =a, Nyr =8 (3.58)
k=N,+1

Aby obliczy¢ §lad Tr [(1:((0, B -1, )a UB - 1,8, {0 })aa] dokonamy zamiany miejscami
operatoréw 4, i UuU. W tym celu zalozymy, ze operator U w bazie jednoczastkowej {¢,}
mozna zapisaé jako:

A

T = G = ¢ Zoo Opolpis (3.59)
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Mozemy zatem napisac:

al U =Uclale™. (3.60)
Operator e® GaleC przeksztalcamy wykorzystujac znang relacje operatorowa:
A" A _A‘ A 1 A A 1 ~ A A
¢"Be :B+F[A,B]+5[A, [A,B]]+... (3.61)

W wyniku bezposrednich rachunkéw otrzymujemy wynik:
Gat ~G _ G 4ot =
e’a, e = Z m a, Z pa p (3.62)
e,
Slad zatem przybiera postaé:
Tr [ T(0.8 - 1)al, UB - 7.8)ds | = Z(u (B = . B)pa Tr | U dda . (3.63)

Dalsze obliczenia przeprowadzamy podobnie jak dla wartoSci oczekiwanej operatora jedno-

cialowego. Wykorzystujac wzor (3.38) otrzymujemy:

Goo (D

I
%
>
S
=
6
S
=
|
%
=
S
oy

|_udah ]
L+ Uo) ],

Uu
f Do P({o)) [(W‘lw ~Boh) %]

(3.64)

Szczegblnie czesto wykorzystywana jest temperaturowa funkcja Greena zapisana w repre-

zentacji potozeniowej tzn. {@} — {r, 4}. Dla tego przypadku otrzymujemy wyrazenie:

G, x',7) =6 f Do P(0) ) @au(D), (1) X
uv

))T U (o))

—1 _ _ AT
XU B =) T o R

(3.65)

gdzie dodatkowo operator U przetransformowano do dowolnej bazy jednoczastkowej {¢,,}.

3.2 Wybor bazy jednoczastkowej

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy w jaki spos6b problem wielocialowy mozna spro-
wadzi¢ do sumy probleméw jednocialowych. Aby w praktyce zastosowaé przedstawiony for-

malizm nalezy dokonaé¢ wyboru dogodnej bazy jednoczastkowej. W tym celu zauwazmy, ze

60



rozwazany hamiltonian dany wzorem (3.1) mozna zapisa¢ w postaci:

A d’p
Ho= Zf 2n)p

=11

2 1
sIUIREDY f dr V(0)ri(r)

=1l
1
+5 Z f drd’r’ V(r — v)ia,(r)i, (), (3.66)

=11

gdzie 71,(p) 1 71, (r) s3 odpowiednio operatorami liczby obsadzen czastek w przestrzeni pedéw
i polozen. Poniewaz hamiltonian uktadu sktada si¢ jedynie z operatoréw 7,(p) i 7i,(r) w celu
wykonania praktycznych obliczenn jako baze jednoczastkowg wygodnie jest wybraé funkcje
wlasne operatora pedu p lub operatora potozenia f.

Rozwazmy baze¢ funkcji wlasnych operatora pofozenia. Baza ta sktada si¢ z funkcji ¢y, (r) =
o(r —r;). Funkcja wlasna ¢,, reprezentuje czastke zlokalizowana w punkcie r;. Ze wzgledow
praktycznych rozwazany uklad fermionéw umieszczamy w pudle o objetosci V = L* (L jest
dlugoscig pudta) z periodycznymi warunkami brzegowymi, oraz wybieramy tylko pewien
podzbiér funkcji wlasnych {¢,,} takich, ze r; = il, gdzie i = (iy, iy, 1), iy, 0y, 0, = 1,...,N;
oraz Nl = L. Taki wybdr bazy jednoczastkowej jest bardzo popularny w fizyce. W literaturze
okreslany jest mianem obliczeri na sieci. Sie¢ zdefiniowana jest przez dwa parametry: [ zwany
stalg sieci i N, zwany rozmiarem sieci. Punkty i bedziemy nazywali weztami sieci.

Transformacja Furiera funkcji bazowych {¢y,} daje zbi6r funkcji wlasnych operatora pedu:

1 .
¢p, () = We"’k'r, (3.67)

gdzie p, = %k’ ki ky,k, = 0,+1,..., (N, — 1)/2,N/2. Funkcje {¢p, } tworza tzw. sie¢ od-
wrotng. Zauwazmy, ze maksymalna warto$¢ pedu wynosi rr/l. Poprzez podobieristwo do fizyki
ciafa stalego mowimy, ze sie¢ odwrotna ograniczona jest do pierwszej strefy Brillouina.

W dalszej czgsci opiszemy dokladniej formalizm obliczen na sieci, oraz rozwazymy jaki
wplyw na doktadno$¢ obliczen ma wyzej opisany wybdr bazy jednoczastkowej. W tym ce-
lu wprowadzimy formalizm reprezentacji zmiennej dyskretnej DVR (ang. Discrete Variable
Representation) [160, 161].

Niech H = L*(R?) bedzie przestrzenig Hilberta naszego problemu, tj. przestrzenig funkcji
catkowalnych z kwadratem na przestrzeni R*. Niech P bedzie operatorem rzutowym przestrzeni
H na podprzestrzen S rozpieta przez zbiér wybranych funkcji {¢y,} tj. S = PH. Majac dany
zbidr Nf punktéw przestrzeni R*: {r; : i,, Iy,i; = 1,..., Ny} mozemy zdefiniowa¢ wyrzutowane

funkcje: Aj(r) = P[o(r — r;)]. W notacji Diraca otrzymujemy |A;) = Plr;) lub Ay(r) = (r|A;).
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Wykorzystujac wlasnosci operatora rzutowego, tj. PTP = P? = P, tatwo mozna pokazad, ze:
(AilAj) = Aj(ry) = A{(x)). (3.68)

Relacja (3.68) jest spetniona wtedy i tylko wtedy gdy funkcja A; nie znika tylko w punkcie
r; . W konsekwencji wyrzutowany zbior funkcji {Ai(r) : iy, i,,7; = 1,...,N,} tworzy zbior
funkcji ortogonalnych oraz:
Ai(ry) = K;oj, (3.69)
gdzie K; = (A;|A;). Dzieki temu mozemy wprowadzi¢ ortonormalng wersje funkcji Ai(r):
1
VK

Zbiodr funkcji {F;j} rozpina przestrzen na ktérg rzutuje operator P. Mozna pokazaé, ze dim S =

|Fi) = |A;). (3.70)

N3. Zatem jesli dana funkcja falowa ¢ € S to mozna jg przedstawi¢ w postaci:
VOEDIION (3.71)
i
gdzie wspotczynniki rozwinig¢cia sg wyznaczone jednoznacznie oraz dane przez wartoSci funk-
cji falowej ¥ na weztach sieci:
1
VK,

Z powyzszego wynika, ze w praktyce zdefiniowanie problemu na sieci sprowadza si¢ do

Ci:fd3r Fi () (r) = Y (ry). (3.72)

transformacji funkcji zmiennej ciagtej w funkcje zmiennej dyskretnej oraz zastagpienie wyste-

pujacych calek przez sumy:

da®) = g, (3.73)
f dr - Py (3.74)
d’p 1

Na przyktad hamiltonian (3.66) przyjmuje postac:

A=y %m(p.a - § 2. 2. VO

=1l k =1 i
16 \NA A /
+s “ZN DV = i (). (3.76)
=10

Obliczenia na sieci w naturalny sposéb wprowadzaja dwie skale obciecia: obciecie podczer-

wone zwigzane ze skoiczonym rozmiarem pudia L = N,l oraz obciecie nadfioletowe p., = n/l
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hk.

—hk,
-5 L

Rysunek 3.1: Przestrzen fazowa symulowanego problemu fizycznego. Linia przerywana przed-
stawia trajektori¢ klasyczna, niebieski obszar reprezentuje fluktuacje kwantowe wokot tej tra-
jektorii. Bledy systematyczne zwigzane z dyskretyzacjg przestrzeni sg eksponencjalnie mate
jesli niebieski obszar (trajektoria semiklasyczna) catkowicie zawarty jest w podprzestrzeni fa-
zowej ograniczonej przez rozmiar pudta L = [N oraz ped obciecia p., = fik. = m/l. Do pelnej
kontroli obszaru podprzestrzeni fazowej wymagane jest rownoczesne wykorzystanie dwoch

parametrow: stalej sieci / oraz liczby weztow sieci N,. Rysunek z publikacji [39].

zwigzane z maksymalng wartoScig pedu, jaki mozemy zasymulowa¢ w obliczeniach. Istnienie
tych dwdch skal obciecia istotnie ogranicza klase probleméw fizycznych, ktére mozna z za-
dowalajaca doktadnoScig symulowac na sieci. W ramach wyzej zdefiniowanego formalizmu
reprezentacji zmiennej dyskretnej mozna pokazac, ze btedy generowane przez dyskretyzacje
przestrzeni maleja eksponencjalnie wraz ze wzrostem rozmiaru sieci, tj. err ~ e, jesli semi-
klasyczny obszar przestrzeni fazowej, ktére chcemy symulowaé jest zawarty w podprzestrzeni
ograniczonej przez rozmiar pudia oraz obcigcie nadfioletowe (patrz rysunek 3.1) [161]. Do
kontroli obejmowanego obszaru semiklasycznego wykorzystuje si¢ jednoczes$nie stalg sieci

oraz rozmiar sieci, gdyz L = N,l oraz p., = n/l.

3.3 Rozpraszanie na sieci

Obliczenia na sieci, wraz z metodg Kwantowego Monte Carlo opisane w poprzednich podroz-
dziatach, dajag mozliwo$¢ wykonania w petni nieperturbacyjnych obliczen. Jednakze, podejScie
to niesie ze sobg pewne ograniczenia, znacznie zawezajace zbidr uktadéw fizycznych, ktére

mozemy w ten sposéb bada¢. Dwa najwazniejsze ograniczenia to:
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1. zdefiniowanie problemu na sieci wprowadza ped obciecia p., = 7/, czyli maksymalng

warto$¢ pedu jaka moze pojawié si¢ w badanym problemie,

2. tylko dla odpowiednio prostych oddzialywan mozna znaleZ¢ transformacje Hubbarda-

Stratonovicha, ktéra nie prowadzi do problemu znaku.

W konsekwencji te dwa ograniczenia zawezajg uzyteczno$¢ metody tylko do badania ukta-
déw fermionowych przy niskich energiach (relatywnie do p2,/2m). W granicy niskich energii
oddziatywanie pomigdzy czastkami ma przede wszystkim charakter oddziatywania dwuciato-
wego. Ponadto moze zosta¢ opisane w terminach niewielkiej iloSci parametrow, ktore charak-
teryzuja niskoenergetyczne rozpraszanie np. dtugos¢ rozpraszania i zasieg efektywny.

Podstawowy problemem stanowi wyznaczenie efektywnego oddziatywania dwuciatowego,
ktére w sposob poprawny bedzie opisywalo niskoenergetyczne rozpraszanie czastek w sytu-
acji, gdy problem jest zdefiniowany na sieci. Problem ten byt rozwazany przez M. Liischera,
ktéry pokazat jak zwiazaé dyskretne spektrum energii dwoch czastek uwiezionych w pudle o
boku L z przesunigciami fazowymi 6; [162]. Aby skorzysta¢ z przepisu M. Liischera nalezy
wczes$niej doktadnie wyznaczy¢ to dyskretne spektrum energii, co jest w ogdlnosci ztozonym
zadaniem. Kolejna metoda zostala podana przez R. Sekiego i U. van Kolcka dla przypadku
duzych sieci (N; — 00). W ich podejsciu, parametry oddzialywania wyznaczane s3 w ramach
efektywnej teorii pola, co czyni metode szczegdlnie uzyteczng w przypadku niskoenergetycz-
nych probleméw jadrowych [163].

W dalszej czgsci szczegbétowo przedstawimy alternatywna, autorska metode wyznaczania
parametrow oddziatywania. Metoda w sposéb poprawny uwzglednia wszystkie efekty zwigza-
ne z dyskretyzacja przestrzeni, tj. istnienie obciecia podczerwonego i nadfioletowego, w gra-
nicy duzych sieci. Koficowy przepis nie wymaga wykonywania zfozonych obliczes, jak ma to

miejsce w przypadku metody M. Liischera i jest tatwy do numerycznej implementacji [164].

3.3.1 Oddzialywanie na sieci

Ogdlna postaé¢ oddziatywania, po zdefiniowaniu problemu na sieci, wyraza si¢ przez:

1° N A N N
3 20 2 iDLV — )i (). (3.77)

AV=T] ij

1%
Bardzo waznym jest zauwazenie, ze w przypadku obliczen na sieci, wymagana jest jedynie

znajomo$¢ wartoSci potencjatu oddziatywania tylko dla dyskretnego zbioru wzglednych poto-

zen Ry ;) = rj —rj. Informacja o wartosciach potencjatu dla pozostatych wzglednych potozen
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jest zbedna. Z tego powodu, wystarczajace jest wprowadzenie oddziatywania na sieci zdefi-
niowanego jedynie dla wzglednych potozeri weziéw sieci. Oddzialywanie to mozna zapisaé

jako:
1 D
Ve-r) = Z 8@ -1 —Ry), (3.78)
k=1

gdzie D okredla liczbe wzglednych potozen weztéw sieci Ry, dla ktorych warto$¢ potencjatu
oddzialywania nie jest zero. Stale sprzezenia g, zawieraja petng informacj¢ o oddziatywaniu
pomiedzy czastkami.

Najprostszy przypadek oddzialywania na sieci odpowiada sytuacji, gdy jedyna niezerowa
stata sprzezenia g, odpowiada wzglednemu ptozeniu Ry = (0,0,0) (D = 1). Jest to tzw. model

Hubbarda:
V=gl ) (i (ry). (3.79)

Model ten powszechnie jest uzywany w fizyce ciata stalego. Jak pokazemy to w dalszej czesci,
jedna stata sprzezenia gy pozwala w petni kontrolowa¢ dtugo$¢ rozpraszania. Z tego powodu,
model ten jest rowniez wykorzystywany do opisu zimnych gazéw atomowych [35, 36, 37, 38,
39, 90].

Bardziej ztozony przypadek oddziatywania na sieci prowadzi do tzw. rozszerzonego modelu
Hubbarda (D = T7) [22]. Model ten wymaga efektywnie dwdch niezerowych stalych sprze¢zenia
(ze wzgledu na symetri¢ rotacyjng hamiltonianu): gy dla R = (0, 0, 0) (oddziatywanie na wezle)
oraz g; dla R € {(£/,0,0), (0, £/,0), (0,0, £/)} (oddzialywanie z najblizszym sgsiadem). Wtedy
oddziatywanie przyjmuje postac:

V= gol’ ) (i (ry) + %13 DD i), (3.80)

i LU=T] <ij>
gdzie < i,j > oznacza sum¢ po wszystkich sgsiadujacych ze sobg wezlach. Dwie state sprze-
zenia pozwalaja na kontrole dlugoSci rozpraszania i zasiegu efektywnego. Z tego powodu,
model ten mozna wykorzystywa¢ do symulacji bardziej ztozonych uktadéw fizycznych, np.

rozrzedzonej materii neutronowe;j.

3.3.2 Macierz przejscia T

Celem tego podrozdziatu jest znalezienie relacji wiazacych state sprzgzenia oddzialywania g
z parametrami charakteryzujacymi niskoenergetyczne rozpraszanie, takimi jak dtugo$¢ rozpra-

szania a 1 zasi¢g efektywny rei. Relacje te mozna otrzymaé znajdujac elementy macierzowe
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operatora przejScia T 1 nastgpnie, korzystajac z niskoenergetycznego rozwiniecia zasiegu efek-
tywnego [7, 165]:
4, 1 1 y . 4
——Tpp ® ==+ sregp” —ip + O(p"). (3.81)
m a 2
Elementy macierzowe operatora przejScia znajdujemy rozwigzujac réwnanie Lippmanna -

Schwingera dla macierzy T
1
Tow = Vo + 75 Zk: Vo Gpi Ty (3.82)

gdzie:
m

p2 _ p/2’

jest propagatorem czastki swobodnej o masie zredukowanej m/2. Poniewaz wykonujemy ob-

Gop = (3.83)

liczenia na sieci, wartosci pedu sg dyskretne i ograniczone do pierwszej strefy Brillouina.
Réwnanie Lippmanna-Schwingera mozna zapisa¢ w formie iteracyjnej, ktora jest bardziej

wygodna dla praktycznych zastosowan. Rozwijajac rownanie (3.82) otrzymujemy:

1 1
Tpp/ = Vpp/ + E Z Vkap/kap/ + E Z VPkGP/kak,Gp/k, Vk'p/ + P (384)
k kK’

Jesli zdefiniujemy macierz M jako:
M _ (©)
My = 75 Z VokGpMo. (3.85)
gdzie M, (0) = Vpp, rOwnanie (3.84) mozna zapisa¢ w postaci:

Top = M) + M) + — Z VoG, . (3.86)

Podobnie definiujgc kolejne macierze M™ (n > 1) jako:

(n+l) _ (n)
Myh = — Zk: VokGpMy. (3.87)
mozna pokazad, ze:
— (0) @ @)
Toy = My, +M o +M  +... (3.88)
= Z M. (3.89)

Roéwnanie (3.89) jest prawdziwe w ogdlnosci. Jednakze, w przypadku proceséw niskoener-

getycznych, gdy rozwiniecie zasiggu efektywnego (3.81) jest uzasadnione, wystarczajaca jest
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jedynie znajomos$¢ diagonalnych elementéw macierzowych operatora 7. Réwnowazne to jest
znajomosci diagonalnych elementéw macierzy M. Elementy te mozna wyznaczy¢ dokfadnie

w przypadku oddziatywania na sieci (3.78). Wktad M© przyjmuje postaé:
D
MY = ) ge ™™ (3.90)
i=1
= Tr L, (3.91)
gdzie kwadratowa macierz L® o wymiarach D x D jest zdefiniowana jako:
LY = gie ™®R), (3.92)

Dla wkiadu M otrzymujemy:

D D
1 . . . .
(€ — ,—IiPR; ikR; ,—1kR; ipR;
Mpp = E Egle e Gpk ge et
kK i=1 j=1

D D
> igie MR RIGLR —R) = > g LVGy(R; ~R))

i,j=1 =]
= Tr LY, (3.93)
gdzie:

D
L = Z &Ly Gp(R — R)), (3.94)

k=1

1 —ikr

Gp(r) = E;e G (3.95)

Postepujac podobnie dla kolejnych wktadéw jak dla wktadu MY mozna pokazaé, ze:

Tpp = ) Tr L (3.96)
n=0
gdzie:
D
Ly’ = Z &L Gp(Re —R)), (3.97)
k=1
LY = ge R, (3.98)

Problem wyznaczenia diagonalnych elementéw macierzy przejScia T zostal sprowadzony do
sumowania $ladéw macierzy o stosunkowo matych wymiarach - wymiar macierzy L™ wynosi
D x D. Wazna ceche wyniku (3.96) jest to, ze efekty zwiagzane ze skoficzong wartoScia statej
sieci [ sa w sposOb poprawny uwzgledniane przy obliczaniu macierzy 7. Zalezno$¢ od statej

sieci zawarta jest poprzez wzgledne potozenia weztéw sieci R;(0).
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Zbadajmy przypadek duzych sieci, wykonujac przejScie graniczne L — oo podczas gdy
stafa sieci / pozostaje ustalona. W tej granicy ped staje si¢ ciggly wewnatrz pierwszej strefy
Brillouina i sumowanie moze zosta¢ zastapione przez calkowanie. W celu uproszczenia analizy

zastosujemy sferycznie-symetryczne obciecie w pedzie:

2 T Pcut
fd3p—>f dp¢f dpe COSpgf dp p*, (3.99)
0 0 0

gdzie p., = 7/l. Procedura ta usuwa wszystkie dwucialowe elementy macierzowe jesli wzgled-
ny ped czgstek biorgcych udziat w rozproszeniu przekracza ustalong wartoS¢ p. Zastosowanie
takiej procedury pozwala na analityczne obliczenie propagatora Gp(r) danego wzorem (3.95).

Wykonujac catke po katach dp, i dp, otrzymujemy:

m Peu sin kr
= — ke k= 1
Gp(r) = 55 fo dk k- (3.100)

Pozostata catke mozna analitycznie wykonaé rozwijajac funkcje sin kr w szereg Taylora oraz
dodatkowo wykorzystujac zaleznos¢:

1
x + 10+

= Pl — ind(x), (3.101)
X

gdzie P jest wartoScig gtéwna. Koficowy wynik przyjmuje postaé:

m ~ (=1)r%

Gp(r) = —— » ————F(j, p), 3.102
p(r) w2+ D) (J:p) ( )
gdzie:
J p21p2j—21+1 Peut — P
F(j,p)= » =2 4 pP 1 In |22 + inp¥*!, 3.103
G ) ;zj_zm P IR i (3.103)

Warto zauwazy¢, ze funkcja Gp(r) zalezy od wartoSci pedu obcigcia pey, zatem réwniez
parametry a i reg rozpraszania w ogélnosci bedg zalezaly od pedu obciecia. Wzory (3.96) -

(3.98) oraz (3.102) sa najbardziej uzytecznymi wzorami dla praktycznych zastosowan.

3.3.3 Przyklad: model Hubbarda

Jako przykfad wykorzystania opisanej w poprzednim podrozdziale metody rozwazmy model

Hubbarda. Modelowi temu odpowiada oddziatywanie kontaktowe o zerowym zasiegu:
V(r-r') = g —-r). (3.104)

W tym szczegélnym przypadku mozliwe jest analityczne wyznaczenie relacji wigzacych stalg

sprzezenia gy z dlugoscig rozpraszania a i zasiggiem efektywnym r.;. W celu znalezienia
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tych relacji postuzymy sie wzorem (3.96). Dla tego przypadku macierze L™ stajg sie liczbami

(D = 1) oraz tatwo pokazaé, ze:

L™ = gy (2Gp)", (3.105)
gdzie:
+ cul .
Gp = Gpl0) = ———= (chut — p In| 2P mp). (3.106)
4n P~ Peut

Szereg (3.96) staje si¢ szeregiem geometrycznym, ktérego suma wynosi:

80

Top = ———.
pp 1_ gOGp

(3.107)

Interesujg nas odwrotnosci elementéw diagonalnych macierzy przejscia 7', dla matych wartosci

p. Rozwijajac w szereg Taylora funkcje logarytmiczng:

+ Peu 2 2
| B2l =y 2 (3.108)
P — Dcut Pcut 3pcut
otrzymujemy:
4 4 2Pcu 2 )
A P L L I S B S e i ) (3.109)
m PP mgo T T Peut

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z wyrazeniem (3.81) znajdujemy, ze:

1 A 2pe,
= o= I fPe (3.110)
a mgy n

4

Feff = . (3.111)

ﬂpcut

Z powyzszych wzoréw widaé, ze za pomocg stalej sprzezenia gy mozemy kontrolowac tylko
dtugos$¢ rozpraszania. W szczegdlnosci jesli chcemy wykorzystaé oddziatywanie kontaktowe
do opisu gazu atoméw, znajdujacych sie w granicy unitarnej (@ — +oo0), powinniSmy wybraé

stata sprzg¢zenia réwna:
2n?

b
mpcut

9 = — (3.112)

ktora odpowiada oddziatywaniu przyciggajacemu. Interesujace jest rowniez spostrzezenie, ze
wskutek istnienia skonczonej wartoSci stalej sieci (p.y = m/l) generowany jest niezerowy
zasigg efektywny, niezalezny od stalej sprzezenia. Prowadzi to do wniosku, ze za pomoca
modelu Hubbarda zdefiniowanego na sieci, nie jest mozliwe wykonanie obliczenn dokladnie
dla granicy unitarnej, gdyz ta wymaga aby r¢ = O (patrz podrozdziat 1.3.3). Z drugiej strony
Feff = %l ~ 0.4 1, zatem warto$¢ generowanego zasiegu efektywnego jest znaczaco mniejsza

niz zdolno$¢ rozdzielcza sieci.
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3.4 Transformacja Hubbarda-Stratonovicha

W podrozdziale 3.1 pokazano, ze operator ¢PH mozna zapisac jako catke z pewnego operatora
ePh, gdzie /i jest operatorem jednocialowym, jesli dla czesci zwiazanej z oddzialywaniem

mozna dokona¢ przeksztalcenia:
eV = f do ™47, (3.113)

gdzie W jest operatorem jednocialowym. W latach 50-tych zauwazono, ze przeksztalcenie takie
mozliwe jest, gdy oddziatywanie mozna zapisa¢ w schematycznej formie V = 3, :0;0; gdzie
0, = &jdi jest operatorem gestosci. Zamiane problemu wielocialowego na catke z probleméw

jednocialowych mozna dokona¢ wykorzystujac rowno$¢ operatorowg [166]:
A +Oo ~
e 3170 — \og f do e 37 T N-ATC, (3.114)

gdzie Q jest operatorem kwantowo-mechanicznym, A7 pewna stala. Przeksztalcenie to jest
wspolczesnie znane jako transformacja Hubbarda-Stratonovicha. W pézniejszych latach ziden-
tyfikowano réwniez inne sposoby dokonywania dekompozycji (3.113). J.E. Hirsch pokazat, ze
dla przypadku modelu Hubbarda mozna skonstruowac tzw. dyskretng transformacje HS, gdzie
wystarczajace jest aby dodatkowy stopien swobody o przyjmowat tylko dwie wartosci [167].
Mozna to zapisa¢ w ogdlnej postaci:

eV = Z ¢ ATE) (3.115)

o=l
D. Lee natomiast pokazat, ze mozliwe jest rGwniez stworzenie tzw. ograniczonej transformacji
HS, tj. calkowanie po zmiennej o ograniczone jest tylko do pewnego przedziatu (a, b) [168].

Ciagle poszukiwanie nowych transformacji HS wynika z faktu, ze do osiggniecia pelnego
sukcesu nie wystarczy tylko wykonanie dekompozycji (3.113). Zaproponowana transformacja
HS musi prowadzi¢ do nieujemnej i rzeczywistej wagi P({o}) = % Tylko w takim
przypadku mozliwe jest praktyczne wykonanie pojawiajacego si¢ wielowymiarowego cal-
kowania. W ogdlnosci, tylko szczegdlna klasa transformacji HS generuje wage o zadanych

wilasciwosSciach. W paragrafie 3.1.1 pokazano, ze do tej szczegdlnej klasy nalezg wszystkie

transformacje postaci (tylko dla uktadéw niespolaryzowanych):
e = de' e~ AT (@) pm AT (@) (3.116)

W dalszej czegsci pokazemy w jaki sposéb skonstruowad transformacje HS, nalezacg do tej

szczegblnej klasy, dla modelu Hubbarda i rozszerzonego modelu Hubbarda.
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3.4.1 Transformacja HS dla modelu Hubbarda

W modelu Hubbarda zdyskretyzowana wersja oddzialywania wyraza si¢ przez:
V= gol® ) (i (ry). (3.117)

-4tV

Aby wykonaé dekompozycje¢ operatora e wystarczajace jest znalezienie transformacji HS

dla operatora exp[—47 gol*Ai;(r;)AA, (r;)] poniewaz:

e~ ATV = o ATeol Tidn(ri ) l—[ o~ A8l (A (x) (3.118)
Postulujemy, ze [39]:
3 (e 1
e~ ATsl AT = 5 Z [1 + Aoifip(rp][1 + Aoifi (17)], (3.119)
oi=%1

gdzie A jest statg, ktérg nalezy wybrac w taki sposéb aby réwno$¢ byta doktadnie spetniona. W
tym celu rozwiimy prawg i lewa strone réwnosci (3.119) dla wszystkich mozliwych wartosci

wlasnych operatora liczby obsadzen stanu, tj. n,(r;) € {0, 1}:

ma)=0; nr)=0: 1=1%,_,,1=1,
mr)=1; @) =0: 1=3%,_,[1+Ac] =1,
ma)=0; mr)=1: 1=13,_,[1+Aci] =1,

n(r) =1; nr)=1: e = LY [1 + Aci* = 1 + A%

(3.120)

Widaé, ze wystarczajace jest aby stala A spelniala réwno$é: ¢4 = 1 + A2 czyli A =
Ve 4P _ 1. Aby otrzymac rzeczywistg gesto$¢ prawdopodobienistwa P({o"}) zadamy aby stata
A byla liczbg rzeczywista. Pociaga to za sobg ograniczenie na stala sprzezenia g: el > 1,
co oznacza, ze transformacje ta mozna wykorzysta¢ jedynie do badania uktadéw z oddziaty-
waniem przyciggajacym (go < 0). Wykorzystujac zaleznos¢ (3.17), rownanie (3.119) mozemy

przepisa¢ w formie:

e—ATgOI3ﬁT(ri)ril(ri) — % Z eln[l+A<ri]ﬁT(ri)eln[l+A(ri]ﬁl(ri)’ (3.121)

oi=+1
co prowadzi do dodatkowego ograniczenia dla stalej sprzgzenia mianowicie, funkcja logaryt-
miczna okreSlona jest tylko dla dodatnich warto$ci argumentu tzn.: 1 + Ao; > 0. Poniewaz

i = =1 otrzymujemy, ze A € [0, 1) lub co jest rOwnowazne:

1 el <2, (3.122)
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Otrzymany warunek okresla zakres stosowalno$ci zaproponowanej transformacji. W praktyce
warunek ten dopuszcza wykonywanie symulacji dla zimnych gazéw atomowych, znajdujacych
si¢ we wszystkich trzech rezimach, tj.: BCS, unitarnym i BEC.

Podsumowujac, koficowa postaé transformacji HS dla modelu Hubbarda ma postac:

e—ATV _ l_[% Z L1 +AT iy (1) GIn[1+Aci iy (x7)
i

oj==%1

! > exp[Zln[1+Aai]ﬁA(ri)}, (3.123)

N3
2% {oi)=+1 i1

gdzie:

DD D S (3.124)

{oi}==1 0(0,00=%1 O (Ng.Ns,Ng)=%1

Fatwo mozna zauwazy¢, ze réwnanie (3.123) posiada zgdang postac (3.116) jesli przyjmiemy:

1
wal{oi}) = ~ Z In[1 + Aci]aa(ry). (3.125)

3.4.2 Transformacja HS dla rozszerzonego modelu Hubbarda

Dla rozszerzonego modelu Hubbarda zdyskretyzowana posta¢ oddzialywania wyraza si¢ przez:

V= gl Z A () + %13 > Z A A (), (3.126)

i LU=1] <ij>

gdzie < i, J > oznacza sume po wszystkich sgsiadujacych ze sobg weztach. Jak do tej pory nie
udalo sie w ogdlnosci skonstruowa¢ takiej transformacji HS, ktéra w konsekwencji dawataby
nieujemng wage dla prébkowania Monte Carlo. Zidentyfikowano jeden szczegdlny przypa-
dek, dla ktérego transformacja o zadanych wtasciwosciach istnieje. Przypadek ten odpowiada
szczeg6lnemu wyborowi statych sprzgzenia. Wymaga on aby gy = 6g; [169]. Fizycznie ozna-
cza to, ze wymagamy aby oddziatywanie z najblizszym sgsiadem bylo 6-krotnie stabsze niz
oddzialywanie kontaktowe (na weZle). Warunek ten sprawia, ze efektywnie dostajemy tylko
jedng stalg sprzezenia g,. Ale model zawiera jeszcze jeden dodatkowy parametr: stalg sieci
[, ktéra okresla odlegto$¢ pomiedzy najblizszymi sgsiadami. Parametr ten mozemy réwniez
zmienia¢ w pewnym zakresie warto$ci. Zatem dwa parametry, g; i /, mozemy wykorzystac
do kontrolowania dwéch parametréow charakteryzujacych niskoenergetyczne rozpraszanie, tj.
dlugos¢ rozpraszania 1 zasieg efektywny. W praktycznych zastosowaniach okazuje sie, ze aby
wygenerowaé zadang warto$¢ zasiggu efektywnego, stala sieci musi by¢ tego samego rzedu

co zasigg efektywny, tj. [ =~ re¢. Poniewaz stala sieci kontroluje ped obcigcia poprzez relacje
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Peu = 7/l, to zwiekszanie statej sieci oznacza zmniejszanie mozliwych wartoSci pedu jakie
mozemy opisaé, a co za tym idzie zmniejszanie ggstosci. Oznacza to, ze uktady ze skoficzonym
zasiegiem efektywnym mozemy opisywaé poprzez ten szczegdlny model tylko w obszarze ni-
skich gestosci, np. dla materii neutronowej, gdzie r. ~ 2.8 fm gérne ograniczenie na gestos¢
dla tego modelu wynosi pyax = 0.03 py.

W celu znalezienia transformacji HS przy zatozeniu, ze gy = 6g, przepiszmy oddzialywa-
nie (3.126) w réwnowaznej formie:

V= %13 D |nCeon () + iy (i () + iy ()i ()

<i,j>

1 (KA (xy) + iy (R () + Ay (e (1) (3.127)

Widoczne staje si¢, ze kazdy element tej sumy przyjmuje jedna z pieciu wartosci:

0, ]Céll I’ZT(l’i) + I’ll(l’i) + I’lT(l’j) + nl(rj) = 0,
0, ]eéh nT(ri) + nl(ri) + nT(rj) + nl(rj) =1,
@il2,  jesli my(ry) + ny () + na(ry) + my () = 2, (3.128)

31312, jesli ny(ry) + ny(x;) + ny(ry) + ny(x;) = 3,

6gll3/2, ]eéh nT(ri) + nl(ri) + }’lT(I'j) + l’ll(l'j) = 4,
gdzie nyp })(ry;j) jest wartoScig wlasng operatora liczby obsadzeri. Wtasciwos¢ ta umozliwia
wprowadzenie dyskretnej transformacji HS w postaci:
e—ATV — l_ll Z eo-ij[ﬁT(ri)"'ﬁl(ri)+ﬁT(rj)+ﬁl(rj)]’ (3129)
Ak
<i,j> o€k
gdzie teraz o; przyjmuje wartoSci z k-elementowego zbioru 2 = {o,...,0y}. Elementy

zbioru 2 oraz jego liczebno$¢ k nalezy wybra¢ w taki sposob aby spetnione byly réwnania:

1 k P
% i€’ =1,
3
%Zk | €21 = e
1= 2
3 (3.130)
1 Zk 30 _3A1gll
- . .et =z e 2
k i=1 ’
3
1 k doi _6A‘rg11
% ZZZI e b= e 2

Uktad réwnan nalezy rozwigza¢ numerycznie. W wyniku badan stwierdziliSmy, ze rozwigzanie
istnieje jesli k > 71 g; < 0, co odpowiada oddziatywaniu przyciagajacemu.

Podsumowujac, koricowa postaé transformacji HS dla rozszerzonego modelu Hubbarda,
gdy go = 6g; ma postaé:

5 1
eV = W Z exp Z oij[Aa(ry) + Aa(r)]|, (3.131)

{O’ij 1eXy <i,j>,1
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gdzie wyrazenie ), cx, jest zdefiniowane analogicznie do (3.124). Jest oczywiste, ze otrzy-

mana transformacja HS jest zgodna z zadang ogdlng forma (3.116).

3.5 Funkcja spektralna

Metoda Kwantowego Monte Carlo opisana w podrozdziale 3.1, jest szczegélnie uzyteczna
w przypadku obliczert wartosci oczekiwanych operatoréw jedno lub dwuciatowych w funkcji
temperatury. Tego rodzaju wyniki dostarczajg jedynie statycznej informacji o uktadzie. Czgsto
taka informacja jest niewystarczajagca. W celu lepszego poznania badanego ukfadu pozadana
jest znajomo$¢ dynamicznych wlasciwosci.

Podstawowg wielkoScig opisujacg dynamiczne wlasciwosci uktadu jest funkcja spektralna

A(p, w), ktora dla uktadéw fermionowych zdefiniowana jest jako [159]:

Ap(p,w) = f d’r f dr e (x, 1), 471, (0,0))). (3.132)

Za pomocg teorii liniowej odpowiedzi uktadu mozliwe jest powigzanie funkcji spektralnej
z wieloma dynamicznymi wielkoSciami mierzonymi eksperymentalnie. Dzigki temu powigza-
niu mozliwe jest lepsze potaczenie symulacji numerycznych z eksperymentem.

Na podstawie definicji (3.132) mozna pokazaé, ze funkcja spektralna spelnia nast¢pujace

zaleznosSci;
+ood
Ap, w) > 0, f %A(p,w)zl, (3.133)
+° dw 1
29 AP w0 ———— = n(p). 3.134
[ Ao = ) (3.134)

gdzie n(p) jest prawdopodobieristwem obsadzenia stanu o pedzie p. W wyzej wymienionych
wzorach pominieto wskazniki spinowe A, gdyz funkcja spektralna jest diagonalna w zmien-
nych spinowych. Diagonalno§¢ w zmiennych spinowych wynika z niezalezno$ci od spinu
oddziatywan, ktére rozwazamy w tej rozprawie.

Fizycznie, funkcje spektralna mozna traktowac jako funkcje wagowa, ktéra okresla mozli-
we spektrum dostgpnych energii w dla czastki o pedzie p w oSrodku. Latwo mozna pokazac,
ze dla modelu niezaleznych kwaziczastek funkcja spektralna przyjmuje bardzo prostg po-
sta¢ [159]:

A(p, w) = 2n6(w — E(p)), (3.135)

gdzie E(p) jest energig kwaziczgstki. Oznacza to, ze dla kwaziczastki o pedzie p dostepna

jest tylko jedna energia E(p) a co za tym idzie, ze czas zycia kwaziczastki jest nieskoriczenie
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dtugi. W rzeczywistosci, oddzialywanie pomig¢dzy czastkami prowadzi do skoficzonego czasu
zycia stanéw kwaziczastkowych. W takim przypadku funkcja spektralna jest istotnie r6zna od
zera dla pewnego zbioru wartosci (wg, w,), najczesciej zlokalizowanych wokét wartosci E(p).
Co wiecej, mozna pokazaé ze szeroko$¢ tego przedziatlu tzn. Aw = w, — w; jest wielkoScig
odwrotnie proporcjonalng do czasu zycia kwaziczastki.

Na podstawie definicji (3.132) mozna zauwazy¢, ze funkcja spektralna jest wielkoScig

bardzo blisko zwigzana z propagatorem czastki (w czasie rzeczywistym):

G (xt,¥'t') = =T [ (e, (1)), (3.136)

gdzie 7, oznacza iloczyn chronologiczny operatoréw. W istocie, znajomoS$¢ propagatora w cza-
sie rzeczywistym G,y (rt,r't’) jest wystarczajaca aby doktadnie wyznaczy¢ funkcje A(p, w).
Jednak metoda Monte Carlo jest w stanie dostarczy¢ tylko wartoSci propagatora w czasie urojo-
nym 7 = it. Zatem aby pozyskaé funkcje spektralng, wymagane jest wykonanie przedtuzenia
analitycznego z osi czasu urojonego do czaséw rzeczywistych. Cala procedura w praktyce

sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania catkowego [170, 171]:

G<(p.7) = - f 99 ) (3.137)

w 27 1 +e @B
Rozwiazanie problemu catkowego, danego réwnaniem (3.137), jest zadaniem bardzo trudnym.
TrudnoSci wynikaja z faktu, ze dla duzych wartosci |w| jadro réwnania:

1 e—u)T

T (3.138)

¢ (w) = -

przyjmuje warto$ci eksponencjalnie mate, tzn. ™™ dla w > 0 oraz ¢# % dla w < 0. Oznacza
to, ze A(w) dla duzych |w| zalezy od subtelnych szczegdéléw propagatora w czasie urojonym
G=(1). Wiadomym jest, ze w takiej sytuacji z matematycznego punktu widzenia problem jest
Zle postawiony, podobnie jak ma to miejsce dla odwrotnej transformacji Laplace’a. Sytuacje
pogarsza fakt, ze w obliczeniach Monte Carlo otrzymujemy warto$ci propagatora w czasie uro-
jonym tylko dla pewnego zbioru wartosci {7y, 72, ..., 7, } oraz dla kazdej wartoSci 7; warto$¢
propagatora G(t;) jest obarczona, charakterystyczna dla podej$cia Monte Carlo, niepewnoscig
statystyczng. Te niepewnoSci statystyczne ,,przysfaniajg”’ subtelne szczegdly propagatora, tak
bardzo wazne przy wyznaczaniu A(w).

Pomimo wyzej opisanych trudnosci mozliwe jest rozwigzanie problemu (3.137) za pomoca
specjalnie opracowanych do tego celu metod. Jest oczywiste, ze w sytuacji gdy problem jest Zle

postawiony nie jest mozliwe doktadne wyznaczenie funkcji spektralnej na podstawie informacji
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0 propagatorze w czasie urojonym. Jednak liczne testy wskazuja na to, ze wyznaczona funkcja
spektralna poprzez rozwigzanie problemu odwrotnego jest bliska doktadnej funkcji spektralnej,
danej réwnaniem (3.132). W dalszej czesci, zostang doktadnie opisane dwie najwazniejsze

metody rozwigzywania réwnania (3.137) wraz z doktadng analiza wad 1 zalet tych metod.

3.5.1 Metoda SVD

Problem dany przez réwnanie (3.137) mozna przepisaé w rownowaznej formie:

+00
Gn = f dw ¢ (W)AW) = (¢r,, A), (3.139)
gdzie G, = G=(1;) jest znane tylko dla dyskretnego zbioru punktéw {7, 72, ..., Ty}, ¢, (w) =

21 1+e~“B

oznacza jadro réwnania catkowego, (:,-) iloczyn skalarny. Zaktadamy, ze funkcja
spektralna A(w) jest obiektem pewnej M wymiarowej przestrzeni Hilberta Ay,. W ogdlno-
Sci przestrzef ta jest nieskonczenie wielowymiarowa, M = co. JeSli ma miejsce sytuacja,
ze funkcje ¢.(w) sg obiektami zawartymi w N wymiarowej podprzestrzeni Ay C Ay dla
kazdego t;, gdzie N < M to mozna pokazaé, ze problem jest Zle postawiony tzn. istnie-
je nieskonczenie wiele rozwigzan spetniajacych réwnanie (3.139). Sytuacja taka ma miejsce
w przypadku rozwazanego jadra réwnania calkowego. Aby udowodnié, ze problem jest Zle
postawiony rozwinmy funkcje ¢.(w) i A(w) w pewnej ortonormalnej bazie {¢;} przestrzeni

ﬂMi

N
(@) = D faprw), (3.140)
k;[] N M
Aw) = ) apw) = ) ag@) + ) api()
k=1 k=1 k=N+1
= Al(w)+ A, (w), (3.141)

gdzie A'(w) oznacza rzut funkcji A(w) na podprzestrzedi Ay, natomiast A, (w) jest pozostata
czescia, ktéra jest prostopadla do Af(w), tzn. (AT, A,) = 0. Wstawiajac rozwiniecia (3.140)

1 (3.141) do wzoru (3.139) otrzymujemy:

N
Z afale @) =

1 =1

G- = a fri (3.142)

M N
= k=1
gdzie skorzystano z (¢, ;) = 0. Ostatnia suma pokazuje, ze G, nie zalezy od czesci A,

pelnego rozwigzania. Wszystkie funkcje, ktére maja takie same A’ ale rézne A, spelniajg
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réwnanie (3.139). Wnioskujemy, ze na podstawie punktéw G, mozemy wyznaczy¢ co najwy-
zej A" w sposéb jednoznaczny. Pokazemy, ze jest to mozliwe tylko w przypadku, gdy G-, sa
znane dokladnie, tzn. nie sg obarczone niepewno$ciami. Rozwiazanie AT bedziemy nazywali
rozwiqgzaniem normalnym. Podprzestrzen Ay bedziemy nazywali podprzestrzenia, w ktorej
problem jest dobrze postawiony.

W celu znalezienia rozwigzania A'(w) wykorzystamy metode bazujaca na rozktadzie sin-
gularnym jadra réwnania calkowego, nazywang czesto metodg SVD (ang. Singular Value
Decomposition) [172, 173, 174]. Przepiszmy réwnanie (3.139) w formie operatorowej:

—

G = (KA), (3.143)

gdzie ? = (G+»Gns - -+ Gr, ) Jest znanym z obliczeni Monte Carlo wektorem liczb. Wektor
ten jest obiektem pewnej przestrzeni n, wymiarowej, ktora bedziemy oznacza¢ przez G,,.
K jest operatorem catkowym réwnania (3.139), ktéry transformuje obiekt z przestrzeni Ay
w obiekt nalezacy do przestrzeni G,,_. Operator ten mozna traktowac jako macierz o wymiarach
[n, X N] (w ogblnoSci N = oo0). Operator sprz¢zony K* transformuje obiekt z przestrzeni
G,, w obiekt nalezacy do przestrzeni Ay 1 zdefiniowany jest poprzez réwnos¢ iloczynéw
skalarnych w przestrzeniach G, 1 Ay:

> kG, = | " do AWK G)w). (3.144)
i=1

—00

+

Operator K™ mozna traktowaé jako macierz o wymiarach [N X n.]. Operator KK™ reprezen-
towany jest przez kwadratowa macierz o wymiarach [n, X n.]. Na podstawie réwnan (3.139)

i (3.144) mozna pokazaé, ze jego elementy macierzowe dane sg przez:

—w(Ti+7;)

. 1 oo e
(KKij = (¢r,s Pe;) = WLO dw[ (3.145)

Operator K'K* posiada r dodatnich wartosci wlasnych {o?}, gdzie r jest rzgdem operatora
KK*. Odpowiadajace im wektory wlasne {V,}, tworza baze przestrzeni G,.. Operator sprze-
zony K*K dziala w przestrzeni Ay i posiada réwniez r dodatnich wartosci wiasnych {o?}.

Odpowiadajace im funkcje wlasne {u;(w)} tworzg baze w przestrzeni Ay. Zbiory {0'?}, {_v) i}

i {u;} tworza tzw. uktad singularny operatora K i spetniaja nastepujace réwnania:
7(1/!1' = O'i_V)i, (}(*_V)l = 0oiu;. (3146)

Liczby {o;} nazywamy wartoSciami singularnymi, zbiory {7 3 1 {u;} odpowiednio wektorami

singularnymi i funkcjami singularnymi operatora K.

77



Rozwigzanie problemu (3.143) otrzymujemy zapisujac wektor ? w bazie {V;}:

CEDYCR A pacea 6147
i=1 i=1 !

gdzie (?,_v)) = YL, Gr v jest iloczynem skalarnym wektoréw. W ostatnim przejsciu wyko-
rzystano pierwsze z rownan (3.146). Poréwnujac rownanie (3.147) z réwnaniem (3.143) tatwo

zauwazamy, 7e:
Al(w) = Z b (w), (3.148)

gdzie wspotczynniki rozwinigcia wyrazajq si¢ przez:

. l)

g

b; = (3.149)

W praktycznych zastosowaniach procedura znajdowania rozwiazania A'(w) jest nastepujaca:

1. Diagonalizujemy macierz KK* dang rownaniem (3.145), otrzymujac w ten sposéb war-
tosci wlasne {(Tiz} i odpowiadajace im wektory wlasne {V,}. Informacja ta jest wystar-

czajaca aby obliczy¢ wspdtczynniki rozwiniecia b;.

2. Korzystajac z definicji operatora sprzezonego K™ oraz drugiego z réwnan (3.146) otrzy-
mujemy, ze funkcje singularne wyrazaja si¢ przez:

WTk

i) = — Zﬁ >k¢fk<w>———2<* I St (3.150)

’kl

Z réwnania (3.150) tatwo mozna zauwazy¢, ze funkcje singularne u;(w) sa funkcjami ciggltymi
i gladkimi co oznacza, ze produkowane rozwiazanie A'(w) bedzie réwniez gtadkie i ciagle.

Rysunek 3.2 przedstawia przyktadowy wynik dziatania metody SVD. Dla sztucznie utwo-
rzonej funkcji spektralnej A(w) za pomocg wzoru (3.139) wygenerowaliSmy wartoSci propa-
gatora G, dla n, = 25 punktéw z przedziatu [0, 8 = 10]. Nastgpnie, korzystajac z metody SVD
znalezli§my rozwiazanie A'(w). Licznie przeprowadzone testy numeryczne pokazuja, ze rzut
rozwiazania na podprzestrzenn Ay mozna uwazac za bardzo dobre przyblizenie prawdziwego
rozwigzania A(w).

Rozwiazanie A'(w) dane réwnaniem (3.148) mozna wykorzystywaé w przypadku gdy
wartoSci G-, znane sa dokfadnie. W sytuacji, gdy sa one obarczone pewna niepewnoscia AG;,,
problem staje si¢ Zle uwarunkowany. Zauwazmy, ze wartoSci singularne {o;} oraz wektory

i funkcje singularne {V,, u;} sa w pelni wyznaczone przez jadro réwnania calkowego i nie sa

78



0.9

orgiﬁalne ﬁ\(oo) -
08 | zrekonstruowane A"(w) ——

-0.1 I I I I I

Rysunek 3.2: Przyktadowy wynik dzialania metody SVD. Dla sztucznie utworzonej funk-
cji spektralnej A(w) za pomoca wzoru (3.139) wygenerowano wartosci propagatora G, dla
n. = 25 punktéw z przedziatu [0, = 10]. Nast¢pnie, korzystajac z metody SVD znaleziono

rozwigzanie Af(w).

obarczone niepewnoSciami. Niepewnosci AG,, wplywaja jedynie na wsp6tczynniki rozwiniecia

b;, ktére teraz wyznaczone sg z pewng dokfadnoscia:

Ab; = (Ag ’) (3.151)

ag;

Jesli wartoSci singularne {o;} uporzadkujemy w malejacej kolejnoSci:
o1 2022...20,, (3.152)

to zauwazymy, ze wraz ze wzrostem indeksu i funkcja singularna u;(w) jest funkcja coraz
szybciej oscylujaca i w konsekwencji kazdy kolejny wyraz rozwini¢cia odpowiada za odtwa-
rzanie coraz dokladniejszych szczeg6léw rozwiazania A'(w). Przyktadowych pieé¢ pierwszych
funkcji singularnych przedstawia rysunek 3.3. Z drugiej strony, zmniejszanie wartosSci o; pro-

wadzi do wzmacniania niepewnosci Ab;, tj.:

A
cr—0 = Ab = (Q V) — 00, (3.153)

o
Oznacza to, ze w przestrzeni Ay istniejq ,.kierunki”, dla ktérych nie jesteSmy w stanie z za-
dowalajaca doktadnos$cia wyznaczy¢ wspotczynniki rozwinigcia b;. Kierunki te sg nazywane
,niewidocznymi” dla metody SVD.
Standardowo stosowang metodg jest usunigcie ,,niewidocznych” kierunkéw z rozwinigcia

(3.148), tj. ograniczenie rozwinigcia do pierwszych r., < r wyrazéw, ktére wyznaczone sg
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Rysunek 3.3: Przyktadowych pigé pierwszych funkcji singularnych u;(w). Wraz ze wzrostem
indeksu 7/ maleje odpowiadajgca wartos$¢ singularna o-;. Kazda kolejna funkcja singularna u;(w)
jest funkcja coraz szybciej oscylujaca oraz odpowiada za odtwarzanie coraz dokfadniejszych
szczeg6low rozwigzania Af(w).

z zadowalajacg doktadnoscia:

Alw) = Z bui(w). (3.154)

i=1

Prowadzi to do tzw. obcigte] metody SVD, oznaczanej w literaturze jako TSVD (ang. Trun-
cated Singular Value Decomposition). Jest wiele sposobéw wybierania punktu obcigcia 7qy.
NajczesSciej stosowane jest podejscie, w ktérym usuwamy wszystkie wyrazy rozwini¢cia, dla
ktérych g—; jest wielkoSciag mniejsza niz niepewnosS¢ z jaka wyznaczone sa punkty G-, gdzie o
jest najwieksza wartoscia singularna. Tak skonstruowane rozwiazanie A(w) odtwarza punkty
G-, w ramach ich niepewnosci AG;,.

Przyktad zastosowania metody TSVD przedstawia rysunek 3.4. Na podstawie sztucznie
utworzonej funkcji spektralnej A(w) za pomocg wzoru (3.139) wygenerowaliSmy wartosci
propagatora G-, dla n, = 25 punktoéw z przedziatu [0,5 = 10]. Nastepnie, do kazdej wartosci
propagatora dodano szum z rozktadu normalnego AG;, = N(0, G.,/100). Funkcje spektralna
zrekonstruowaliSmy za pomoca wzoru (3.154) dla trzech réznych wartosci obcigcia. Zgodnie
z opisang powyzej metodg optymalne obciecie r., otrzymamy, gdy zostawimy tylko wyrazy
dla ktérych g—l > 0.01. Uwzglednianie dalszych wyrazéw powoduje coraz gorsze odtwarzanie
prawdziwego rozwiazania, co wynika z duzych niepewnosci oszacowania wspotczynnikéw b;.

Metoda SVD daje réwniez mozliwos¢ uwzglednienia wiedzy a priori o poszukiwanym roz-

wigzaniu. Celem wprowadzenia dodatkowej informacji o rozwigzaniu jest zwiekszenie zdol-
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Rysunek 3.4: Przyktad zastosowania metody TSVD. Na podstawie sztucznie utworzonej funk-
cji spektralnej A(w) za pomoca wzoru (3.139) wygenerowano wartosci propagatora G, dla
n. = 25 punktoéw z przedziatu [0,5 = 10]. Nastgpnie do kazdej wartoSci propagatora dodano
szum z rozktadu normalnego AG., = N(0, G,,/100). Funkcj¢ spektralng zrekonstruowano na
podstawie wzoru (3.154) dla trzech r6znych wartoS$ci obcigcia, tzn. uwzgledniono tylko wyrazy,
gdzie g—i jest wieksze od zadanego progu. Rozwigzanie optymalne otrzymujemy uwzglednia-
jac tylko wyrazy dla ktérych (‘;—l > 0.01. Uwzglednienie dalszych wyrazéw powoduje coraz
gorsze odtwarzanie prawdziwego rozwigzania - zaczynamy uwzglednia¢ w rozwigzaniu efekty

zZwiazanie z szumem.

nosci rekonstrukcyjnej opisywanej metody. Informacje dodatkowa moze stanowié np. wiedza
0 obszarze zmiennoSci w, w ktorym poszukiwane rozwigzanie jest istotnie rézne od zera.

Informacje ta mozemy zapisa¢ w postaci:

f " do b (@)AW)

(o)

IR

b +00
f dw ¢ (w)A(w) = f dw ¢ (w)S(w, a, b)A(w), (3.155)

[ee)

gdzie zatozyliSmy, ze poszukiwane rozwigzanie A(w) jest istotnie rézne od zera tylko dla
w € [a,b]. W ostatnim wzorze funkcje S(w,a,b) nazywamy funkcjqg wsparcia. Funkcja ta

zdefiniowana jest jako:

1, dlaw € [a,b]
S(w,a,b) = . (3.156)
0, dlaw ¢ [a,b]
Funkcje ¢+, (w)S(w, a, b) mozna wykorzysta¢ jako nowe jadro rownania catkowego dla meto-

dy TSVD. Prowadzi to do dwéch waznych konsekwencji: 1) wartoSci singularne o; maleja
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Rysunek 3.5: Zrekonstruowane rozwigzanie metoda TSVD dla réznych funkcji wsparcia
S(w, a,b). Wartosci propagatora zostaly obliczone na podstawie sztucznie wygenerowanej
funkcji spektralnej A(w) dla n, = 25 punktdw 1 nastepnie losowo zaburzone. Widoczne jest, ze
wraz z lepszym okreSleniem przedziatu, gdzie funkcja spektralne jest r6zna od zera, polepsza

si¢ zgodno$¢ rozwigzanie A(w) z prawdziwym rozwigzaniem.

w szybszym tempie, dajac mniejszg wartoS¢ obciecia r.,, wraz z tym jak b — a staje si¢
coraz mniejsze, 2) funkcje singularne u;(w) zostajg ograniczone do przedziatu [a, b]. W kon-
sekwencje wezly funkcji u; sg rozmieszczone blizej siebie, dajac lepsza rozdzielczos¢ metody
[174].

Na rysunku 3.5 przedstawiono zrekonstruowane rozwigzanie metodg TSVD dla réznych
funkcji wsparcia S(w, a,b). Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wartoSci propagatora
zostaly losowo zaburzone szumem z rozkladu normalnego. Widoczne jest, ze wraz z lepszym
okreSleniem przedziatu, gdzie funkcja spektralne jest r6zna od zera, polepsza si¢ zgodnos¢
rozwiazania A(w) z prawdziwym rozwiazaniem.

W ramach metody SVD mozliwe jest rowniez wygenerowanie rozwigzania posiadajacego
pewne zadane cechy, np. wiadomo, ze funkcja spektralna jest nieujemna, tzn. A(w) > O.
W ogdlnosci rozwigzanie TSVD nie spetnia tego warunku. Aby wygenerowac rozwigzanie

spetniajgce dodatkowe wiezy zauwazmy, ze kazde rozwigzanie postaci:
Al(w, (b)) = Z biui(w), (3.157)
i=1

gdzie b; € (b; — Ab;, b; + Ab;) odtwarza wartosci G., w ramach niepewnosci AG,,. Wybierajac

odpowiedni zbiér wspotczynnikdéw {b;} mozemy doprowadzi¢ do otrzymania rozwiazania,
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Rysunek 3.6: Wptyw dodatkowej informacji a priori na jako$¢ zrekonstruowanego rozwigzania
metoda SVD. Rozwigzania zrekonstruowano na podstawie n, = 25 sztucznie wygenerowanych
1 nastepnie losowo zaburzonych punktéw G, z funkcja wsparcia S(w, -5, 5). Jako informacje
a priori wykorzystano A(w) > 0. Widoczna jest poprawa zgodnoSci pomiedzy rozwigzaniem

prawdziwym a zrekonstruowanym po uwzglednieniu dodatkowej informacji.

ktére posiada zadane cechy. W ogdlnosci ma miejsce sytuacja, ze istnieje wiele réznych
zbioréw wspélczynnikéw rozwiniecia {b;}, ktére produkuja rozwiazania spetniajace zadane
wigzy. Z tego powodu wymagane jest wprowadzenie dodatkowego kryterium, ktérym nalezy
si¢ kierowaé przy wyborze ,,najlepszego” z mozliwych rozwigzan. Poniewaz metoda SVD
produkuje rozwigzanie posiadajace minimalng norme¢, o czym fatwo mozna si¢ przekonaé
przypominajac sobie, ze rozwiazanie A'(w) jest rzutem na podprzestrzen, gdzie problem jest
dobrze postawiony, rozsadnym jest aby wybraé to rozwiazanie A', ktére spelnia zadane wiczy
i ma najmniejszg norme. Ostatecznie problem uwzgledniania dodatkowej informacji a priori

sprowadza si¢ do problemu optymalizacyjnego:

Al(w) = min AT (w, (B}l (3.158)
z dodatkowymi wigzami:

Vi: b;— Ab; < b; < b; — Ab,, (3.159)

Vow: A'(w,{b;}) >0, (3.160)

inne dodatkowe wiezy.

Przeprowadzone badania wskazujg, ze uwzglednianie w wyzej opisany sposéb informacji

a priori polepsza zgodnos$¢ zrekonstruowanego rozwigzania z rozwigzaniem prawdziwym [175].
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Na rysunku 3.6 przedstawiono zrekonstruowang funkcje spektralng z uwzglednieniem do-
datkowego ograniczenia A(w) > 0. Dla poréwnania przedstawiono réwniez standardowe roz-
wigzanie TSVD. Rozwigzania zrekonstruowaliSmy na podstawie n, = 25 sztucznie wygene-
rowanych 1 nastgpnie losowo zaburzonych punktow G, z funkcja wsparcia S(w,-5,5). Jak
nalezalo si¢ spodziewac¢, widoczna jest poprawa zgodnoSci pomi¢dzy rozwigzaniem prawdzi-

wym a zrekonstruowanym po uwzglednieniu dodatkowej informacji.

3.5.2 Metoda maksymalnej entropii

Metoda maksymalnej entropii (MaxEnt) opiera si¢ na podejSciu statystycznym do proble-
mu (3.137) [171, 176, 177, 178, 179]. W tym podejSciu funkcja spektralna traktowana jest
jako rozktad prawdopodobieristwa, co jest uzasadnione na mocy warunkéw (3.133). Gtéwna
idea metody polega na znalezieniu najbardziej prawdopodobnego rozwigzania na podstawie
informacji o wartoSciach propagatora (danych) oraz pewnej dodatkowej informacji a priori.

Aby znalez¢ najbardziej prawdopodobne rozwigzanie wykorzystuje si¢ twierdzenie Bayesa:
Prla, b] = Prla|b] Pr[b] = Pr[b|a] Pr[a], (3.161)

gdzie Pr[a] jest prawdopodobiefistwem zajScia zdarzenia a, Pr[a|b] prawdopodobieristwem
zajScia zdarzenia a pod warunkiem ze wystgpito zdarzenie b, Pr[a, b] prawdopodobienistwem
zajScia jednoczesnie zdarzenia a 1 b. Na podstawie teorii prawdopodobienstwa zachodza na-

stepujace zaleznoSci:

fda Prla] = 1, (3.162)

fda Prlalb] = 1, (3.163)
fdb Prla,b] = Prla], (3.164)
fdb Prlalb] Pr[b] = Prla]. (3.165)

W przypadku problemu danego przez réwnanie (3.137) naszymi zdarzeniami s3: otrzymanie
w wyniku prébkowania Monte Carlo zbioru wartosci {G,,} oraz znalezienie rozwiazania A(w).
Zbiér danych {G,,} traktujemy jako estymator prawdziwej funkcji G(r), ktéra otrzymaliby$my
na podstawie dokfadnej funkcji spektralnej za pomoca réwnania (3.137). Wiadomo, ze w wy-
niku prébkowania Monte Carlo otrzymujemy wartoSci pochodzace z rozktadu normalnego o

Sredniej G(t;) 1 odchyleniu standardowym o, ;. §~T,- € N(G(t;), 0¢,). Odchylenie standardowe

84



o+, zalezy od liczby wylosowanych probek N, o, ~ 1/ VN. Poszukiwanie najbardziej prawdo-

podobnego rozwigzania jest rownowazne maksymalizacji prawdopodobieristwa warunkowego

znalezienia prawdziwego rozwigzania pod warunkiem, ze znamy wynik symulacji Pr[A|G], ze

wzgledu na funkcje A(w). Na podstawie twierdzenia Bayesa otrzymujemy:

Pr[G|A] Pr{A]
Pr(G]

Poprzez analogie¢ do powszechnie znanej metody najwigkszej wiarygodnosci, prawdopodo-

Pr[A|G] = ) (3.166)

biefistwo Pr[A|G] bedziemy nazywali prawdopodobieristwem a posteriori, Pr[GIA] Sfunkcjq
wiarygodnoSci, Pr[A] prawdopodobieristwem a priori.

Calkujac réwnanie (3.166) ze wzgledu na funkcje A i korzystajac z (3.163) otrzymujemy,
ze:

Pr[G] = f DA Pr[G|A] Pr[A]. (3.167)

Oznacza to, ze prawdopodobiefistwo Pr[G] nie zalezy od poszukiwanego rozwiazania, lecz
jedynie od konkretnego wyboru funkcji wiarygodnosci i prawdopodobienistwa a priori. Wyraz
ten zatem moze by¢ traktowany jako stata normalizacyjna.

Poniewaz zakladamy, ze G,, € N(G(1)), 0,), funkcje wiarygodnosci najlepiej wybraé taka
samg jak dla klasycznego problemu dopasowania parametréw krzywej do danych ekspery-

mentalnych. W takim przypadku stosuje si¢ funkcje wiarygodnoSci w formie:

Pr{GIA] o &3, (3.168)
gdzie:
ne 5 . 2
=) (—g 09(7’)] . (3.169)
i=1 Ti

Wyrazenie G(t;) obliczamy dla zadanej funkcji A(w) za pomocg wzoru (3.137). W prak-
tycznych zastosowaniach poszukiwang funkcje spektralng przedstawiamy jako wektor dys-
kretnych warto$ci na przedziale (Wmin, Wmax), - A = (Ay,...,A,,), gdzie Ay = A(wy) oraz
Wy = Wiin + kAW, RAAW = Wmax — Wnin- Wiedy rownanie (3.137) zapisane w dyskretnej formie

ma postaé:

—WiT;

na e
G() = ; T Ao, (3.170)

Wybdr prawdopodobienistwa a priori Pr[A] stanowi najwazniejszy i zarazem najtrudniejszy
element catej metody maksymalnej entropii. Prawdopodobieristwo Pr[A] okreSla nasza wiedze

o funkcji spektralnej przed wykonaniem eksperymentu (symulacji numerycznej). Najprostszy
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wybor polega na zatozeniu, ze nic nie wiemy o poszukiwanym rozwigzaniu tzn. kazde roz-
wigzanie jest rownoprawdopodobne, Pr[A] oc const. W takiej sytuacji problem maksymalizacji
prawdopodobienistwa a posteriori sprowadza sie do problemu minimalizacji y?, co jest réwno-
wazne metodzie najmniejszych kwadratéw. Jednak w przypadku gdy uzyjemy wielu wartosci
funkcji Ay, ny > n, rozwigzanie nie jest wyznaczone w sposéb jednoznaczny. Co wiecej,
takie podejScie prowadzi do bardzo mocno oscylujacych funkcji A(w), co jest wynikiem zbyt
mocnego dopasowania sie do danych (y? = 0), ktére jak wiadomo sa obarczone pewnym
btedem. Wymagane jest zatem dostarczenie pewnej informacji o rozwigzaniu, ktéra to w spo-
s6b jednoznaczny wyznaczy najbardziej prawdopodobne rozwigzanie. Najczesciej stosowane

rozwigzanie polega na wyborze prawdopodobiefistwa a priori w postaci [176]:
Pr[A] oc e®5M) (3.171)

gdzie a > 0. S(M) jest wzgledng entropiq informacyjng dang przez:

na A
SIM) = kZ; Aw [A(wk) — M(wy) = A(wy) In ( A/f(‘”wkk)))] . (3.172)

Funkcje M(w) nazywamy modelem domyslnym. Entropia informacyjna osigga maksymalna
warto$¢ réwng zero gdy A(w) = M(w). W pozostalych przypadkach jest wartoscig ujemna,
przy czy, im bardziej funkcja A(w) r6zni si¢ od zadanego modelu M(w) tym entropia staje si¢
bardziej ujemna. Zadaniem dwodch pierwszych wyrazéw, jest preferowanie rozwigzan, ktére

maja taka samg normalizacje co model domyslny, tzn.:
na nA
> AwAW) = ) Aw M(wy). (3.173)
k=1 k=1

Fatwo zauwazyc, ze model domyslny maksymalizuje prawdopodobiefistwo a posteriori w przy-
padku braku danych, tj. okresla najbardziej prawdopodobne rozwigzanie przed wykonaniem
symulacji numerycznej. Od poprawnego wyboru model M w duzym stopniu zalezy korico-
wy wynik. Najczesciej stosowanym rozwigzaniem jest wybor modelu w postaci unormowane;j
funkcji Gaussa. Tak wybrana informacja preferuje rozwiazania ktére: 1) sa funkcjami ciagly-
mi i gladkimi, 2) spelniajg wigezy (3.133). Maksimum funkcji Gaussa mozna umiesci¢ dla
w = E(p), gdzie E(p) jest energig kwaziczastek otrzymang w ramach modelu niezaleznych
kwaziczastek. Innym stosowanym podejSciem jest wykorzystanie jako modelu domyslnego
rozwigzania otrzymanego w ramach pewnej metody przyblizonych obliczeri, np. jako model

wykorzystujemy funkcje spektralng otrzymang w ramach rachunku perturbacyjnego.
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Rysunek 3.7: Przyktad dzialania metody maksymalnej entropii. WartoSci propagatora zostaly
obliczone na podstawie sztucznie wygenerowanej funkcji spektralnej A(w) dla n, = 25 punk-
tow 1 nast¢pnie losowo zaburzone. Dla ustalonego modelu dokonano rekonstrukcji dla r6znych

wartoSci parametru a.

Podsumowujac, na podstawie wzoréw (3.166), (3.168) i (3.171) otrzymujemy, ze prawdo-

podobienistwo a posteriori dane jest przez:
Pr{A|G] o e 2¢ taSM, (3.174)

Stad poszukiwanie najbardziej prawdopodobnego rozwigzania sprowadza si¢ do problemu
poszukiwania minimum wyrazenia %)(2 — aS(M) ze wzgledu na funkcje A(w). Zadaniem
parametru « jest kontrola wzglednej waznoSci informacji pochodzacej z danych 1 informacji
pochodzacej z modelu M.

W praktycznych zastosowaniach aby jak najbardziej uniezalezni¢ wynik koficowy od mo-
delu domyslnego, minimalizacje wielkoSci %)(2 — aS(M) przeprowadzono w sposéb ,,samo-
zgodny”, tzn.: w wyniku minimalizacji %)(2 — aS(Mp) z modelem domySlnym M,(w) otrzy-
mujemy rozwigzanie A;(w). Rozwigzanie to przyjmowane jest jako nowy model domySlny
dla kolejnej iteracji, tj: M;(w) = A (w). Iteracje wykonywane sa az do momentu otrzymania
samozgodnosci:

min %)/(A) —aS(M,, A)| = M,,. (3.175)

Alw)
Rysunek 3.7 przedstawia przyktad dziatania opisanej metody. Na podstawie sztucznie
utworzonej funkcji spektralnej A(w) za pomocag wzoru (3.139), wygenerowaliSmy wartosci

propagatora G., dla n, = 25 punktéw z przedzialu [0,8 = 10]. Nastgpnie, do kazdej warto-
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Sci propagatora dodano szum z rozktadu normalnego AG., = N(0,G,,/100). Dla ustalonego
modelu, ktéry znaczgco rézni si¢ od oryginalnej funkcji spektralnej, dokonano rekonstrukcji
dla réznych wartosci parametru a. Widoczne jest, ze dla matej wartosci parametru a otrzy-
mujemy oscylujaca funkcje spektralna, co jest wynikiem zbyt dobrego dopasowania si¢ do
zaszumionych danych. Wraz ze wzrostem parametru « informacja a priori staje si¢ coraz
bardziej istotna. Informacja ta wymusza aby zrekonstruowana funkcja spektralna byta funkcja
gtadka. Waznym jest zauwazenie, ze pomimo tego, ze model domySlny znaczaco rézni si¢ od
oryginalnej funkcji spektralnej, to zrekonstruowany wynik z dos¢ dobra doktadnoscig odtwa-
rza oczekiwany wynik, jesli @ > 0.0003. Na podstawie licznie przeprowadzonych przez nas
testow numerycznych wynika, ze istnieje doS¢ dobrze okresSlona warto$¢ . dla ktdérej naste-
puje przejScie pomiedzy rozwigzaniem ,,gtadkim” a ,,nie gtadkim” (w podanym przyktadzie
it = 0.0003). Obserwacje te mozna wykorzysta¢ do wyboru ,,optymalnej” wartoSci parame-
tru a, tzn. wykonujemy rekonstrukcje dla ré6znych wartosci @; < a; < ... < @, a nastepnie
jako koncowy wynik rekonstrukcji wybieramy wariant z minimalng wartos$cig «; dla ktorej

rozwigzanie jest ,,gladkie”.

3.6 Teoria skalowania dla ukladéw skonczonych

Metoda Kwantowego Monte Carlo zdefiniowana dla temperatur skoficzonych daje mozliwos¢
badania zjawisk krytycznych. Typowym przykladem zjawiska krytycznego dla uktadéw fer-
mionowych jest przejScie fazowe pomigdzy stanem normalnym a nadciektym (nadprzewodza-
cym w przypadku czastek obdarzonych tadunkiem), ktére jak wiadomo zachodzi w odpo-
wiednio niskich temperaturach. Aby pozyska¢ informacj¢ o zachowaniu krytycznym ukfadu
nalezy zbadac ,,wlasciwy” parametr porzadku w funkcji temperatury. W teorii BCS przykta-
dem takiego parametru porzadku jest szczelina energetyczna A(7T). W ogdlnosci A(T') nie jest
,wlasciwym” parametrem porzadku. Z tego powodu dla uktadéw fermionowych, w ktérych
spodziewamy si¢ wystgpienia nadcieklosci, rozwaza sie tzw. pozadiagonalny dalekozasiggowy
parametr porzadku (ang. off-diagonal long-range order) [180]. Doktadne okreSlenie sposo-
bu liczenia tego parametru w ramach formalizmu Monte Carlo bedzie jednym z gléwnych
elementéw omoéwionych w tym podrozdziale.

Kolejnym waznym aspektem oméwionym w tym podrozdziale bgdzie wplyw na zacho-

wanie krytyczne skoriczonych rozmiaréw badanego ukfadu. Nalezy pamigtaé, ze przemiana
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fazowa to zjawisko kolektywne w ktérym uczestniczy caly uktad. WielkoScia, ktora szczegdl-
nie dobrze to obrazuje jest dtugo$¢ korelacji &0, ktéra dla punktu krytycznego przyjmuje
warto$¢ nieskoniczona, tj. &qor(7.) — oo [181]. Zauwazmy, ze warunku tego nie mozna spet-
ni¢ rozwazajac uktad w pudle o boku L. Wiadomo jest, ze efekty zwigzane ze skoficzonymi
rozmiarami ukfadu w istotny sposéb wplywajg na wlasciwosSci uktadu w poblizu punktu kry-
tycznego. Z tego powodu wymagana jest metoda, ktéra w sposéb poprawny uwzgledni efekty
skoficzonego wymiaru uktadu. Powszechnie stosowane jest podejScie oparte na teorii skalo-
wania dla uktadéw skonczonych (ang. finite size scaling) [182, 183, 184]. Poniewaz teoria ta
tworzy aktualnie bardzo rozbudowang galaZ symulacji numerycznych Monte Carlo, w rozpra-
wie zostang jedynie opisane szczegdlne aspekty zwigzane z wykorzystaniem tego podejscia do
wyznaczenia temperatury krytycznej przejscia fazowego pomigdzy stanem normalnym a nad-

cieklym.

3.6.1 Parametr porzadku

W celu wyznaczenia temperatury krytycznej przejScia fazowego nalezy rozwazy¢ odpowiedni
parametr porzadku. Dla uktadéw fermionowych, w ktérych spodziewamy si¢ wystgpienia nad-
ciektosci lub nadprzewodnictwa rozwaza si¢ tzw. pozadiagonalny dalekozasiggowy parametr
porzadku. Przyktadem takiego parametru jest dalekozasiggowe zachowanie si¢ dwuciatowej

macierzy gestosci [33, 180]:

Pa(X], 1, 11, 12) = (DG () (1) (x1)). (3.176)

Asymptotyczne zachowanie tej funkcji dla [r; — ril,|r; — rj| — co ma posta¢ (zaktadamy, ze

uktad jest jednorodny i1 posiada symetri¢ translacyjng):

/ / aN * / /
Po(r}, 13, 11, 12) = —=¢ (I — raDe(ry — 1)), (3.177)

gdzie N jest liczbg czastek. Parametr « € [0, 1], zwany wspétczynnikiem kondensacji, okresla
odsetek ,,skondensowanych” par Coopera. ¢ jest zespolong funkcjg unormowang do odwrot-
nosci objetosci (1/V), ktdra jest proporcjonalna do znanego z teorii BCS parametru uporzad-
kowania (J;(r)y(r2)) = /% e(Ir; —r,l). Niezerowa wartos¢ a jest sygnatur istnienia stanu
nadcieklego.

Dla dalszych rozwazan wygodnie jest rowniez wprowadzi¢ jednocialowa macierz gestoSci:

pi(r1,12) = (T (e ) (r2)). (3.178)
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Dla ukfadéw fermionowych asymptotyczne zachowanie jednocialowej macierzy gestosci ma
postac: p(ry, 1) = 0 gdy |r; — 1| — oo.
Dla celéw praktycznych wygodniej jest wykorzystaé tzw. funkcje korelacji g»(r), ktorg

otrzymujemy na podstawie dwucialowej macierzy gestosci [33, 39]:

o) 2
(r) = (N) f d*rid’r; po(r) + 1,15 + 1,11, 1)). (3.179)

W przypadku nieoddziatujacego gazu Fermiego funkcja ta wynosi:

311(PF1”)’ ody r > 0,

&(r) = PFr (3.180)
1, gdy r = 0.

Latwo zauwazy¢, ze tak zdefiniowana funkcja korelacji w przypadku nieskoniczonego uktadu
jednorodnego spetnia relacje:

rh—>12 %gz(r) = q, (3.181)
i moze zosta¢ wykorzystana do wyznaczenia wspdélczynnika kondensacji @. Jednak w przy-

padku, gdy uktad jest umieszczony w pudle o boku L nie jest mozliwe poprawne wykonanie

przejscia granicznego r — oo. Z tego powodu rozwaza si¢ wielko$¢:

N
h(r) = = &(r) = g, (3.182)

gdzie funkcj¢ g(r) otrzymuje si¢ na podstawie jednocialowej macierzy gestosci:

2
gi(r) = N fd31'1 pi(ry +r,1r)). (3.183)
Na podstawie definicji funkcji A(r) tatwo zauwazy¢, ze:

lim A(r) = «, (3.184)

przy czym mozna pokazad, ze funkcja h(r) szybciej zbiega do wartoSci a niz funkcja %’ 2(r).
Z tego powodu juz dla odlegtosci poréwnywalnych z rozmiarem pudta, tj. r ~ L mozna
otrzyma¢ dobre oszacowanie dla wspéiczynnika kondensacji (pod warunkiem, ze pudio jest
wystarczajaco duze) [33].

Funkcje h(r) mozna tatwo wyznaczy¢ za pomoca metody Monte Carlo. W tym celu wystar-
czy wykorzysta¢ wzory (3.39) 1 (3.47) na wartoS¢ oczekiwang operatora jedno 1 dwucialowego.

Ostatecznie wzory na funkcje g;(r) i g(r) przyjmuja postac:

2
gi1(r) NfDO'P({O'})ffrl n(ry +r,ry, {o})), (3.185)

2
o) = (%) f Do P({o)) f &’rid’ry ny(ry + 1,11, {0 DN (ry + 1,15, {07}). (3.186)
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Rysunek 3.8: Schematyczna zalezno$¢ ogdlnej funkcji korelacyjnej od odlegtosci. Odlegtosc
podana jest w jednostkach dtugosci korelacji &.o,r. Zaznaczone sg trzy obszary gdzie: 1) funkcja
zalezy od szczeg6téw badanego systemu (ang. non-universal), 2) staje si¢ uniwersalna, tj.
przestaje zaleze¢ od szczegdtdow rozwazanego ukladu (ang. universal), 3) zanika wyktadniczo.

Rysunek z publikacji [39].

3.6.2 Temperatura krytyczna przejsScia fazowego

W celu znalezienia temperatury krytycznej T, przejScia fazowego, zbadajmy doktadniej wia-
Sciwosci og6lnej funkcji korelacyjnej G, ktérej dobrymi przyktadami sa g,(r) lub h(r) wpro-
wadzone w poprzednim podrozdziale. Funkcja korelacyjna jest funkcja odlegtosci r oraz tem-
peratury 7. Jednak w przypadku gdy rozwazany uktad jest zamkniety w pudle o boku L

bedzie ona rowniez zalezala od rozmiaru tego pudta tzn. G = G(r, T, L).

Typowa zalezno§¢ funkcji korelacyjnej G(r/é.orr) 0d odleglosci przedstawia rysunek 3.8.
Ecorr 0znacza dtugos$¢ korelacji, tj. odleglo$¢ na ktérej funkcja G maleje e razy. Dla matych
odlegtosci [ w poréwnaniu z dtugoscia korelacji &.orr, G silnie zalezy od szczegdiéw rozwaza-
nego uktadu. Mowimy, ze dla matych odlegtosci G nie jest funkcja uniwersalna. Dla odlegtosci
z przedziatu | < r < & funkcja G przestaje zaleze¢ od szczegdétéow rozwazanego uktadu,
tj. staje si¢ uniwersalna. Teoria grupy renormalizacyjnej przewiduje bardzo specyficzne za-
chowanie si¢ funkcji korelacyjnej w tym obszarze odlegtosci. Dla ukladéw fermionowych,
gdzie spodziewamy si¢ przejScia fazowego nalezacego do klasy uniwersalnosci U(1), funkcja
korelacyjna przyjmuje ogdlng posta¢ G o« r~*"_ gdzie n ~ 0.038 jest uniwersalnym wyktad-

nikiem krytycznym. Ostatecznie dla duzych odleglosci, r > &.., funkcja korelacyjna zanika
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eksponencjalnie, tj. G o« e~ Bardzo wazne jest zauwazenie, ze dla temperatury krytycz-
nej obszar gdzie G jest uniwersalne rozcigga si¢ do nieskoriczonosci, gdyz &.o(T.) — 0. Z
drugiej strony w przypadku gdy uklad jest zamkniety w pudle o skoficzonym rozmiarze L,
dtugos¢ korelacji &, dla temperatury bliskiej 7, jest ograniczona przez rozmiar tego pudta.
Zatem wielko$¢:

R(L,T) = L""G(r — oo, L, T), (3.187)
powinna by¢ niezalezna od rozmiaru pudta, jes§li T — T,.. Dokladne obliczenia w ramach
teorii grupy renormalizacyjnej dla temperatur bliskich 7, prowadzg do zaleznosci [182]:

R(L, T)=f(x)(1 +cL™+...), (3.188)

. 1/v
gdzie x = (m) oraz:

7 - T')_ . (3.189)

é:COI'I' ( T) & (

c

Dla klasy uniwersalnosci U(1) wykladniki krytyczne wynosza: v = 0.671, w =~ 0.8. Funkcja
f(x) jest pewna uniwersalng funkcja, ktérej doktadna postac jest nieistotna a ¢ jest pewng
stalg zalezng od szczegotéw uktadu. Jesli wyraz cL™ jest pomijalny to rzeczywiscie dla
T = T, funkcja R(L,T) staje si¢ niezalezna od rozmiaru pudia, tj. R(L,T — T.) = f(0).
Obserwacje te mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia temperatury krytycznej. Jesli na jednym
wykresie umieScimy wyniki obliczen R(L;, T) w funkcji temperatury dla r6znych wielko$ci
pudia L, L,,..., L, to otrzymane krzywe powinny przecina¢ si¢ doktadnie w jednym punkcie
dlaT = T. [35, 36]. Jest to podstawowy spos6b wyznaczania temperatury krytycznej w ramach
teorii skalowania dla uktadéw skoriczonych.

W rzeczywistoSci cL™ jest wielkoScig skoniczong co powoduje, ze przecigcie krzywych
R(L;, T) nie nastgpi doktadnie w jednym punkcie. Jednak wraz ze zwigkszaniem wymiar6w
pudia, L;; — oo, temperatura dla ktérej nastepuje przeciecie krzywych R(L;,T) i R(L;,T)
zbiega do T.. Wynika to z faktu, ze w > 0 co prowadzi do: cL™ — 0 gdy L — oco. Zatem
wykonujac obliczenia na odpowiednio duzych sieciach mozemy z zadowalajaca doktadnosScia
wyznaczy¢ temperaturg krytyczng. Co wiecej, informacje¢ o potozeniach przecigé dla réznych
wielkosci sieci mozna wykorzysta¢ w celu doktadniejszego wyznaczenia T.. Zalézmy, ze T;;
jest temperaturg dla ktérej nastepuje przeciecie krzywych R otrzymanych dla dwéch réznych
wielkosci pudia L; # L;, tj. R(L;, T;;) = R(L;, T;;). Zaktadajac, ze T;; jest blisko temperatury
krytycznej, funkcj¢ f(x) mozna rozwingé w szereg Taylora wokét punktu x = 0 (T = T.,):

f(x) = f(0) +f’(())L1/Vb|TC;—Tij| +..., (3.190)

c
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gdzie wykorzystano, ze &.on(T) = b(u)_y. Nastepnie wykorzystujac definicj¢ 7;; oraz

T

relacje (3.188) otrzymujemy:

T =Tyl = gL L)), (3.191)
L _q
-+ | \L;
gL, L;) = Lj v LLI/V , (3.192)
1-(z)
oraz Kk = C;Z;’Zg). Zatem majac wyznaczone punkty 7;; dla réznych rozmiaréw pudia (co

najmniej dla trzech réznych L;) mozna dopasowa¢ rownanie (3.191) ze wzgledu na parametry

T.1ick.
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Rozdziat 4

Wyniki

4.1 Parametry symulacji numerycznych

4.1.1 Parametry sieci

W obliczeniach wykorzystaliSmy sieci o rozmiarach Ny, = 8 1 Ny = 10. Wykorzystanie wiek-
szych rozmiaréw sieci prowadzito do nieakceptowalnie diugich czaséw obliczen. Stalg sieci
przyjeliSmy rowng [ = lu, gdzie u jest jednostkg w ktérej bedziemy wyrazali dlugosci, np.
u = 1 fm. Wybierajac warto$¢ u ustalamy jednostki dla wszystkich wielkoSci fizycznych obli-
czanych w symulacji Monte Carlo, np. energie bedg wyrazane w jednostkach u!.

W typowych obliczeniach Monte Carlo wykorzystuje si¢ tylko reprezentacje potozenio-
wa sieci (funkcje wlasne operatora potozenia {¢y,}). W reprezentacji tej bardzo tatwo jest
wykonaé dziatanie operatorem pojawiajacym si¢ w wyniku wykonania transformacji HS, tj.:
e (@ (1), gdyz operator W,(o) zalezy tylko od lokalnej gestoSci czastek tzn.: W,(o) =

> f(opn,(ry), patrz wzory (3.125) i (3.131). Operacja zatem przyjmuje postac:
e—AT 2 f(tfj)ﬁ,z(l’j)(pri(r) — e_ATf(Ui)(,Dri(l‘). (4'1)

Problem natomiast stanowi wykonanie operacji Tk ¢r,(r). Standardowo stosowane podejscie
polega na przyblizeniu operatora rézniczkowania wystepujacego w czlonie kinetycznym za
pomocg formutly tréjpunktowe;j:

o+ D)+ plx = D) = 20(x).

Vi(x) = 5

4.2)

Uzycie formuly tréjpunktowej wprowadza btad systematyczny do obliczen, gdyz prowadzi do
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Rysunek 4.1: Niebieska linia przedstawia relacje dyspersyjng &(p) = p*/2m dla p < pey. Ob-
szar ograniczony przez linie przerywane przedstawia relacje dyspersyjng otrzymang w wyniku
zastosowania formutly tréjpunktowej, wzor (4.3). Relacja ta nie jest sferycznie-symetryczna co
prowadzi do réznych krzywych, lezacych w zakreslonym obszarze, w zaleznosci od kierunku

wektora pedu p. Rysunek z publikacji [39].
relacji dyspersyjne;j:
1

&) = —5 |3 = cos(p.1) = cos(pyl) - cos(p.D)| . (4.3)
Jest ona dobrym przyblizeniem relacji dyspersyjnej e(p) = p*/2m tylko dla pedéw p < peu/2.
Co wigcej, relacja dyspersyjna (4.3) nie jest sferycznie-symetryczna, patrz rysunek 4.1. W celu
wyeliminowania btedu systematycznego, wprowadzanego przez formule tréjpunktowa, wyko-
rzystaliSmy dodatkowo sie¢ odwrotna, czyli reprezentacje pedowa sieci (funkcje wtasne ope-

ratora pedu {¢p, }) [185]. W takim przypadku wykonanie operacji e‘%legopk(r) staje si¢ bardzo

proste:

e 5o, (r) = exp [—A—T (_pﬁ —,U) @p, (1) (4.4)
pi (T) = E , pi.(T)- :
2 ~ 2m

Rozwiazanie to wprowadza dodatkowy koszt numeryczny, gdyz aby znalez¢ elementy macie-

rzowe operatora U:
At ¢ ~ At ¢ At ¢ ~ At ¢
(o lUATDIpr) = (pyy le™ KM TK 7T KT On) o= TR g, (4.5)

musimy dokonywa¢ wielokrotnej zmiany bazy {¢,} © {¢p, }. Do zmiany bazy wykorzysta-
liSmy darmowa bibliotek¢ FFTW [186]. Dodatkowo, w przestrzeni pedéw wprowadziliSmy

sferycznie-symetryczny ped obciecia, co pozwolito nam na wykorzystanie metody obliczania
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Rysunek 4.2: Schematyczne przedstawienie wykorzystanych sieci. A) reprezentacja potoze-
niowa sieci o statej sieci / i rozmiarze L = Ngl. Sie¢ ta wykorzystywana jest do wykonania
operacji e 1™1@ g, (r). B) reprezentacja pedowa sieci (sie¢ odwrotna). Siec ta wykorzystywana

K op, (r). Dla uproszczenia analizy wprowadziliSmy sferycznie-

jest do wykonania operacji e T

symetryczny ped obcigcia p.,. Zmiang reprezentacji wykonujemy za pomoca szybkiej trans-

formaty Furiera.

parametrOw rozpraszania na sieci, opisanej w podrozdziale 3.3. Wykorzystane sieci w sposéb

schematyczny zostaly przedstawione na rysunku 4.2.

Istnienie sieci o skoficzonym wymiarze skutkuje istnieniem skoriczonej liczby stanéw jed-
noczgstkowych, a co za tym idzie istnieniem maksymalnej iloSci czastek jaka mozemy za-
symulowaé¢ w zadanym pudle. [1o$¢ czastek N dobieramy w taki sposéb aby odpowiadajacy
ped Fermiego pr(N) = (3n*N/V)'? byt znaczaco mniejszy od obciecia nadfioletowego oraz
znaczaco wigkszy od obcigcia podczerwonego tzn.: pp(N) < pey oraz pr(N) > 2n/L. Do-
datkowo zadamy aby dla kazdej badanej temperatury prawdopodobiefistwo obsadzenia stanu
jednoczastkowego o pedzie p., bylo zaniedbywalnie male tzn.: n(p.y,) = 0. W praktycznych
zastosowaniach opisane powyzej warunki prowadzg do wniosku, ze poprawnie mozemy za-
symulowaé uktad o liczbie czastek N ~ 50 dla sieci Ny = 8 oraz N =~ 100 dla sieci N, = 10,
w zakresie temperatur 7' < 1.0 eg. Liczba czastek sterujemy poprzez zmiang¢ wartosci poten-

cjalu chemicznego wu.
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4.1.2 Wybér stalych sprzezenia oddzialywania
Zimne gazy atomowe

Do symulacji zimnych gazéw atomowych wykorzystano model Hubbarda dany wzorem (3.117).
Stala sprzgzenia gy dobraliSmy w taki sposéb aby poprawnie odtwarzaé zadang diugos¢ roz-
praszania, wykorzystujac zaleznos$¢é (3.110). Mase czastki przyjeliSmy réwna m = 1lu™!, gdzie
u jest jednostka w jakich wyrazamy stalg sieci /. Granic¢ unitarng zrealizowaliSmy poprzez
wybor statej sprzezenia gy w taki sposéb aby odpowiadajgca jej dlugos¢ rozpraszania byta
réwna nieskonczonosSci, wzér (3.112). Nalezy jednak pamietac, ze wskutek istnienia skoriczo-
nej wartosci statej sieci, generowany jest niezerowy zasi¢g efektywny, ktory w tym przypadku

. 4
WYNOSI refr = — U = 0.4 u.
T

Rozrzedzona materia neutronowa

Do symulacji rozrzedzonej materii neutronowej wykorzystano rozszerzony model Hubbarda
dany wzorem (3.126), gdzie gy = 6g;. Parametry modelu g; oraz / dobraliSmy w taki spo-
sOb aby poprawnie odtwarza¢ parametry niskoenergetycznego rozpraszania neutron-neutron w

fali s. Dtugo$¢ rozpraszania i zasieg efektywny przyjeliSmy za réwne:
a=-18.51fm, Tegr = 2.8 fm. (4.6)

Aby powiazaé parametry oddzialywania z parametrami rozpraszania wykorzystaliSmy wzory
(3.96) - (3.98) oraz (3.102). Sumowanie szeregu (3.96) wykonaliSmy numerycznie. Mase
neutronu przyjeliSmy za réwna m = 939 MeV. W wyniku obliczen otrzymaliSmy, ze parametry

modelu wynoszg odpowiednio:
g1 = —0.46 fm?, [ =3.21fm. 4.7)

Dla tego zestawu parametréw rozwigzaliSmy numerycznie uktad réwnan (3.130) dla k = 7,
znajdujac w ten sposob wartosci pola sigma 2y = {0y, ..., 0%}, wstepujace w zaproponowanej

transformacie HS.

4.1.3 Dokladnos¢ wyznaczania wartoSci oczekiwanych

W przypadku dyskretnej transformacji pole {o} jest wektorem o wymiarze dim{o} = N, X

N? x d, gdzie kazda wspétrzedna przyjmuje wartosci z dyskretnego zbioru. Stata d = 1 w
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przypadku obliczefi dla zimnych gazéw atomowych oraz d = 1 4+ 6 = 7 dla rozrzedzonej
materii neutronowej (dodatkowy czynnik 6 jest wynikiem uwzglednienia oddzialywania z naj-
blizszymi sgsiadami). Catka wielowymiarowa wystepujaca w wyrazeniu (3.27) staje si¢ suma
wielowymiarowa. Jest oczywiste, ze sumowania tego nie mozna wykonaé¢ wprost. Sumowa-
nie wykonaliSmy za pomoca metody Monte Carlo z probkowaniem wazonym. Do generacji
punktéw z rozkladu P({o'}) wykorzystaliSmy standardowy algorytm Metropolisa. W kazdym
kroku Monte Carlo nowa konfiguracja pola {o},,; byla generowana na podstawie biezacej
konfiguracji pola {0}, poprzez zmian¢ € - dim{o} (¢ < 1) losowo wybranych wspétrzednych
wektora {0}, gdzie € bylo dynamicznie ustalane w taki sposéb, aby otrzymac wspétczynnik
akceptacji @y =~ 0.5,

Jako estymator wyniku catkowania, wykorzystaliSmy formute [155]:

_ 1 &
f Do Pohf (o)) ~ F* = = 3 flok). (4.8)
i=1
gdzie N konfiguracji pola {0'}(1P U {0'}55) wylosowanych jest z rozktadu P({c}), f reprezentu-

je wyznaczang wielko$¢ fizyczng. Niepewnos$¢ oszacowania wartos$ci oczekiwanej rozwazanej

wielkosci fizycznej f wynosi:

o) 0))]
N \/RO (1425, R)

N , 4.9)
gdzie Réf ) jest wariancja rozwazanej wielkosci fizycznej f i wynosi:
1 < 2
R =5 D (U =77) (4.10)
i=1
Rl(cf ) jest wspotczynnikiem autokorelacji proby rzedu k:
1 N—k
) _ (P)y _ F(P) P)y _ £(P)
R = a5 Z} (£t = FO) (FoD = 7). @.11)

Wariancja R(()f ' oraz wsp6lczynniki autokorelacji R,(Cf ) sq rozne dla réznych wielkoSci fizycz-
nych f. W celu zredukowania niepewno$ci oszacowania przy obliczaniu wartosci Sredniej

wykorzystano tylko co ngip-ty element wygenerowanego za pomocg algorytmu Metropolisa

(P) {O'}(P)

tancucha {o}| 5 s

.. (tzw. tancuch Markowa). Zabieg ten zmniejsza autokorelacje R wy-

stepujace we wzorze (4.9). WartoS¢ ng, ustalono dla kazdych obliczen z osobna kierujac si¢

"Wspétczynnik akceptacji @y zdefiniowany jest jako: e = %, gdzie N jest liczba wylosowanych prébek,

ktére zostaly zaakceptowane przez warunek Metropolisa, M jest liczbg wszystkich losowarn.
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kryterium: R < 0.1, gdzie E,, oznacza energi¢ catkowita. Zauwazmy, ze taki wybor nggp
nie zapewnia, ze autokorelacje elementéw tarficucha beda mate dla wszystkich pozostatych
wielkosci fizycznych, wyznaczanych w symulacji Monte Carlo. W praktycznych obliczeniach
Nsip Przyjmowato wartosci z zakresu 200 — 600.

Rozmiar préby N, wykorzystany do usSredniania we wzorze (4.8), byl wybierany w taki
sposéb, aby niepewno$¢ oszacowania dla kazdej badanej wielkosci fizycznej byla mniejsza

niz 5% estymowanej wartosci, tzn.:
Af/Ifl < 0.05. (4.12)

W praktycznych obliczeniach wymagalo to wygenerowania proby o rozmiarze z przedziatlu
2000 — 10000.

Poprawne wyznaczenie wartoSci N, jest najtrudniejszym zadaniem. Parametr ten okresla
wielkos¢ btedu systematycznego wprowadzanego do obliczenn wskutek wykorzystania fakto-
ryzacji Trottera. Blad ten jest rzedu O(47?), gdzie At = B/N,, patrz réwnanie (3.8). Parametr
N; ma decydujacy wplyw na czas trwania obliczen Monte Carlo. Zbyt duza wartoS$¢ tego
parametru prowadzi do nieakceptowalnych czaséw obliczen. W praktycznych obliczeniach
maksymalna warto$¢ N, dla ktérej mogliSmy wykonac¢ obliczenia wynosita N, ~ 2500.

W celu wyznaczenia ,,optymalnej” wartoSci N,, lub réwnowaznego mu parametru At,
skonstruowaliSmy program numeryczny, ktéry oblicza warto$¢ oczekiwang dowolnego ope-
ratora O w sposéb dokladny dla przypadku gdy pe. jest wybrane w taki sposéb aby sieé
odwrotna sktadata si¢ tylko ze stanéw o pedzie p = 0 (1 stan) i p = 2n/L (6 stanéw).
Wtedy, odpowiadajaca przestrzefi Focka ma wymiar 2! (2!*¢ dla kazdego spinu) i §lady
Tr {exp[—,B(PI —uN )]} oraz Tr {0 exp[-B(H — uN )]} mozna obliczy¢ wprost, znajdujac war-
toSci wlasne 1 wektory wlasne hamiltonianu. Warto$¢ parametru N, otrzymano zadajac aby
wynik dokladny £V byt zgodny z wynikiem symulacji Monte Carlo dla tak samo utworzo-
nej sieci odwrotnej, w ramach otrzymanej niepewnosci, tzn.: f© e (f — Af, f + Af), dla
kazdej rozwazanej wielkosci fizycznej. Dodatkowo zadamy aby zgodnos$¢ ta byfa niezalezna
od liczby probek Monte Carlo N. Zauwazmy, ze tego rodzaju sprawdzenie dostarcza dodatko-
wo bardzo silnego testu na poprawnos$¢ implementacji algorytmu. Przyktadowy wynik testu
przedstawia tabela 4.1.

W wyniku licznie przeprowadzonych testow ustaliliSmy, ze wartoS¢ At powinna wynosi¢
dla modelu Hubbarda (obliczenia dla zimnych gazéw atomowych) 47 < 0.01, natomiast dla

rozszerzonego modelu Hubbarda (obliczenia dla rozrzedzonej materii neutronowej) A7 < 0.1.
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Wielkos¢ Wynik Wynik

fizyczna doktadny = Monte Carlo
(T)/Ex, 0.31 0.31 +0.01
(VY/E, ~0.084  —0.086 + 0.003
(H)/Eq, 0.23 0.23 +0.01
(N) 5.49 540 +0.17
n(p = 0) 0.80 0.79 + 0.02
n(p =) 0.32 0.32+0.01

Fe(p=00dr 1194  1201£038
e p=2mrdr 1319  1315+041

Tabela 4.1: Poréwnanie wynikéw doktadnych z wynikami Monte Carlo dla przestrzeni pe-
déw ograniczonej do 7 najnizszych stanéw. Obliczenia wykonano dla rozszerzonego modelu
Hubbarda z parametrami danymi przez wzory (4.7). Kolejne wielkosci fizyczne to warto$¢
oczekiwana: energii kinetycznej, energii potencjalnej, energii catkowitej, n(p) prawdopodo-
biefistwa obsadzenia stanu o pedzie p, calka z propagatora w czasie urojonym. Obliczenia
wykonano dla 7' = 0.6 g, it = 0.42 &g, N = 373 (47 = 0.075), Ny = 4. Liczba uzytych prébek
do usredniania wynosi N = 1000. We wszystkich przypadkach wynik doktadny znajduje sie

w ramach niepewno$ci oszacowania Monte Carlo.

Faczac to z informacjg, Zze maksymalna warto§¢ N, dla ktérej czasy obliczen sg akcepto-
walne wynosi N, =~ 2500 otrzymujemy, ze minimalne temperatury dla ktérych mozliwe byto
wykonanie w praktyce obliczefi wynosza 7 = 0.1 &r dla zimnych gazéw atomowych oraz
T = 0.06 e dla rozrzedzonej materii neutronowe;j.

W przypadku obliczen dla niskich temperatur w celu zapewnienia zbieznosci algorytmu,
wymagane bylo zastosowanie specjalnej procedury mnozenia duzej iloSci macierzy. Procedura

ta zostata doktadnie opisana w dodatku 4.3.

4.2 Zimne gazy atomowe

W podrozdziale 1.3 przedstawiono przeglad dotychczas poznanych wiasciwosci fizycznych
gazéw atomowych, znajdujacych si¢ w réznych rezimach. Ze wzgledu na fakt, ze gaz atoméw

znajdujacy sie¢ w tzw. granicy unitarnej posiada uniwersalne wiasciwosci (patrz podrozdziat
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1.3.3) nasza uwage skupiliSmy gléwnie na tym szczegélnym przypadku. Dodatkowo wyko-
naliSmy obliczenia dla przypadkéw lezacych blisko granicy unitarnej (rezim unitarny), tzn.:
1/pra € (-0.2,0.2). Ograniczenie si¢ tylko do tych przypadkéw jest uzasadnione gdyz tyl-
ko rezim unitarny wymaga wykonania w pelni nieperturbacyjnych obliczen. W przypadku
reziméw BCS 1 BEC nie jest wymagane wykorzystywanie kosztownej numerycznie metody
Monte Carlo, gdyz mozna skorzysta¢ z przedstawionych w rozdziale 1 metod przyblizonych.

Podsumowujgc biezacq wiedze dotyczacag gazéw atomdéw znajdujgcych sie¢ w rezimie uni-

tarnym, do najwazniejszych zbadanych wielkoSci nalezg:

1. réwnanie stanu w funkcji temperatury,

2. entropia w funkcji temperatury,

3. temperatura przejScia fazowego pomiedzy stanem nadcieklym i normalnym.

WielkoSci te zostaly wyznaczone z zadowalajgcg doktadno$cig zaréwno eksperymentalnie
[54, 57, 187] jak i teoretycznie [34, 35, 39, 188].

Pomimo wielkiego wysitku wlozonego w badania, zaréwno od strony teoretycznej jak
i eksperymentalnej, wiele fundamentalnych wlasciwosci pozostaje nieznanych. Wiasciwosci
charakteryzujace nadciekto$é, takie jak rozmiar szczeliny energetycznej oraz jej ewolucja
w funkcji temperatury bez watpienia mozna zaliczy¢ do najwazniejszych wlasciwosci, kto-
re wymagajg zbadania. Z tego powodu, prezentowane wyniki beda dotyczyly gitéwnie tych
wielkosci. Opracowanie metodologii badan dajacej wiarygodne wyniki oraz nast¢pnie prak-
tyczne wykonanie badaf, ktére dostarcza odpowiedzi na wyzej postawione pytania stanowig

najwazniejszy element rozprawy.

4.2.1 Granica unitarna

W celu zbadania wlasciwosci nadcieklych uktadu, bedacego w granicy unitarnej wyznaczy-
liSmy zachowanie si¢ szczeliny energetycznej w funkcji temperatury. Szczeline energetyczng
mozna wyznaczy¢ na podstawie informacji zawartej w funkcji spektralnej A(p,w). W tym
celu za pomocg metody Monte Carlo obliczyliSmy doktadnie temperaturowg funkcje Greena
G=(p,1;) dla 51 r6znych wartosci 7; € [0,8], i = 0,1,...,n, = 50. Obliczenia wykonaliSmy
dla temperatur z zakresu 0.10er < T < 0.30 gp. Zakres ten zawiera temperature krytyczna

przejscia fazowego, ktéra dla granicy unitarnej wynosi 7, =~ 0.15¢&g [35, 39]. W zakresie
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tym znajduje si¢ rowniez temperatura 7 ~ 0.23 g, ponize]j ktdérej rownanie stanu wykazuje
odstepstwo od odpowiednio przesuni¢tej krzywej, opisujacej energie nieoddzialujacego gazu
Fermiego, patrz podrozdziat 1.3. Do obliczert wykorzystano sie¢ o rozmiarze N, = 8. Poten-
cjal chemiczny u dobrano w taki sposéb aby otrzymac liczbe czastek z przedziatu 50 — 55.
Dla kazdej rozwazanej temperatury wygenerowaliSmy od 6000 do 10000 prébek, otrzymu-
jac niepewnoS$¢ statystyczng oszacowania propagatora mniejszg niz 5%, tzn.: AG/G < 0.05.
Btad systematyczny, wynikajacy z wykorzystania sieci o rozmiarze Ny = 8 jak réwniez z fak-
tu, ze wykorzystane oddzialywanie nie opisuje w pelni poprawnie granicy unitarnej (zasieg
efektywny oddzialywania wynosi rer = 4/mpoy =~ 0.4u) zostal oszacowany na okoto 10%

estymowanych wartosci.

Funkcje spektralng A(p, w) obliczyliSmy wykonujac przedtuzenie analityczne propagatora
G=(p,7;) z osi czaséw urojonych do czaséw rzeczywistych, rozwigzujac réwnanie (3.137).
Operacje te wykonaliSmy wykorzystujagc dwie niezalezne metody: podejScie oparte o rozktad
SVD jadra réwnania catkowego (patrz podrozdzial 3.5.1) oraz metode maksymalnej entropii
(patrz podrozdziat 3.5.2). Z uwagi na fakt, ze wyznaczenie funkcji spektralnej na podstawie
temperaturowej funkcji Greena jest problemem Zle postawionym z matematycznego punktu
widzenia, wykonaliSmy doktadne sprawdzenie stabilnoSci rozwigzania ze wzgledu na parame-

try kazdego z algorytmoéw.

W przypadku metody SVD wykorzystaliSmy wariant z uwzglednieniem dodatkowych wie-
z6w narzuconych na rozwigzanie, patrz rownanie (3.157). Jako dodatkowe wigzy wybraliSmy
réwnania (3.133). Wolnymi parametrami algorytmu sg parametry a i b okreslajgce funkcje
wsparcia S(w, a,b), réwnanie (3.156). W wyniku przeprowadzonych badan numerycznych
stwierdziliSmy, ze zmiana funkcji wsparcia nie zmienia znaczaco koncowego wyniku pod wa-
runkiem, 7e a < dagiy 1 b > b, gdzie acy 1 by zaleza od temperatury 7 1 pedu p. Jest to
zrozumiale, gdyz funkcja wsparcia dostarcza informacji o obszarze gdzie funkcja spektralna
jest istotnie r6zna do zera. Wybor zbyt matych wartosci a 1 b powoduje, ze dostarczona in-
formacja a priori jest bledna. Aby zniwelowaé wptyw funkcji wsparcia na koncowy wynik,
dla kazdego przypadku wykonano obliczenia z 50 losowo wybranymi funkcjami wsparcia,
tzw. ,,préba bootstrap”. Koficowy wynik powstal poprzez usrednienie wynikow czastkowych.
Rysunek 4.3 przedstawia funkcje spektralne otrzymane dla kilku réznych funkcji wsparcia.
Obliczenia wykonano dla 7 = 0.10 &g, p = pr. Wyraznie widoczna jest obecnos$¢ szczeliny

energetycznej dla tej temperatury.
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Rysunek 4.3: Przyktadowe funkcje spektralne A(p, w) otrzymane dla kilku réznych funkcji
wsparcia S(w, a, b). Obliczenia wykonano dla 7 = 0.10&g, p ~ pg. Otrzymane wyniki nie
wykazuja znaczacych réznic. We wszystkich przypadkach wyraznie widoczna jest obecnosé
szczeliny energetycznej tj. funkcja spektralna znika dla (w — w)/ep = 0. Wynik koncowy

powstaje poprzez usrednienie wynikéw czastkowych.

W przypadku metody maksymalnej entropii, parametrami algorytmu s3: model domySlny
M(w) oraz parametr « kontrolujacy wzgledng wazno$¢ pomigdzy informacija a priori a infor-
macja pochodzacg z danych, patrz réwnanie (3.171). Za model domyslny M(w) przyjeliSmy

sum¢ dwdch rozktadéw normalnych:

(4.13)

(-0 (=AY )

1
Mw) = — (e w2 e 27
c

gdzie ¢ = f_ Z:o M(w)dw, 1 A s3 parametrami okreslajacymi polozenie maksiméw, o para-
metrem okres§lajacym szeroko$¢ rozktadéw normalnych. Wybo6r modelu domysSlnego w takie;j
formie jest uzasadniony na podstawie wynikow otrzymanych za pomoca metody SVD. Zmien-
ne A i o traktowane sg jako parametry algorytmu. Zmienna y dobierana jest w taki sposob
aby spetniony byt wigz (3.134). Licznie przeprowadzone testy numeryczne pokazuja, ze roz-
wigzanie generowane przez metode maksymalnej entropii jest stabilne ze wzgledu na wariacje
modelu domySlnego (tj. parametry A i o) i parametr o przy zalozeniu, ze AG*a > 0.3. Rysu-
nek 4.4 przedstawia wynik otrzymany za pomocg metody maksymalnej entropii dla przypadku
T =0.10¢g, p = pg. Otrzymana funkcja spektralna jest bardzo podobna do rozwigzania ge-
nerowanego przez metode SVD.

Ostatnim krokiem jest test, polegajacy na poréwnaniu rozwigzan generowanego przez obie

metody. W celu wyciggniecia wnioskow fizycznych, akceptujemy tylko te rozwigzania, ktore
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Rysunek 4.4: Wynik dzialania metody maksymalnej entropii. Obliczenia wykonano dla
T = 0.10&g, p = pg. Linia przerywana przedstawia model domyslny M,(w). Linia ciagla
,samouzgodniong” funkcje spektralng. Podobnie jak dla metody SVD, wyraznie widoczna

jest obecno$¢ szczeliny energetycznej dla tej temperatury.

sq ze sobg zgodne. Za zgodne rozwigzania uznajemy takie, ktore:
1. nie r6znig si¢ w sposob jakoSciowy, tzn. porownywane funkcje spektralne posiadaja ta
samg liczbe maksiméw i miniméw,

2. maksima i minima poréwnywanych funkcji spektralnych umiejscowione sa w tych sa-

(SVD) __ , (MaxEnt)
mych punktach, tzn. W amin = ©max/min -

Zadaniem tej procedury jest minimalizacja prawdopodobiefistwa znalezienia ,,falszywego”
rozwigzania.

Rysunek 4.5 przedstawia funkcje spektralne A(p, w) dla 4 réznych temperatur: 7 = 0.10 g <
T.,, T =015 = T.,, T = 0.18¢g > T,, T = 0.20 gg. Otrzymane wyniki w spos6b jedno-
znaczny wskazuja na istnienie szczeliny energetycznej dla temperatur ponizej 7 =~ 0.20 gp.
Temperatura znikania szczeliny energetycznej 7™ jest istotnie wyzsza od temperatury przejscia
fazowego pomiedzy stanem nadcieklym a normalnym T,.

Na podstawie funkcji spektralnej mozliwe jest wyznaczenie energii wzbudzen kwazicza-
stek E(p), utozsamiajac je z potozeniem maksimum A(p, w) dla ustalonego p, patrz réwna-
nie (3.135). Rysunek 4.6 przedstawia wyznaczone w ten sposéb spektrum energii wzbudzen
kwaziczastek dla najmniejszej osiggalnej przez nas temperatury 7 = 0.10 gg. Dla poréwnania,
na tym samym wykresie umieszczono spektrum energii wzbudzen kwaziczastek obliczone za
pomocg metody Monte Carlo zdefiniowanej dla temperatury zera bezwzglednego [45]. Po-

réwnanie takie jest uzasadnione, gdyz zalezno$¢ temperaturowa réznych wielkosci fizycznych

105



(p/pF)

1 1
09 09
08 038
07 07
06 06
05 05
. 04 04
‘ 03 03
02 02

l 0.1 0.1

7] 0 2 4 5 0 0

(@- p,)JEF (@ - u.)/a

1 1
0.9 0.9
05 05
0.7 07
s 06
) 05 05
o4 0.4
K 03
02 02
‘ 0.1 0.1
] K] 0 1 2 3 a 0

(- yL)laF (w- p.)/EF

(p/pF)2

Rysunek 4.5: Funkcja spektralna A(p, w) dla czterech roznych temperatur: A) 7 = 0.10eg < T,
B)T =015eg = T, C) T =0.18¢ > T,, D) T = 0.20 g¢. Istnienie szczeliny energetycznej

jest wyraznie widoczne dla temperatur 7 < 0.20 &g.

jest staba dla T < T, co zostanie pokazane w dalszej czes$ci. Autorzy, J. Carlson i S. Reddy,
do wyznaczenia energii wzbudzen kwaziczastek wykorzystali calkowicie odmienne podejscie.

Energie wzbudzefi E(p) zostaly wyznaczone dla ustalonej gestosci za pomoca formuty:
1
E(p) = Ep(N + 1) = S[Eo(N) + Eo(N +2)], (4.14)

gdzie N jest parzyste. Ep(N +1) jest energia uktadu o N +1 czastkach, gdzie N czastek tworzy
pary Coopera oraz pozostala czastka znajduje si¢ w stanie o pedzie p. Eo(N) 1 Eo(N + 2) sa
odpowiednio energiami stanu podstawowego sktadajacego si¢ z N 1 N + 2 czastek. Bardzo
dobra zgodno$¢ otrzymanych wynikéw potwierdza poprawno$¢ naszego podejscia.

Doktadna analiza otrzymanych energii wzbudzeni kwaziczastek prowadzi do wniosku, ze
wszystkie badane przypadki mogg zosta¢ bardzo dobrze opisane za pomocg znanej z teorii

BCS formuty:

2 2
E(p):i\/( P +U—/,t) + A2, (4.15)
2m*
gdzie m* jest masag efektywna, U Srednim potencjatem jednoczagstkowym, A szczeling ener-
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Rysunek 4.6: Energie wzbudzen kwaziczastek E(p) otrzymane na podstawie funkcji spektral-
nej A(p, w) dla najnizszej osiagalnej przez nas temperatury 7" = 0.10 &g (niebieskie kwadraty),
er jest energig Fermiego, £(p) = % — u. Dla poréwnania na wykresie umieszczono spektrum
wzbudzen kwaziczastek obliczone za pomocg metody Monte Carlo przez J. Carlson i S. Red-
dy (czerwone kofa) [45]. Doskonata zgodno$¢ z wynikami dla 7 = 0 potwierdza poprawnos¢
naszego podejscia. Linia (niebieska) przedstawia wynik dopasowania relacji dyspersyjnej ty-
pu BCS, danej réwnaniem (4.15), ze wzgledu na parametry m*, U, A. Relacja typu BCS
jest w stanie poprawnie odtworzy¢ spektrum kwaziczastek dla kazdej rozwazanej przez nas

temperatury.

getyczng. Parametry m*, U, A sa funkcjami temperatury. Na rysunku 4.6 przedstawiono za
pomocg linii wynik dopasowania rownania (4.15) do otrzymanych energii wzbudzen kwazi-

czastek, ze wzgledu na parametry m*, U, A.

Rysunek 4.7 przedstawia parametry spektrum jednoczastkowego m*, U, A w funkcji tempe-
ratury. Masa efektywna m* oraz potencjat jednoczgstkowy U nie wykazuja istotnej zaleznosci
w funkcji temperatury, dla zakresu temperatur przez nas zbadanych. Otrzymana masa efek-
tywna nie jest istotnie rézna od ,,golej” masy czastki, co nie jest wynikiem zaskakujacym
z uwagi na fakt, ze zasi¢g efektywny oddzialywania jest pomijalny.

Najbardziej zaskakujace zachowanie w funkcji temperatury wykazuje szczelina energe-
tyczna A(T). Zgodnie z teoria BCS szczelina energetyczna powinna znika¢ w temperaturze
krytycznej przejscia fazowego, ktéra w tym przypadku wynosi 7. = 0.15 gg. Nasze wyniki

wskazujg jednoznacznie, ze szczelina energetyczna nadal istnieje powyzej temperatury kry-
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Rysunek 4.7: Parametry spektrum jednoczastkowego m* (romby), U (kota), A (kwadraty)
w funkcji temperatury, obliczone na podstawie otrzymanych funkcji spektralnych. Masa efek-
tywna m* oraz potencjal jednoczastkowy U nie wykazujg istotnej zaleznoSci od temperatury.
Otrzymane wyniki dla szczeliny energetycznej jednoznacznie wskazuja, Ze istnieje ona po-
wyzej temperatury krytycznej (7. = 0.15 gg), az do temperatury 7" ~ 0.20 . Linie: ciagla,
kreskowana 1 kropkowana odpowiadaja kolejno: szczelinie energetycznej, masie efektywne;j
1 potencjalowi jednoczastkowemu wyznaczonym przy zalozeniu, ze uklad mozna opisac za
pomocg modelu niezaleznych kwaziczastek, patrz réwnanie (4.17). Model taki poprawnie od-

twarza parametry spektrum jednoczastkowego dla temperatur 77 < 7.

tycznej, co najmniej do temperatury 7* =~ 0.20 ¢ [189]. Nie oznacza to jednakze, ze powyzej
T* szczelina energetyczna znika. Dla temperatur z przedzialu 7* < T < 0.25 ep, w zalezno-
Sci od ustawien algorytmu SVD, mozna otrzyma¢ funkcje spektralng, posiadajaca szczeline
energetyczng (rozwigzanie w postaci rozktadu dwumodalnego) jak réwniez nie posiadajaca
szczeliny energetycznej (rozwigzanie w postaci rozktadu jednomodalnego). Wynika to z fak-
tu, ze wartoSci propagatora sg obarczone skoficzonymi niepewnoS$ciami statystycznymi, ktére
nie pozwalaja nam na wyznaczenie subtelnych szczegdléw rozwigzania A(p, w). Z przeprowa-
dzonych testéw numerycznych wynika, ze przy otrzymanej przez nas doktadnosci oszacowania
AG minimalna warto$¢ szczeliny energetycznej, ktérag mozemy w sposéb jednoznaczny ziden-
tyfikowa¢ wynosi Ay, = 0.2...0.3 gg. Zatem rozsagdnym wydaje si¢ zatozy¢, ze szczelina

energetyczna znika dla temperatury charakterystycznej 7y ~ 0.23 gp. Zalozenie takie nada-
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Rysunek 4.8: Typowa ewolucja szczeliny energetycznej A(T) w funkcji temperatury dla nad-
przewodnikéw wysokotemperaturowych. Ponizej temperatury krytycznej 7. uktad znajduje si¢
w stanie nadprzewodzacym. Pomiedzy temperaturami 7, i 7" uktad nie jest nadprzewodzacy,
chociaz nadal istniejg pary Coopera, tzw. faza ,pseudoszczeliny”. Powyzej temperatury 7
pary Coopera przestaja istnie¢ 1 uktad przechodzi do stanu normalnego. Ay jest parametrem

porzadku opisujagcym nadprzewodnictwo. Teoria BCS zaklada, ze A(T) = Ay (7).

je wyrazne znaczenie temperaturze charakterystycznej 7y, ktorej sens fizyczny jak dotad byt
nieznany. W przeciwnym razie bedziemy zmuszeni zaakceptowac istnienie trzeciej charaktery-
stycznej temperatury (w ktorej znika przerwa energetyczna), co bedzie prowadzito do bardzo

dziwnej i niespotykanej w fizyce sytuacji.

Otrzymane wyniki wykazuja duze podobienstwo do wynikéw otrzymywanych w przy-
padku badan nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego, gdzie réwniez obserwuje si¢ istnie-
nie szczeliny energetyczne powyzej temperatury przejscia fazowego. Zwyczajowo szczeling
energetyczng powyzej T, okresla si¢ mianem ,,pseudoszczeliny” [190, 191]. Typowa ewolu-
cje szczeliny energetycznej A(T) w funkcji temperatury dla nadprzewodnikéw wysokotem-
peraturowych przedstawia rysunek 4.8. Nalezy dodaé, ze aktualnie nie istnieje teoria, ktéra

w sposob zadowalajacy wyjasniataby zjawisko nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego

[28, 192, 193, 194].

Biezaca wiedza dotyczaca fizyki nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego juz od kil-
ku lat sktaniata pewne grupy fizykéw do wniosku, ze zimny gaz atoméw znajdujacy si¢
w granicy unitarnej moze by¢ kolejnym przykiadem ukladu, gdzie wystepuje faza ,,pseu-
doszczeliny” [28, 117, 195, 196, 197, 198]. Dotychczas podjete proby eksperymentalnego
zbadania szczeliny energetycznej i jej ewolucji w funkcji temperatury, za pomocg technik

spektroskopii radiowej, nie dostarczyly jednoznacznych wynikéw potwierdzajacych tg hipo-
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A(T = 0)/er
Teoria (QMC) Carlson et al., [30] 0.54
Chang et al., [31] 0.59(2)
Carlson, Reddy [45] 0.50(2)
Gezerlis, Carlson [46] 0.50(3)
Bulgac et al., [39] 0.55
Magierski et al., [189] 0.55(4)
Dane eksperymentalne | Carlson, Reddy [43] 0.45(5)
+ model teoretyczny Schirotzek et al., [44] 0.44

Tabela 4.2: Poréwnanie oszacowan szczeliny energetycznej dla temperatury zera bezwzgled-
nego. Dla obliczen teoretycznych podano tylko wyniki otrzymane metoda Kwantowego Monte

Carlo (QMCO).

teze [199, 200, 201, 202]. Poczatkowa interpretacja otrzymanych danych wskazywata na
istnienie ,,pseudoszczeliny” w zbadanych ukladach [203, 204]. Jednak pdZniejsze badania
wykazaly, ze podane interpretacje sa niewiarygodne z powodu blednie przyjetych zatozen
[205, 206, 207, 208, 209, 210]. Aktualnie rozwaza si¢ wykorzystanie spektroskopii Bragga
w celu otrzymania bardziej jednoznacznych danych eksperymentalnych [211].

Z. powodu braku wiarygodnych technik, zaréwno teoretycznych jak i eksperymentalnych,
dotychczasowe badania ograniczaly sie jedynie do wyznaczenia szczeliny energetycznej dla
temperatury zera bezwzglednego Ay = A(T = 0). Ekstrapolacja naszych wynikéw do tem-
peratury zera bezwzglednego daje warto$¢ Ay = 0.55(4) eg. Warto$¢ ta jest konsystentna
z wynikami innych grup wykorzystujacych techniki Monte Carlo [30, 31, 39, 45, 46]. Podje-
to rowniez proby wyznaczenia szczeliny energetycznej Ay na podstawie istniejacych danych
doswiadczalnych. Warto§¢ wyznaczona na podstawie danych eksperymentalnych jest troche
nizsza od przewidywarn teoretycznych, A;”” ~ 0.45 &g [43, 44]. Nalezy jednak dodaé, ze ak-
tualnie szczelina energetyczna A nie jest wielkoScig, ktéra mozna zmierzy¢ bezpoSrednio.
Z tego powodu, w trakcie wyznaczania A;" zakladany jest pewien model teoretyczny, ktéry
moze by¢ przyczyng obserwowanej rozbieznosci. Poréwnanie aktualnie dostepnych wynikow
przedstawia tabela 4.2. Warto dodaé, ze gaz atomOw znajdujacy si¢ w granicy unitarnej jest
ukfadem ktdry posiada najwieksza szczeling energetyczng (mierzong w jednostkach energii

Fermiego) ze wszystkich poznanych dotychczas uktadéw fizycznych, Ay = 0.5 eg!
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Bardzo ciekawy wniosek otrzymujemy zauwazajac, ze dla gazu atoméw bedacego w gra-
nicy unitarnej, stosunek Ay/7T. ~ 3.66 jest ponad dwukrotnie wiekszy niz przewiduje to teoria
BCS (dla teorii BCS: AE)B ST, ~ 1.76, patrz rownanie (1.8)). Laczac to z faktem istnienia
,pseudoszczeliny” oraz wynikami otrzymanymi we wczeSniejszych pracach (zobacz np. [34])
wnioskujemy, ze gaz czgstek znajdujacych si¢ w granicy unitarnej nie jest nadprzewodnikiem
typu BCS, lecz nalezy go uzna¢ za nowy rodzaj nadprzewodnika o wilasciwosciach bardzo
podobnych do nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych.

Zaskakujacym jest, ze wyznaczone spektrum wzbudzen kwaziczastek na podstawie do-
ktadnej funkcji spektralnej, mozna poprawnie odtworzy¢ dla temperatur ponizej temperatury
krytycznej T < T, jesli zalozymy, ze system sklada si¢ z niezaleznych kwaziczastek (zatoze-
nie to stanowi istote teorii BCS). Przy takim zatozeniu funkcja spektralna przyjmuje bardzo
prosta postac: Aqp(p, w) = 2n6(w — E(p)), patrz wzor (3.135). Temperaturowa funkcja Greena

w takim modelu redukuje si¢ do postaci:

B e TE®
G (p,7) = —m- (4.16)

Aby wyznaczy¢ energie wzbudzen E(p) wykorzystaliSmy statyczng funkcje odpowiedzi y (p),

ktéra w tym przypadku moze zosta¢ tatwo obliczona:

1 FE®

L 417
E(p) #E® + 1 @17

el
@) = - fo dr G (p,7) =

Zatem, na podstawie obliczonej temperaturowej funkcji Greena (w ramach rachunku Monte
Carlo) mozna obliczy¢ funkcj¢ odpowiedzi y(p). Nastgpnie rozwiktujac rownanie (4.17) dla
kazdego pedu p, otrzymujemy spektrum wzbudzen kwaziczastek E(p). Otrzymane w ten spo-
sob spektrum energii E(p) okazuje si¢ by¢ bardzo dobrze parametryzowane za pomocg relacji
dyspersyjnej typu BCS danej réwnaniem (4.15), dla wszystkich rozwazanych temperatur. Wy-
znaczone parametry m”*, U 1 A, poprzez dopasowanie relacji typu BCS, zostaly zaznaczone
na rysunku 4.7 za pomocg linii. Widoczne jest, ze potencjat jednoczastkowy U i masa efek-
tywna m* sg dobrze odtwarzane za pomoca tego podejScia w calym rozwazanym przedziale
temperatur. Szczelina energetyczna jest natomiast poprawnie odtwarzana tylko dla temperatur

nizszych od temperatury przejScia fazowego 7.

4.2.2 Rezim unitarny

Obliczenia numeryczne dla rezimu unitarnego wykonali§my w podobny sposéb jak dla granicy

unitarnej, patrz poprzedni podrozdzial. Funkcje spektralne zostaty zrekonstruowane za pomoca
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Rysunek 4.9: Funkcja spektralna dla 7 = T, A) 1/ppa ~ —=0.2 (T, ~ 0.12 &), B) 1/pra ~ -0.1
(T. ~0.13¢g), C) 1/ppa =~ 0.1 (T, ~ 0.17 &), D) 1/ppa ~ 0.2, (T, =~ 0.19 &r). We wszystkich

przypadkach widoczne jest istnienie szczeliny energetycznej w temperaturze krytycznej 7.

metody SVD (z wyjatkiem kilku wybranych przypadkéw, gdzie dodatkowo wykorzystano
metode MaxEnt, w celu sprawdzenia zgodnosci wynikéw). Ewolucja szczeliny energetyczne;j
w funkcji temperatury zostata zbadana dla stalych sprzezenia z obszaru —0.2 < 1/pga < 0.2.
Zakres badanych temperatur wybrano w taki sposob aby zawarte w nim byly: temperatura

przejsScia fazowego T, oraz temperatura charakterystyczna 7.

Dla statych sprzg¢zenia 1/pra < —0.2 (strona BCS) poprawne wyznaczenie funkcji spektral-
nej poprzez wykonanie przedluzenia analitycznego staje si¢ niemozliwe. Wynika to z faktu, ze
gdy coraz bardziej zblizamy si¢ do rezimu BCS (1/pra — —o0) szczelina energetyczna staje
si¢ coraz mniejsza, natomiast metody SVD i1 maksymalnej entropii majg skoniczong rozdziel-
czo$¢. Wedlug naszych badan nie mozna za ich pomoca poprawnie zrekonstruowaé funkcji
spektralnej ze szczeling energetyczng mniejszg niz Ay, = 0.2 eg. Dodatkowo badania utrudnia
fakt, ze réwniez temperatura krytyczna staje si¢ coraz mniejsza, patrz rysunek 1.4. Z tego
powodu obliczenia nalezy wykonywac dla coraz nizszych temperatur co prowadzi do bardzo

dtugich czaséw obliczen.

Obliczenia dla dodatnich dtugosci rozpraszania (strona BEC) ograniczone sa przez skon-

112



pga=-5, T,=0.125¢e pga=-10, T.=0.135¢;

1.2 IR UL BLALELAL BLELRLELE BLELALELE BLELLELE BURLEL 1.2 IR UL BLALELAL BLELRLELE BLELALELE BLELLELE BURLEL
1 ;—,—§—9—f —f o ¥ - % —f
0.8 | . 0.8 [ T T .
i Aler —l— : i
0.6 | Uler —@— . 0.6
; m/m* —&— ] i
04 | ] 04 f
0.2 f . 0.2
0Ff i - . 0
0.2 F . -0.2
[ Q ]
04 ? . -0.4
0.6 Lot 06 ¢ :
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24
Tleg Tleg

Rysunek 4.10: Parametry spektrum jednoczastkowego m* (romby), U (kofa), A (kwadraty) w
funkcji temperatury, dla stalych sprz¢zenia gdzie 1/pra < O (strona BCS). Masa efektywna m*
oraz potencjat jednoczastkowy U nie wykazujg istotnej zaleznos$ci od temperatury. Otrzymane
wyniki dla szczeliny energetycznej wskazuja, ze istnieje ona powyzej temperatury krytycznej.
Linie: niebieska, bragzowa, czerwona, odpowiadaja kolejno: szczelinie energetycznej, masie
efektywnej i potencjatowi jednoczastkowemu wyznaczonym przy zatozeniu, ze uktad mozna

opisa¢ za pomocg modelu nieoddzialujacych kwaziczastek, patrz réwnanie (4.17).

czong wartoS¢ statej sieci /. Dla stalych sprzgzenia gdzie 1/pra > 0.2 sie€ staje si¢ niewystar-
czajaca aby poprawnie opisaé stany zwigzane (dimery), ktérych rozmiar staje si¢ poréwny-

walny ze stalg sieci.

We wszystkich zbadanych przypadkach dla stalych sprzezenia z przedziatu —0.2 < 1/pga <
0.2 stwierdziliSmy istnienie obszaru ,,pseudoszczeliny” powyzej temperatury krytycznej 7.
Rysunek 4.9 przedstawia otrzymane funkcje spektralne dla temperatury krytycznej, dla kilku

wybranych statych sprzezenia.

Dla statych sprzezenia gdzie 1/pra < O (strona BCS) znaleZliSmy, ze otrzymane na pod-
stawie funkcji spektralnej spektrum wzbudzer kwaziczastek mozna bardzo dobrze opisaé za

pomoca formuly typu BCS, réwnanie (4.15). Ponadto, podobnie jak miafo to miejsce dla
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Rysunek 4.11: Zalezno$¢ szczeliny energetycznej, dla najnizszych osiggnietych przez nas tem-
peratur (T < 0.1 gg), w funkcji statej sprzezenia. Dla poréwnania umieszczono réwniez wyniki
innych obliczen Monte Carlo, otrzymanych dla temperatury zera bezwzglednego: Chang et
al., [31], Gezerlis & Carlson [46], Carlson & Reddy [45]. Linia z lewej strony (granica BCS)

przedstawia przewidywania teorii BCS, réwnanie (1.8).

granicy unitarnej, dla temperatur ponizej temperatury krytycznej 7, parametry spektrum jed-
noczastkowego (m*, U, A) mozna z dobrg doktadnoscig odtworzy¢ zakladajac, ze ukfad sktada
si¢ z nieoddziatujacych kwaziczgstek, patrz rownania (4.16) i (4.17). Rysunek 4.10 przedstawia
parametry spektrum jednoczastkowego w funkcji temperatury dla dwoch wybranych statych

sprzezenia.

W celu wyznaczenia wartosSci szczeliny energetycznej Ay dla 7 — 0 wykorzystaliSmy
spostrzezenie, ze ,,model niezaleznych kwaziczastek” dobrze odtwarza te wielko$¢ w niskich
temperaturach, tj. 7 < 7.. W przeciwienistwie do metody opartej na funkcji spektralne;j,
w podejsciu tym nie wystepuje problem skoriczonej rozdzielczosci (nie rozwigzujemy réwna-
nia, ktére z matematycznego punktu widzenia jest Zle postawione). Z tego powodu, mozliwe
jest wykonanie obliczen dla szerszego zakresu statych sprzezenia. Zatozenie, ze wspomniany
powyzej model bedzie rowniez poprawnie odtwarzal parametry spektrum jednoczastkowego
dla statych sprzezenia 1/pra < —0.2 jest uzasadnione, gdyz wiadome jest, ze przyblizenie
niezaleznych kwaziczastek pracuje dobrze dla rezimu BCS. Rysunek 4.11 przedstawia zalez-
nos¢ szczeliny energetycznej, dla najnizszych osiggnigtych przez nas temperatur (7 < 0.1 gg),
w funkcji stalej sprzezenia. Jak nalezato si¢ spodziewal, wraz ze zblizaniem si¢ do rezimu

BCS (1/pra — —o0) szczelina energetyczna staje si¢ coraz blizsza przewidywaniu teorii BCS,
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Rysunek 4.12: Zalezno$¢ stosunku szczeliny energetycznej do temperatury krytycznej przejscia
fazowego A¢/T. w funkcji stalej sprzezenia (niebieskie kwadraty). Czerwona linia z lewej

strony przedstawia przewidywanie teorii BCS, ABBCS)/TC ~ 1.76.

rownanie (1.8). Dla poréwnania na wykresie umieszczono réwniez wyniki innych obliczen
Monte Carlo, otrzymanych dla temperatury zera bezwzglednego.

Warto réwniez dodad, ze dla duzych wartoSci dtugosci rozpraszania (co do modutu) stosu-
nek szczeliny energetycznej do temperatury krytycznej przejscia fazowego Ay/T. jest istotnie
wiekszy od wartoSci przewidywanej przez teori¢ BCS, AE)B T, ~ 1.76. Wraz ze zblizaniem
sie¢ do rezimu BCS, warto$¢ stosunku szczeliny energetycznej do temperatury krytycznej sta-
je sie coraz mniejsza, dazac do wyniku BCS. Rysunek 4.12 przedstawia wartoS¢ Ay/T,. dla
statych sprzezenia z przedziatu 1/pga € [-0.3,0.0].

Dla statych sprzg¢zenia, gdzie 1/pra > 0 (strona BEC) zauwazyliSmy, ze otrzymanych ener-
gii wzbudzen kwaziczgstek nie mozna poprawnie opisa¢ za pomocg relacji dyspersyjnej typu
BCS. Jest to zrozumiale, gdyz w ukladzie zaczynajg si¢ pojawiaé stany zwigzane (bozono-
we stopnie swobody). W konsekwencji wzbudzenia elementarne typu bozonowego (fonony
Bogoliubowa-Andersona), z liniowg relacja dyspersyjng w(p) = c,p, staja si¢ coraz bardziej
istotne. Z tego powodu, nie mozna okresli¢ parametréw spektrum jednoczgstkowego poprzez
wykonanie dopasowania energii wzbudzei do wzoru (4.15). Nadal jednak mozliwe jest wy-

znaczenie zaleznoSci szczeliny energetycznej w funkcji temperatury, korzystajac z przepisu:
A= rrgn[lE(P)l], (4.18)

gdzie E(p) sa energiami wzbudzen otrzymanymi na podstawie funkcji spektralne;j.
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Rysunek 4.13: Ewolucja szczeliny energetycznej dla dwéch wybranych statych sprzgzenia:
pra = 10 (kota) i pra = 5 (kwadraty). Temperatura przejsScia fazowego pomiedzy stanem
normalnym 1 nadcieklym dla tych uktadéw wynosi odpowiednio: 7, ~ 0.17gg 1 T, =~ 0.19 &
[39]. WyraZnie widoczne jest istnienie szczeliny energetycznej powyzej temperatury krytycz-
nej T.. Szczelina energetyczna utrzymuje si¢ az do temperatury 7° = 0.25 gg. Dodatkowo
na wykresie umieszczono wyniki obliczen Monte Carlo, otrzymanych dla temperatury zera

bezwzglednego, Chang et al. [31].

Rysunek 4.13 przedstawia ewolucje szczeliny energetycznej dla dwoch wybranych statych
sprzezenia: 1/pra = 0.1 1 1/ppa = 0.2. Dla uktadéw tych temperatury przejScia fazowego
pomiedzy stanem normalnym i nadcieklym wynoszg odpowiednio: 7. ~ 0.17gr 1 T, ~ 0.19 &
[39]. W obu przypadkach wyraznie widoczne jest istnienie szczeliny energetycznej powyzej
temperatury krytycznej. Szczelina energetyczna utrzymuje si¢ az do temperatury 7" = 0.25 gp.
Temperatura ta jest bardzo bliska temperaturze charakterystycznej Ty =~ 0.26 &g, ponizej ktorej
réwnanie stanu wykazuje odstgpstwo od odpowiednio przesuni¢tej krzywej, opisujacej energie
nieoddziatujacego gazu Fermiego, patrz rysunek 1.4. Potwierdza to nasza hipoteze, wysunigta
w poprzednim podrozdziale, ze temperatur¢ charakterystyczng Ty nalezy uznaé za temperature

powyzej ktoérej pary Coopera przestajg istniec.

4.3 Materia neutronowa

Obliczenia dla rozrzedzonej materii neutronowej wykonaliSmy wykorzystujac sieci N; =

6,8, 10. Liczbe czastek wybraliSmy w taki sposéb aby otrzymac gestos¢ p = 0.02 py, co od-
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Rysunek 4.14: Energia catkowita E i potencjal chemiczny u w funkcji temperatury dla roz-
rzedzonej materii neutronowej o gestosci pr =~ 0.45fm™' (p = 0.02p,). Kwadraty i kota
przedstawiajg odpowiednio wyniki otrzymane dla sieci o rozmiarach Ny = 8 1 Ny = 10. Tr¢j-
katy i odwrdcone tréjkaty, wskazujg wartoSci potencjalu chemicznego w funkcji temperatury
dla sieci Ny = 81 Ny = 10. Linia ciaggta przedstawia réwnanie stanu dla nieoddzialujgcego gazu
Fermiego o gestosci pp ~ 0.45fm™, przesunigte o stata wartosé & = 0.52 Er,. Rownanie to
poprawnie odtwarza dane dla temperatur 7 > 0.14 gg. Linie kreskowana i kropkowana przed-
stawiajg ekstrapolacje danych do temperatury zera bezwzglednego 7 = 0, odpowiednio dla
energii i potencjalu chemicznego. Kreskowany obszar przedstawia przedzial, w ktérym znaj-
duja sie wyniki dostepnych obliczen Monte Carlo dla rozwazanej gestoSci, dla temperatury

zera bezwzglednego.

powiada pedowi Fermiego pr ~ 0.45fm™' (90 MeV). Dla wybranej gestosci zaréwno dtugosé
rozpraszania jak 1 zasieg efektywny stajq si¢ istotnymi skalami problemu, gdyz |ppal =~ 8.3 > 1
oraz pgrer =~ 1.3 > 1. Z drugiej strony, gestoS¢ jest na tyle mata, ze wktady do oddziatywania
neutron-neutron pochodzgce od wyzszych fal parcjalnych niz fala s, jak i wklady zwigza-
ne z sitami tréjciatlowymi sa pomijalne w poréwnaniu z otrzymang przez nas doktadnoscig
obliczen [63, 64, 65]. Parametry oddziatlywania zostaly wybrane tak jak zostalo to opisa-
ne w podrozdziale 4.1.2. Obliczenia zostaly wykonane dla temperatur z zakresu od 0.06 g
(0.26 MeV) do 1.0 &g (4.3 MeV). Liczba probek Monte Carlo zostata dobrana w taki sposéb
aby btad wzgledny byl mniejszy niz 5% dla wszystkich rozwazanych wielkosci. Dla wszyst-
kich zbadanych temperatur otrzymane prawdopodobieristwo obsadzenia stanu o najwyzszym

dostepnym pedzie bylo ponizej 1%.
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Rysunek 4.14 przedstawia zachowanie energii catkowitej E i potencjalu chemicznego u
w funkcji temperatury, otrzymane dla dwoéch rozmiaréw sieci Ny = 8 i Ny = 10. Réwnanie
stanu dla temperatur 7 > 0.14 & jest bardzo dobrze odtwarzane przez zalezno$¢ tempera-
turowg energii nieoddziatujacego gazu Fermiego o tej samej gestoSci, przesuni¢ta o stalg
wartoS¢ & = 0.52 Ey,, gdzie Ep, = %NSF jest energia nieoddziatujgcego gazu Fermiego dla
T = 0. Ponizej temperatury 7 < 0.14 g obserwujemy odstepstwo réwnania stanu od zalezno-
Sci temperaturowej (przesunigtej) energii dla nieoddziatujacego gazu Fermiego. Odstgpstwo
to uwazamy za sygnatur¢ wystapienia przejScia fazowego. Warto réwniez zauwazy¢, ze dla
temperatur 7 < 0.10 ¢ potencjal chemiczny mozna uwazaé za staly. Otrzymane wyniki dla
réwnania stanu i potencjalu chemicznego wykazuja duze podobienistwo do wynikéw otrzyma-

nych dla granicy unitarnej, patrz rysunek 1.3.

W celu otrzymania energii stanu podstawowego wykonali§my ekstrapolacje danych do tem-
peratury zera bezwzglednego. W wyniku otrzymaliSmy, ze energia stanu podstawowego dla
rozrzedzonej materii neutronowej o gestosci pg ~ 0.45 fm™' przyjmuje wartos$é E/Es, = 0.46(2)
(E/N = 1.22(5) MeV). Odpowiadajacy jej potencjat chemiczny przyjmuje warto$¢ u = 0.41 &g
(1.8 MeV). Jak nalezato si¢ spodziewal, otrzymana przez nas energia stanu podstawowego
jest nizsza od wynikéw otrzymanych przez innych autoréw wykorzystujacych techniki Monte
Carlo, patrz rysunki 1.9 oraz 4.14. Wynika to z faktu, ze nasze podejScie daje w pelni nie-
perturbacyjny i nieograniczony zadnymi wiezami wynik, w przeciwienistwie do istniejacych
obliczenn Monte Carlo, ktére w istocie dajg wariacyjne oszacowanie (gérne ograniczenie) ener-
gii stanu podstawowego. Zaskakujgce jest natomiast, ze otrzymane oszacowanie energii stanu
podstawowego jest o okoto 20% — 40% nizsze niz wyniki innych obliczenn Monte Carlo dla

tej samej gestosci, co nalezy uzna¢ za duzg rozbieznosc.

W celu wyznaczenia temperatury krytycznej przejScia fazowego pomiedzy stanem nor-
malnym a nadciektym wykorzystaliSmy metode opartg na teorii skalowania dla uktadéw skon-
czonych, patrz podrozdziat 3.6. W tym celu za pomocga metody Monte Carlo wyznaczyliSmy
wspotczynnik kondensacji a dla trzech r6znych wielkoSci sieci, wzor (3.184). Otrzymane wy-
niki przedstawia rysunek 4.15. Wyniki dla sieci Ny = 6 znaczaca odstaja od wynikéw otrzy-
manych dla wigkszych sieci Ny = 8, 10. Wynika to z faktu, ze dla sieci Ny = 6 bok pudia L
jest niewystarczajacy aby poprawnie oszacowac warto$¢ graniczng lim,_, A(r). Uniemozliwia
nam to wykorzystanie w pelni procedury wyznaczania temperatury krytycznej 7. za pomoca

réownan (3.191) i (3.192), gdyz to wymaga poprawnego okreSlenia @ dla co najmniej trzech
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Rysunek 4.15: Wspoélczynnik kondensacji @ dla trzech roéznych wielkoSci sieci w funkcji
temperatury. Wyniki dla sieci Ny = 6 znaczgco odstajg od wynikéw otrzymanych dla wigkszych
sieci Ny = 8, 10. Wynika to z faktu, ze dla sieci Ny = 6 bok pudta L jest niewystarczajacy aby
poprawnie oszacowaé wartoS¢ graniczng lim,_,., h(r) = a@. Wewngtrzny wykres przedstawia
przeskalowany wspétczynnik kondensacji otrzymany dla sieci Ny = 8 1 Ny = 10. Wsp6trzedne

punktu przeciecia okreslajg temperature krytyczna, 7. ~ 0.09 gg.

réznych rozmiaréw sieci (obliczenia dla sieci Ny > 10 sg w praktyce niemozliwe do wykona-
nia, ze wzgledu na bardzo dlugie czasy obliczen). Z tego powodu aby okresli¢ temperaturg
krytyczng wykorzystaliSmy tylko dane dla sieci Ny = 8 i Ny = 10, tzn. za dobre oszacowa-
nie temperatury krytycznej 7. przyjeliSmy wspodtrzedne punktu przeciecia przeskalowanego
wspbtczynnika kondensacji L'*a, patrz rysunek 4.15 oraz dyskusja w podrozdziale 3.6.2.
Opierajac si¢ na naszych do§wiadczeniach uwazamy, ze wykorzystane rozmiary sieci sg wy-
starczajaco duze aby na ich podstawie okresli¢ temperature krytyczng z niepewnoscig wzgledng
mniejsza niz 20% (zastosowanie doktadnie takiej samej procedury do danych otrzymanych dla
zimnych gazéw atomowych prowadzi do okreSlenia 7. z bledem wzglednym mniejszym niz
10%). W wyniku zastosowania opisanej powyzej procedury dla rozrzedzonej materii neutro-
nowej o gestosci pr =~ 0.45fm™', otrzymalismy temperature krytyczna T, ~ 0.09 gp. Nalezy
zauwazyc, ze podobnie jak miato to miejsce dla rozrzedzonych gazéw atomowych, jest to tem-
peratura istotnie nizsza niz temperatura dla ktorej obserwujemy odstepstwo réwnania stanu od

zalezno$ci temperaturowej energii dla nieoddziatujagcego gazu Fermiego, 7. < Ty = 0.14 .

W celu zbadania ewolucji szczeliny energetycznej w funkcji temperatury, wyznaczono
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Rysunek 4.16: Funkcja spektralna dla rozrzedzonej materii neutronowej o gestoSci pg

045fm™", A) T ~ 0.06ep < T,, B) T ~ 008sp $ T, CO) T =~ 0.10eg 3 T., D) T

=~ ~

1

0.12eg > T.. Widoczne jest istnienie szczeliny energetycznej az do temperatury Kkrytycznej

T. = 0.09 gg.

funkcje spektralng A(p, w), w taki sam sposéb jak dla przypadku rezimu unitarnego. Wyniki
obliczeni dla czterech wybranych temperatur przedstawia rysunek 4.16. Otrzymane wyniki
wskazuja, ze szczelina energetyczna istnieje co najmniej do temperatury 7* = 0.10eg 2 7.
Powyzej temperatury 7 ~ 0.10 &g rozmiar szczeliny energetycznej spada ponizej mozliwosci
rozdzielczej zastosowanych metod, ktéra w tym przypadku zostata oszacowana na Ap;, =
0.2 ep. Z tego powodu, podobnie jak dla przypadku zimnych gazéw atomowych, nie jest

mozliwe doktadne zlokalizowanie temperatury znikania przerwy energetyczne;j.

Na podstawie otrzymanych funkcji spektralnych, wyznaczono spektrum wzbudzeri kwa-
ziczastek E(p), poprzez zlokalizowanie maksimum A(p, w) dla ustalonego p. Dla wszystkich
rozwazanych temperatur otrzymane w ten sposéb spektrum wzbudzen kwaziczastek mozna
opisa¢ za pomocy relacji typu BCS danej rownaniem (4.15), dopasowujac ja ze wzgledu na

parametry m*, U i A.

Rysunek 4.17 przedstawia otrzymane widmo wzbudzen kwaziczastek dla najnizszej roz-

wazanej temperatury 7 =~ 0.06 eg. Energie wzbudzen otrzymane dla tej temperatury bedziemy
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energie kwaziczastek otrzymane z A(p,w) ——
dopasowanie E(p): m*/m=1.29, A/sF=0.29, U/£F=-O.36

model niezaleznych kwaziczastek — — — = - s

E(p)/er

e(p)/eg

Rysunek 4.17: Energie wzbudzen kwaziczastek E(p) otrzymane na podstawie funkcji spek-
tralnej A(p, w), dla najnizszej osiggalnej przez nas temperatury 7 = 0.06 &g, dla rozrzedzone;j
materii neutronowej o gestosci pr =~ 0.45fm™" (czerwone kwadraty). e jest energia Fermiego,
e(p) = % — u. Linia ciagta (niebieska) przedstawia wynik dopasowania relacji dyspersyjnej
typu BCS, danej réwnaniem (4.15), ze wzgledu na parametry m*, U, A. Relacja typu BCS
jest w stanie poprawnie odtworzy¢ spektrum kwaziczastek dla kazdej rozwazanej przez nas
temperatury. Linia przerywana przedstawia energie wzbudzen kwaziczgstek otrzymane przy

zatozeniu, ze uktad sklada si¢ z niezaleznych kwaziczgstek.

traktowali jako dobre przyblizenie energii wzbudzen kwaziczastek dla temperatury zera bez-

9+0.22

wzglednego. Dopasowanie relacji typu BCS daje wartoSci parametrow: m*/m = 1.297 %,

Uler = —0.36(12) i Aler = 0.29%)0%. Zaskakujacym wynikiem jest duza warto$¢ masy efek-
tywnej, ktdra jest istotnie wigksza od masy ,,gotej” czastki, chociaz mamy do czynienia z ukta-
dem silnie rozrzedzonym. Drugim waznym spostrzezeniem jest, ze stosunek A/7T,. = 3.2 daje
warto$¢ okoto dwukrotnie wiekszg niz wynika to z teorii BCS, gdzie AgB T, ~ 1.76. Fi-
zycznie oznacza to, ze podobnie jak dla gazu atoméw w rezimie unitarnym, pojawiajacy si¢
stan nadciekly nie moze by¢ poprawnie opisany w ramach standardowej teorii BCS.

Na rysunku 4.18 przedstawiono poréwnanie wartoSci szczeliny energetycznej dla tempe-
ratury zera bezwzglednego otrzymane przez innych autoréw z naszym wynikiem. Dla przej-
rzystosci rysunku pozostawiono jedynie wyniki otrzymane za pomoca metody Monte Carlo

oraz teorii BCS. Otrzymany wynik bardzo dobrze zgadza si¢ z wynikami otrzymanymi przez

A. Gezerlisa i J. Carlsona [46], ktérzy réwniez wykorzystali efektywne oddzialywanie opisa-
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Rysunek 4.18: Szczelina energetyczna dla temperatury zera bezwzglednego w funkcji ge-
stosci. Poréwnanie wynikdw otrzymanych metodami Monte Carlo. Wyniki pochodzg z prac:
Gezerlis [46], Gandolfi [80]. Dla poréwnania dodane réwniez zostaly wyniki teorii BCS oraz
CFB/BCS [107] (baza funkcji skorelowanych, rozszerzenie teorii BCS). Linia kropkowana

przedstawia réwnanie A(kg) = 0.29 k2/2m.

ne za pomocg dwoch parametrow, tj. a 1 rg. Obliczenia uwzgledniajace wptyw pozostatych
kanaléw jak i sit tréjciatowych (S. Gandolfi et al., [80]) prowadza do wigkszej wartosci szcze-
liny energetycznej, niz warto$¢ wyznaczona przez nas. Nalezy jednak zauwazyC, ze w obu
przypadkach obliczenia byly obcigzone fermionowym problemem znaku. Z tego powodu nie

jest mozliwe jednoznaczne rozstrzygniecie przyczyny obserwowanych rozbieznosSci.

Podobnie jak dla rezimu unitarnego, wyznaczyliSmy energie wzbudzen kwaziczastek za-
ktadajac, ze uktad mozna opisa¢ jako uktad niezaleznych kwaziczastek, patrz réwnania (4.16)
i (4.17). Otrzymany w ten sposéb wynik odtwarza dobrze energie E(p) dla pedéw znajduja-
cych sie blisko powierzchni Fermiego, patrz linia przerywana na rysunku 4.17. Obserwowana
rozbiezno$¢ dla pedéw znajdujagcych sie daleko od powierzchni Fermiego wynika z mniej-
szej wartoSci masy efektywnej jakie generuje to podejscie, m*/m = 1.1. Wartosci pozostatych
dwodch parametréw, tj. szczelina energetyczna A 1 potencjat jednoczastkowy U nie zmieniaja

si¢ istotnie.

Rysunek 4.19 przedstawia ewolucje parametrow spektrum jednoczastkowego w funkcji
temperatury. Dla poréwnania za pomoca linii przedstawiono ewolucj¢ parametréw jednoczast-

kowych otrzymanych przy zalozeniu, ze uktad mozna opisa¢ jako uktad niezaleznych kwazi-
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Rysunek 4.19: Ewolucja parametréw spektrum jednoczastkowego: m* (romby), U (kofa),
A (kwadraty) w funkcji temperatury dla rozrzedzonej materii neutronowej o gesto$ci pg =
0.45 fm™'. Widoczne jest istnienie szczeliny energetycznej dla temperatur T < T... Linie ciagle
przedstawiajg kolejno od géry: mase efektywng, szczeling energetyczng i potencjat jednoczast-
kowy, wyznaczone przy zalozeniu, ze uktad mozna opisa¢ za pomoca modelu nieoddziatu-
jacych kwaziczgstek. Model taki poprawnie odtwarza parametry spektrum jednoczastkowego

dla temperatur 7' g T..

czastek. Model ten dobrze odtwarza ewolucje Sredniego potencjatu jednoczastkowego U jak
i masy efektywnej m* dla catego zbadanego obszaru temperatur (jedynie dla najnizszej tempe-
ratury, 7 =~ 0.06 er, masa efektywna nie jest odtwarzana w ramach oszacowanej niepewnosci).
Podobnie jak miato to miejsce dla gazu atoméw znajdujacych sie w granicy unitarnej (patrz
rysunek 4.7), ewolucja szczeliny energetycznej jest dobrze odtwarzana jedynie dla temperatur

T <T..

Poréwnanie naszych wynikéw z wynikami otrzymanymi dla przypadku zimnych gazéw
atomowych (r.sr — 0) dostarcza informacji o wptywie niezerowej wartosci zasiegu efektyw-
nego na koncowy rezultat. Na podstawie danych zawartych w publikacji [39] wnioskujemy,
ze efekty zwigzane z uwzglednieniem zasiegu efektywnego nie wptywaja istotnie nie warto$¢
energii stanu podstawowego (dla reyr — 0: EQ/Ey, ~ 0.45). Znaczacemu zmniejszeniu ule-
gaja natomiast wartosci szczeliny energetycznej i temperatury krytycznej przejscia fazowego
(dla rer — 0: AQ/gp ~ 041 i TV/ep ~ 0.13). Jednakze, stosunek AQ/T? ~ 3.2 pozosta-
je niezmieniony gdy zwigkszamy warto$¢ zasiggu efektywnego, do wartosci odpowiadajgce;j

oddziatywaniu neutron-neutron. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze w obu przypadkach obserwu-
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jemy istnienie drugiej charakterystycznej temperatury 7y > T,., ponizej ktérej obserwuje si¢
odstepstwo od (przesunietego) réwnania stanu doskonatego gazu Fermiego.

Najwickszy wplyw zasigg efektywny ma na warto$¢ masy efektywnej. Dla oddzialywania
kontaktowego otrzymujemy mase efektywng rowng masie ,,gotej” czastki (dla regs — 0: m*/m =
1.0), podczas gdy dla pgregs ~ 1.26 warto$¢ masy efektywnej wzrasta o 30% (dla rozrzedzonej
materii neutronowej o gestosci pr ~ 0.45fm™': m*/m ~ 1.3). Podobny efekt, tj.: wzrost masy
efektywnej dla rozrzedzonej materii neutronowej do wartosci znacznie wigkszej od masy
,»gotej” czastki, zostal ostatnio réwniez otrzymany w ramach efektywnej teorii pola [65].

Podsumowujac, z wyjatkiem zmian ilo§ciowych otrzymane wyniki nie wykazuja jakoscio-
wych zmian w poréwnaniu z przypadkiem oddzialywania o zerowym zasiegu efektywnym. Na
tej podstawie wyciggamy wniosek, ze fizyka opisujaca rozrzedzong materi¢ neutronowg jest
taka sama jak w przypadku zimnych gazéw atomowych [212]. W szczegdlnoSci spodziewamy
si¢ istnienia fazy ,,pseudoszczeliny”, podobnie jak ma to miejsce dla rezimu unitarnego. Z tego
powodu badania nad zimnymi gazami atomowymi moga nam dostarczy¢ wielu wartoSciowych

informacji o fizyce materii neutronowej w niskich gestosciach.
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Podsumowanie

W rozprawie przedstawiono wyniki doktadnych obliczen, ktére wykonaliSmy dla gazu zimnych
atoméw znajdujacych si¢ w rezimie unitarnym oraz dla rozrzedzonej materii neutronowe;j.
W celu wykonaniu doktadnych obliczen, ktére pozbawione sa niekontrolowanych przyblizen,
wykorzystaliSmy metode kwantowego Monte Carlo, zdefiniowang dla temperatur skoficzonych.

W przypadku obliczen dla zimnych gazéw atomowych, rozprawa ta stanowi kontynuacje
badan, ktére zostaly wykonane przez autoréw: A. Bulgac, J. Drut i P. Magierski [39]. Z tego
powodu badania skupily si¢ jedynie na zbadaniu, dotychczas nieznanych, wlasciwosci charakte-
ryzujacych stan nadciekly, ktory pojawia si¢ w niskich temperaturach. W tym celu opracowano
metodologie wyznaczania funkcji spektralnej poprzez wykonanie przedtuzenia analitycznego
temperaturowej funkcji Greena z osi czaséw urojonych do osi czasoéw rzeczywistych. Poniewaz
jest to problem numerycznie Zle uwarunkowany, wymagane byto wykorzystanie specjalnie za-
projektowanych do tego celu metod matematycznych: metody SVD oraz metody maksymalne;j
entropii. W wyniku licznie przeprowadzonych testéw numerycznych, z uzyciem autorskiego
oprogramowania, zidentyfikowano mozliwosSci rekonstrukcyjne wymienionych podejsé, ktore
okazaly si¢ by¢ wystarczajgce aby wyznaczy¢ z powodzeniem funkcje spektralng dla zimnych
gazéw atomowych w rezimie unitarnym.

Do najwazniejszych wynikéw jakie otrzymaliSmy dla gazu zimnych atoméw w rezimie

unitarnym zaliczamy:

1. Odkrycie istnienia tzw. fazy ,,pseudoszczeliny”, w ktorej uktad nie jest w stanie nad-
cieklym, pomimo ze nadal istnieja w nim pary Coopera (niezerowa wartoS¢ szczeliny

energetycznej).
2. Wyznaczenie ewolucji szczeliny energetycznej w funkcji temperatury.

3. Wyznaczenie w funkcji temperatury ewolucji pozostatych parametréw charakteryzuja-

cych widmo wzbudzen kwaziczastek, takich jak masa efektywna m*, Sredni potencjat
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jednoczastkowy U, dla statych sprz¢zenia 1/pra < 0.

4. Zidentyfikowanie, ze dla temperatur ponizej temperatury krytycznej przejScia fazowe-
go T., otrzymane parametry spektrum kwaziczastkowego (m*, U, A) mozna poprawnie

odtworzy¢ zakladajac, ze uktad mozna opisa¢ jako uklad niezaleznych kwaziczgstek.

Otrzymane wyniki oczekuja na weryfikacje eksperymentalng, ktéra powinna staé si¢ mozliwa
w najblizszych latach z uwagi na ogromny postep jaki caly czas dokonuje sie¢ w dziedzinie
putapkowania i1 chtodzenia rozrzedzonych gazéw atomowych.

Bez watpienia, odkrycie istnienia fazy ,,pseudoszczeliny” dla gazu zimnych atoméw beda-
cego w rezimie unitarnym, nalezy uzna¢ za najwazniejszy wynik tej rozprawy. L.aczac rezultat
ten z wynikami otrzymanymi we wczeSniejszych pracach (zobacz np. [34]) wnioskujemy, ze
gaz zimnych atoméw nie jest nadprzewodnikiem typu BCS lecz nalezy go uznaé za nowy
rodzaj nadprzewodnika o wiasciwoSciach bardzo podobnych do nadprzewodnikéw wysoko-
temperaturowych.

Duzym wyzwaniem bylo uogdlnienie wykorzystanej metody na przypadek oddziatywa-
nia ze skonczonym zasig¢giem efektywnym, w taki sposéb aby unikna¢ wprowadzenia do
problemu niekontrolowanego btedu. Cel ten zostal osiagniety, wykorzystujac szczegdlny przy-
padek rozszerzonego modelu Hubbarda dla ktérego skonstruowano dyskretng transformacje
Hubbarda-Stratonovicha, niezmiennicza ze wzgledu na odwrdcenie w czasie. Ta szczeg6lna
cecha zaproponowanej transformacji pozwolita na unikni¢cie fermionowego problemu znaku,
ktéry jak wiadomo dotyczy wigkszoSci uktadéw fermionowych. W konsekwencji mozliwe by-
fo wykonanie doktadnych obliczen, wolnych od niekontrolowanych biedéw. Zgodnie z wiedza
autora, nigdy wczes$niej nie wykonano takich obliczen dla oddziatywania przyciaggajacego ze
skoficzonym zasiggiem efektywnym.

Aby opracowane uogdélnienie metody Monte Carlo mozna byto zastosowac do rozrzedzone;j
materii neutronowej, wymagane bylo poprawne ustalenie stalych sprz¢zenia oddziatywania
w taki spos6b aby poprawnie odtwarza¢ niskoenergetyczne przesuniecia fazowe §;. W tym celu
opracowano autorskg metode wyznaczania statych sprzezenia oddziatywania, ktére w sposob
poprawny odtwarza warto$ci dtugoSci rozpraszania i zasiegu efektywnego w sytuacji, gdy
problem zdefiniowany jest na sieci.

Do najwazniejszych wynikéw jakie otrzymaliSmy dla rozrzedzonej materii neutronowe;j

o gestosci 0.003 fm™ zaliczamy:
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1. Wyznaczenie zaleznoSci energii catkowitej oraz potencjatu chemicznego w funkcji tem-

peratury.

2. Wyznaczenie temperatury krytycznej przejScia fazowego pomiedzy stanem normalnym

a nadciektym.

3. Wyznaczenie ewolucji w funkcji temperatury parametréw charakteryzujagcych widmo
wzbudzen kwaziczastek, tj. masy efektywnej m*, Sredniego potencjalu jednoczgstkowe-

go U 1 szczeliny energetycznej A.

Chociaz nie udato si¢ w sposéb jednoznaczny potwierdzi¢ istnienia fazy ,,pseudoszczeliny” dla
tego uktadu (z powodu niewystarczajacej zdolnosci rekonstrukcyjnej metod SVD 1 maksymal-
nej entropii), to otrzymane wyniki wskazuja, ze uktad ten réwniez nie jest nadprzewodnikiem
typu BCS. Swiadczy o tym otrzymana przez nas duza wartos¢ stosunku A/7, ~ 3.2, ktéra jest
okoto dwukrotnie wigksza niz wynika to z teorii BCS. Drugim argumentem potwierdzajacym
stuszno$¢ tej hipotezy jest brak jakoSciowych réznic w wynikach, w poréwnaniu z wynikami
otrzymanymi dla rezimu unitarnego, gdzie jednoznacznie stwierdzono istnienie fazy ,,pseu-
doszczeliny”. Wynik ten nalezy uzna¢ za wazny z uwagi na powszechnie panujgcy poglad
wsrdd fizykow jadrowych, ze stan nadciekty/nadprzewodzacy w uktadach jadrowych o matych
gestosciach mozna opisa¢ w ramach teorii BCS. Brak jakoSciowych réznic pomigdzy gazem
zimnych atoméw a rozrzedzong materig neutronowg jest réwniez rezultatem szczegdlnie intere-
sujacym, gdyz oznacza on, ze badania nad zimnymi gazami atomowymi mogg nam dostarczy¢

wielu wartoSciowych informacji o fizyce materii neutronowej w niskich gestoSciach.
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Stabilizacja algorytmu w niskich

temperaturach

Obliczenia Monte Carlo wymagaja wyznaczenia elementéw macierzowych operatora U({o}).

Macierz U powstaje jako wynik mnozenia duzej iloSci macierzy, patrz wzor (3.20):
Ny
UGoh) = | | We) = Wy, Wy .. WryWw,. (19)
k=1

Wiadome jest, ze mnozenie duzej iloSci macierzy staje si¢ numerycznie niestabilne, jesli ele-
menty macierzowe wyniku mnozenia sa liczbami zmieniajacymi si¢ w duzym zakresie. W
przypadku metody Monte Carlo zakres obejmowany przez wartosci wlasne macierzy U roz-
biega sie eksponencjalnie wraz z obnizaniem temperatury, tzn.: u,/u; ~ €°, gdzie u;, i u; sa
odpowiednio najwiekszg i najmniejsza wartoScig wlasng. W celu uniknigcia niestabilnosci
mnozenia, w przypadku obliczen dla niskich temperatur, wykorzystuje si¢ procedure stabili-
zacyjng opartg na rozktadzie singularnym macierzy (SVD) [39, 151].

W celu wykorzystania metody stabilizacyjnej SVD zdefiniujmy cigg macierzy:

Uu, = W, (20)
U, = Wryw, =wu, 21
(LINT = (WNT(WNT—I e (Wl = (WNT(L{NT—I- (22)

Rozktad SVD dowolnej macierzy U, prowadzi do odseparowania réznych wystepujacych

,»skal” liczbowych, co mozemy symbolicznie zapisa¢ jako:

X X X X X X X
U, =5D,V,=| x x x X x x x| (23)
X X x X X x X



gdzie D, jest macierzg diagonalng z dodatnimi wartoSciami nalezacymi do réznych skal, co
zostato symbolicznie pokazane za pomoca (X, x, x). Macierze S, 1 V,, sa macierzami unitar-
nymi, gdzie wszystkie elementy macierzowe nalezg do tej same skali. Idea podejs$cia polega

na zauwazeniu, ze mnozenie macierzy D, z prawej strony nie powoduje ,,mieszania” skal:

X X x X X X
U, =SDIV, =1 X x x x x x |- (24)

X X x X X X

Wykorzystujac tg wlasciwos$¢, procedure mnozenia wykonujemy w nast¢pujacy sposob:

U, = W, =8D\V, (25)
U,

WLrU, = (WLS1D)V, = 5D, V)V, (26)

gdzie w drugim réwnaniu wykonano mnozenie elementéw znajdujacych si¢ w nawiasie i na-
stepnie dla wyniku mnozenia ponownie dokonano rozktadu SVD w celu odseparowania skal.

Postepujac podobnie dla kolejnych macierzy U, otrzymujemy ostatecznie:
7/1({0’}) = WNT = SNTDNTVNTVNT—I e V1 = SNTDNTVNT- (27)

W ostatnim kroku wykonano mnozenie macierzy VN, = VN.Vy.-1...Vi. Mnozenie to jest
numerycznie stabilne, gdyz wszystkie macierze V, zawierajg elementy macierzowe nalezace
do tej samej skali. Zauwazmy, ze ostatni wzor przedstawia rozktad SVD macierzy U({o}),
gdyz iloczyn macierzy unitarnych jest macierza unitarng.

Otrzymany rozktad SVD macierzy U({o}) mozna wykorzysta¢c w celu obliczenia wy-

znacznika:

det[1 + U({o})] det[1 + Sy. Dy Vy.]

= det[S, (S}, Vi, + Dx,)Vn.]
= det[Sy.(S'D'V')Vy ]

= det[Sy, S'] det[D’] det[V'Vy]. (28)
Wyznacznik macierzy unitarnych Sy S’ i V'Vy. jest co do modutu réwny 1, tzn.:
|det[Sy. S"]det[V'Vy ]| = 1. (29)

Moze on zosta¢ pomini¢ty z uwagi na brak problemu znaku dla prezentowanych przypadkéw.
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Zatem ostatecznie, obliczenie wyznacznika sprowadza si¢ do iloczynéw elementéw diagonal-
nych macierzy D’:

det[1 + U{o))] = ]_[ D.. (30)

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ macierz gestosci, ktdra pojawia si¢ we wzorach na
warto$¢ oczekiwang operatora jedno i dwuciatowego:

U({o}) 1 S
— = ]l-——— =1-V VD §s . 31
1 +U{o)) 1 +U{o)) Ne Ne D
Macierz D’~! mozna tatwo wyznaczyé z uwagi na fakt, ze D’ jest macierza diagonalna.

Wykonywanie duzej liczby rozktadéw SVD wprowadza znaczacy koszt numeryczny do

obliczefi. Aby zmniejszy¢ ten koszt, rozktad SVD wykonuje si¢ co pewng liczbe mnozen

macierzy W,, tzn. definiuje si¢ ciag:

U, = W,... W, (32)
U, = (Wy.. W)U, (33)
U{o)=Un; = Wy, ... Wy 1)Uy jr-1. (34)

Dalsza procedura jest taka sama jak opisana powyzej. W wyniku przeprowadzonych testow
otrzymaliSmy, ze w praktycznych obliczeniach, w celu zapewnienia stabilno$ci algorytmu,

wystarczajace jest wykonanie 8 rozktadéw SVD dla najnizszych temperatur.

131



132



Bibliografia

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

(7]

(8]

[9]

[10]

Bogner S.K., Furnstahl R.J., Perry R.J., Schwenk A., Are low-energy nuclear observa-
bles sensitive to high-energy phase shifts?, Phys. Lett. B 649, 488 (2007)

Bethe H.A., Theory of the Effective Range in Nuclear Scattering, Phys. Rev. 76, 38
(1949)

Stoks V.G.J., Klomp R.A.M., Rentmeester M.C.M., de Swart J.J., Partial-wave analysis
of all nucleon-nucleon scattering data below 350 MeV, Phys. Rev. C 48, 792 (1993)

Entem D.R., Machleidt R., Accurate nucleon-nucleon potential based upon chiral per-

turbation theory, Phys. Lett. B 524, 93 (2002)

Coraggio L., Covello A., Gargano A., Itaco N., Kuo T.T.S., Machleidt R., Nuclear
structure calculations and modern nucleon-nucleon potentials, Phys. Rev. C 71, 014307

(2005)

Machleidt R., The theory of nuclear forces: Is the never-ending story coming to an

end?, Nucl. Phys. A 790, 17 (2007)
Schiff L.I., Mechanika kwantowa, PWN, Warszawa 1977

Pethick C.J., Smith H., Bose-Einstein Condesation in Dilute Gases, Cambridge, Uni-

versity Press 2002

Anderson M.H., Ensher J.R., Matthews M.R., Wieman C.E., Cornell E.A., Observation
of Bose-Einstein Condensation in a Dilute Atomic Vapor, Science 269, 198 (1995)

Bradley C.C., Sackett C.A., Tollett J.J., Hulet R.G., Evidence of Bose-Einstein Con-
densation in an Atomic Gas with Attractive Interactions, Phys. Rev. Lett. 75, 1687
(1995)

133



[11] Davis K.B., Mewes M.-O., Andrews M.R., van Druten N.J., Durfee D.S., Kurn D.M.,
Ketterle W., Bose-Einstein Condensation in a Gas of Sodium Atoms, Phys. Rev. Lett. 75,
3969 (1995)

[12] De Marco B., Jin D.S., Onset of Fermi Degeneracy in a Trapped Atomic Gas, Scien-
ce 285, 1703 (1999)

[13] Truscott A.G., Strecker K.E., McAlexander W.I., Partridge G.B., Hulet R.G., Observa-
tion of Fermi Pressure in a Gas of Trapped Atoms, Science 291, 2570 (2001)

[14] Schreck F., Khaykovich L., Corwin K.L., Ferrari G., Bourdel T., Cubizolles J.,
Salomon C., Quasipure Bose-Einstein Condensate Immersed in a Fermi Sea,

Phys. Rev. Lett. 87, 080403 (2001)

[15] Regal C.A., Ticknor C., Bohn J.L., Jin D.S., Creation of ultracold molecules from a
Fermi gas of atoms, Nature 424, 47 (2003)

[16] Bourdel T., Cubizolles J., Khaykovich L., Magalhdaes K.M.F., Kokkelmans S.J.J.M.F.,,
Shlyapnikov G.V., Salomon C., Measurement of the Interaction Energy near a Feshbach

Resonance in a °Li Fermi Gas, Phys. Rev. Lett. 91, 020402 (2003)

[17] O’Hara K.M., Hemmer S.L., Gehm M.E., Granade S.R., Thomas J.E., Observation of
a Strongly-Interacting Degenerate Fermi Gas of Atoms, Science 298, 2179 (2002)

[18] Jochim S., Bartenstein M., Altmeyer A., Hendl G., Riedl S., Chin C., Denschlag J.H.,
Grimm R., Bose-Einstein Condensation of Molecules, Science 302, 2101 (2003)

[19] Zwierlein M.W., Stan C.A., Schunck C.H., Raupach S.M.F., Gupta S., Hadzi-
babic Z., Ketterle W., Observation of Bose-Einstein Condensation of Molecules,

Phys. Rev. Lett. 91, 250401 (2003)

[20] Partridge G.B., Strecker K.E., Kamar R.I., Jack M.W., Hulet R.G., Molecular Probe of
Fairing in the BEC-BCS Crossover, Phys. Rev. Lett. 95, 020404 (2005)

[21] Loftus T., Regal C.A., Ticknor C., Bohn J.L., Jin D.S., Resonant Control of Elastic
Collisions in an Optically Trapped Fermi Gas of Atoms, Phys. Rev. Lett. 88, 173201
(2002)

134



[22] Bloch I., Dalibard J., Zwerger W., Many-Body Physics with Ultracold Gases,
Rev. Mod. Phys. 80, 885 (2008)

[23] Giorgini S., Pitaevskii L.P., Stringari S., Theory of ultracold atomic Fermi gases,
Rev. Mod. Phys. 80, 1215 (2008)

[24] Bardeen J., Cooper L.N., Schrieffer J.R., Theory of Superconductivity, Phys. Rev. 108,
1175 (1957)

[25] Petrov D.S., Salomon C., Shlyapnikov G.V., Scattering properties of weakly bound
dimers of fermionic atoms, Phys. Rev. A 71, 012708 (2005)

[26] Brodsky 1.V., Kagan M.Y., Exact diagrammatic approach for dimer-dimer scattering
and bound states of three and four resonantly interacting particles, Phys. Rev. A 73,

032724 (2006)

[27] Dalfovo F., Giorgini S., Pitaevskii L.P., Stringari S., Theory of Bose-Einstein conden-
sation in trapped gases, Rev. Mod. Phys. 71, 463 (1999)

[28] Chen Q., Stajic J., Tan S., Levin K., BCS-BEC crossover: From high temperature

superconductors to ultracold superfluids, Physics Reports 412, 1 (2005)

[29] Fetter A.L., Walecka J.D., Kwantowa teoria uktadow wielu czgstek, PWN, Warszawa
1988

[30] Carlson J., Chang S.-Y., Pandharipande V.R., Schmidt K.E., Superfluid Fermi Gases
with Large Scattering Length, Phys. Rev. Lett. 91, 050401 (2003)

[31] Chang S.-Y., Pandharipande V.R., Carlson J., Schmidt K.E., Quantum Monte Carlo
studies of superfluid Fermi gases, Phys. Rev. A 70, 043602 (2004)

[32] Astrakharchik G.E., Boronat J., Casulleras J., Giorgini S., Equation of State of a Fermi
Gas in the BEC-BCS Crossover: A Quantum Monte Carlo Study, Phys. Rev. Lett. 93,
200404 (2004)

[33] G.E. Astrakharchik, J. Boronat, J. Casulleras, and S. Giorgini, Momentum Distri-

bution and Condensate Fraction of a Fermion Gas in the BCS-BEC Crossover,

Phys. Rev. Lett. 95, 230405 (2005)

135



[34] Bulgac A., Drut J.E., Magierski P., Spin 1/2 Fermions in the Unitary Regime: A Super-
fluid of a New Type, Phys. Rev. Lett. 96, 090404 (2006)

[35] Burovski E., Prokof’ev N., Svistunov B., Troyer M., Critical Temperature and Thermo-
dynamics of Attractive Fermions at Unitarity, Phys. Rev. Lett. 96, 160402 (2006)

[36] Burovski E., Prokof’ev N., Svistunov B., Troyer M., The Fermi-Hubbard model at
unitarity, New J. Phys. 8, 153 (2006)

[37] Lee D., Schafer T., Cold dilute neutron matter on the lattice. 1. Lattice virial coefficients

and large scattering lengths, Phys. Rev. C 73, 015201 (2006)

[38] Lee D., Schafer T., Cold dilute neutron matter on the lattice. Il. Results in the unitary

limit, Phys. Rev. C 73, 015202 (2006)

[39] Bulgac A., Drut J.E., Magierski P., Quantum Monte Carlo simulations of the BCS-BEC
crossover at finite temperature, Phys. Rev. A 78, 023625 (2008)

[40] Heiselberg H., Pethick C.J., Smith H., Viverit L., Influence of Induced Interactions on
the Superfluid Transition in Dilute Fermi Gases, Phys. Rev. Lett. 85, 2418 (2000)

[41] Pilati S., Giorgini S., Prokof’ev N., Critical Temperature of Interacting Bose Gases in
Two and Three Dimensions, Phys. Rev. Lett. 100, 140405 (2008)

[42] Burovski E., Kozik E., Prokof’ev N., Svistunov B., Troyer M., Critical Temperature
Curve in BEC-BCS Crossover, Phys. Rev. Lett. 101, 090402 (2008)

[43] Carlson J., Reddy S., Superfluid Pairing Gap in Strong Coupling, Phys. Rev. Lett. 100,
150403 (2008)

[44] Schirotzek A., Shin Y.-il, Schunck Ch.H, Ketterle W., Determination of the Superflu-
id Gap in Atomic Fermi Gases by Quasiparticle Spectroscopy, Phys. Rev. Lett. 101,
140403 (2008)

[45] Carlson J., Reddy S., Asymmetric Two-Component Fermion Systems in Strong Coupling,
Phys. Rev. Lett. 95, 060401 (2005)

[46] Gezerlis A., Carlson J., Strongly paired fermions: Cold atoms and neutron matter,

Phys. Rev. C 77, 032801(R) (2008)

136



[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

Fesbach H., Unified Theory of Nuclear Reactions, Ann. Phys. §, 357 (1958)

Stoof H.T.C., Koelman J.M.V.A, Verhaar B.J., Spin-exchange and dipole relaxation
rates in atomic hydrogen: Rigorous and simplfied calculations, Phys. Rev. B 38, 4688
(1988)

Moerdijk A.J., Verhaar B.J., Axelsson A., Resonances in ultracold collisions of °Li,

"Li, and ¥ Na, Phys. Rev. A 51, 4852 (1995)

Tiesinga E., Verhaar B.J., Stoof H.T.C., Treshold and resonance phenomena in ultracold

ground-state collisions, Phys. Rev. A 47, 4114 (1993)

Ho T., Universal Thermodynamics of Degenerate Quantum Gases in the Unitarity Limit,

Phys. Rev. Lett. 92, 090402 (2004)

Hu H., Drummond P.D., Liu X.-J., Universal thermodynamics of strongly interacting

Fermi gases, Nature Physics 3, 469 (2007)

Bartenstein M., Altmeyer A., Riedl S., Jochim S., Geursen R., Chin C., Hecker Den-
schlag J., Grimm R., Exploring the BEC-BCS Crossover with an Ultracold Gas of °Li
Atoms, arXiv:cond-mat/0412712v1

Kinast J., Turlapov A., Thomas J.E., Chen Q., Stajic J., Levin K., Heat Capacity of a
Strongly Interacting Fermi Gas, Science 307, 1296 (2005)

Partridge G.B., Li W., Kamar R.I., Liao Y., Hulet R.G., Pairing and Phase Separation
in a Polarized Fermi Gas, Science 311, 503 (2006)

Tarruell L., Teichmann M., McKeever J., Bourdel T., Cubizolles J., Khaykovich L.,
Zhang J., Navon N., Chevy F., Salomon C., Expansion of an ultra-cold lithium gas in
the BEC-BCS crossover, arXiv:cond-mat/0701181v1

Stewart J.T., Gaebler J.P., Regal C.A., Jin D.S., Potential Energy of a **K Fermi Gas
in the BCS-BEC Crossover, Phys. Rev. Lett. 97, 220406 (2006)

Thomas J.E., Kinast J., Turlapov A., Virial Theorem and Universality in a Unitary

Fermi Gas, Phys. Rev. Lett. 95, 120402 (2005)

137



[59] Lattimer J.M., Prakash M., Neutron Star Structure and the Equation of State, Astro-
phys. J. 550, 426 (2001)

[60] Heiselberg H., Pandharipande V., Recent progress in neutron star theory, Ann. Rev.

Nucl. Part. Sci. 50, 481 (2000)

[61] Yakovlev D.G., Pethick C.J., Neutron Star Cooling, Ann. Rev. Astron. Astrophys. 42,
169 (2004)

[62] Bender M., Heenen P.-H., Reinhard P.-G., Self-consistent mean-field models for nuclear
structure, Rev. Mod. Phys. 75, 121 (2003)

[63] Baldo M., Maieron C, Neutron matter at low density and the unitary limit, Phys. Rev. C
77, 015801 (2008)

[64] Gezerlis A., Carlson J., Low-density neutron matter, arXiv:0911.3907v1

[65] Hebeler K., Schwenk A., Chiral three-nucleon forces and neutron matter,

arXiv:0911.0483v1

[66] Schwenk A., Pethick C.J., Resonant Fermi Gases with a Large Effective Range,
Phys. Rev. Lett. 95, 160401 (2005)

[67] Kohler H.S., Spin 1/2 Fermions in the Unitary Limit.Il, arXiv:0801.1123v2

[68] Ceperley D., Chester G.V., Kalos M.H., Exact calculations of the ground state of model
neutron matter, Phys. Rev. D 13, 3208 (1976)

[69] Ceperley D., Chester G.V., Kalos M.H., Monte Carlo simulation of a many-fermion
study, Phys. Rev. B 16, 3081 (1977)

[70] Friedman B., Pandharipande V.R., Hot and cold, nuclear and neutron matter,

Nucl. Phys. A 361, 502 (1981)

[71] Akmal A., Pandharipande V.R., Ravenhall D.G., Equation of state of nucleon matter
and neutron star structure, Phys. Rev. C 58, 1804 (1998)

[72] Fantoni S., Sarsa A., Schmidt K.E., Spin Susceptibility of Neutron Matter at Zero
Temperature, Phys. Rev. Lett. 87, 181101 (2001)

138



[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

Morales J., Pandharipande V.R., Ravenhall D.G., Improved variational calculations of

nucleon matter, Phys. Rev. C 66, 054308 (2002)

Brualla L., Fantoni S., Sarsa A., Schmidt K.E., Vitiello S.A., Spin-orbit induced back-
flow in neutron matter with auxiliary field diffusion Monte Carlo method, Phys. Rev. C
67, 065806 (2003)

Sarsa A., Fantoni S., Schmidt K.E., Neutron matter at zero temperature with an auxiliary

field diffusion Monte Carlo method, Phys. Rev. C 68, 024308 (2003)

Carlson J., Morales J., Pandharipande V.R., Ravenhall D.G., Quantum Monte Carlo
calculations of neutron matter, Phys. Rev. C 68, 025802 (2003)

Chang S.-Y., Morales J., Pandharipande V.R., Ravenhall D.G., Carlson J., Pieper S.C.,
Wiringa R.B., Schmidt K.E., Neutron matter: a superfluid gas, Nucl. Phys. A 746, 215
(2004)

Fabrocini A., Fantoni S., Illarionov A.Y., Schmidt K.E., 'Sy Superfluid Phase Transition
in Neutron Matter with Realistic Nuclear Potentials and Modern Many-Body Theories,
Phys. Rev. Lett. 95, 192501 (2004)

Gandolfi S., The Auxiliary Field Diffusion Monte Carlo Method for Nuclear Physics
and Nuclear Astrophysics, Rozprawa doktorska, Uniwersytet Trento, Wtochy, 2007,
arXiv:0712.1364v1

Gandolfi S., Illarionov A.Y., Fantoni S., Pederiva F., Schmidt K.E., Equation of
State of Superfluid Neutron Matter and the Calculation of the 'S, Pairing Gap,
Phys. Rev. Lett. 101, 132501 (2008)

Epelbaum E., Krebs H., Lee D., MeiBiner U.-G., Ground state energy of dilute neutron

matter at next-to-leading order in lattice chiral effective field theory, Eur. Phys. J. A 40,
199 (2009)

Gandolfi S., Illarionov A.Y., Schmidt K.E., Pederiva F., Fantoni S., Quantum Monte
Carlo calculation of the equation of state of neutron matter, Phys. Rev. C 79, 054005
(2009)

139



[83] Gandolfi S., Illarionov A.Y., Pederiva F., Schmidt K.E., Fantoni S., Equation of state
of low-density neutron matter, and the 'S, pairing gap, Phys. Rev. C 80, 045802 (2009)

[84] Abe T., Seki R., Kocharian A.N., Mean field calculation of thermal properties of simple
nucleon matter on a lattice, Phys. Rev. C 70, 014315 (2004)

[85] Tolos L., Friman B., Schwenk A., Neutron matter at finite temperature, Nucl. Phys. A
806, 105 (2008)

[86] Friman B., Hebeler K., Schwenk A., Tolos L., Neutron matter from low-momentum

interactions, Prog. Theor. Phys. Suppl. 168, 639 (2007)

[87] Kohler H.S., Low density Neutron Matter at Finite and Zero Temperatures,

arXiv:0803.3048v1

[88] Miiller H.-M., Koonin S.E., Seki R., Kolck U., Nuclear matter on a lattice, Phys. Rev. C
61, 044320 (2000)

[89] Lee D., Borasoy B., Schaefer T., Nuclear lattice simulations with chiral effective field
theory, Phys. Rev. C 70, 014007 (2004)

[90] Lee D., Schifer T., Neutron matter on the lattice with pionless effective field theory,
Phys. Rev. C 72, 024006 (2005)

[91] Abe T., Seki R., Lattice Calculation of Thermal Properties of Low-Density Neutron
Matter with Pionless NN Effective Field Theory, Phys. Rev. C 79, 054002 (2009)

[92] Yakovlev D.G., Kaminker A.D., Gnedin O.Y., Haensel P., Neutrino Emission from
Neutron Stars, Physics Reports 354, 1 (2001)

[93] Kaminker A.D., Haensel P., Yakovlev D.G., Nucleon Superfluidity vs Observations of
Cooling Neutron Stars, Astron. Astrophys. 373, L17 (2001)

[94] Yakovlev D.G., Kaminker A.D., Gnedin O.Y., 'Sy Neutron Pairing vs Observations of
Cooling Neutron Stars, Astron. Astrophys. 379, L5 (2001)

[95] Lombardo U., Schulze H.-J., Superfluidity in Neutron Star Matter, Lect. Notes
Phys. 578, 30 (2001)

140



[96] Dean D.J., Hjorth-Jensen M., Pairing in nuclear systems: from neutron stars to finite

nuclei, Rev. Mod. Phys. 75, 607 (2003)

[97] Matsuo M., Mizuyama K., Serizawa Y, Di-neutron correlation and soft dipole excitation

in medium mass neutron-rich nuclei near drip line, Phys. Rev. C 71, 064326 (2005)

[98] Hagino K., Sagawa H., Pairing correlations in nuclei on the neutron-drip line,

Phys. Rev. C 72, 044321 (2005)

[99] Matsuo M., Spatial structure of neutron Cooper pair in low density uniform matter,

Phys. Rev. C 73, 044309 (2006)

[100] Elgargy @., Hjorth-Jensen M., Nucleon-nucleon phase shifts and pairing in neutron
matter and nuclear matter, Phys. Rev. C 57, 1174 (1998)

[101] Hebeler K., Schwenk A., Friman B., Dependence of the BCS 'Sy superfluid pairing gap
on nuclear interactions, Phys. Lett. B 648, 176 (2007)

[102] Wambach J., Ainsworth T.L., Pines D., Quasiparticle interactions in neutron matter for

applications in neutron stars, Nucl. Phys. A 555, 128 (1993)

[103] Chen J.M.C, Clark J.W, Davé R.D, Khodel V.V., Pairing gaps in nucleonic superfluids,
Nucl. Phys. A 555, 59 (1993)

[104] Schulze H.-J., Cugnon J., Lejeune A., Baldo M., Lombardo U., Medium polarization
effects on neutron matter superfluidity, Phys. Lett. B 375, 1 (1996)

[105] Schwenk A., Friman B., Brown G.E., Renormalization group approach to neutron mat-
ter: quasiparticle interactions, superfluid gaps and the equation of state, Nucl. Phys. A

713, 191 (2003)

[106] Cao L.G., Lombardo U., Schuck P., Screening effects in superfluid nuclear and neutron
matter within Brueckner theory, Phys. Rev. C 74, 064301 (2006)

[107] Fabrocini A., Fantoni S., Illarionov A.Y., Schmidt K.E., S-pairing in neutron matter: L.
Correlated basis function theory, Nucl. Phys. A 803, 137 (2008)

[108] Margueron J., Sagawa H., Hagino K., Effective pairing interactions with isospin density
dependence, Phys. Rev. C 77, 054309 (2008)

141



[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

Pieper S.C., Pandharipande V R., Wiringa R.B., Carlson J., Realistic models of pion-
exchange three-nucleon interactions, Phys. Rev. C 64, 014001 (2001)

Pieper S.C., Quantum Monte Carlo Calculations of Light Nuclei, Nucl. Phys. A 751,
516 (2005)

Gandolfi S., Pederiva F., Fantoni S., Schmidt K.E., Auxiliary Field Diffusion Monte
Carlo Calculation of Nuclei with A < 40 with Tensor Interactions, Phys. Rev. Lett. 99,
022507 (2007)

Kent R.P.C., Techniques and Applications of Quantum Monte Carlo, Rozprawa doktor-
ska, Uniwersytet Cambridge, Wielka Brytania, 1999, Dost¢pny w Internecie [dostep:
07-01-2010]: http://www.physics.uc.edu/~pkent/thesis/

Ceperley D.M., Alder B.J., Quantum Monte Carlo for molecules: Green’s function and
nodal release, J. Chem. Phys. 81, 5830 (1984)

Carlson J., Gubernatis J.E., Ortiz G., Zhang S., Issues and observations on applications
of the constrained-path Monte Carlo method to many-fermion systems, Phys. Rev. B
59, 12788 (1999)

Eagles D.M., Possible Pairing without Superconductivity at Low Carrier Concentrations

in Bulk and Thin-Film Superconducting Semiconductors, Phys. Rev. 186, 456 (1969)

Legget A.J., w Modern Trends in the Theory of Condensed Matter, pod redakcja Pe-
kalski. A i Przystawa R, Springer-Verlag, Berlin 1980

Sa de Melo C.A.R., Randeria M., Engelbrecht J.R., Crossover from BCS to Bose su-
perconductivity: Transition temperature and time-dependent Ginzburg-Landau theory,

Phys. Rev. Lett. 71, 3202 (1993)

Haussmann R., Properties of a Fermi liquid at the superfluid transition in the crossover

region between BCS superconductivity and Bose-Einstein condensation, Phys. Rev. B

49, 12975 (1994)

Engelbrecht J.R., Randeria M., S4 de Melo C.A.R., BCS to Bose crossover: Broken-
symmetry state, Phys. Rev. B 55, 15153 (1997)

142



[120] Bruun G., Castin Y., Dum R., Burnett K., BCS theory for trapped ultracold fermions,
Eur. Phys. J. D 7, 433 (1999)

[121] Holland M., Kokkelmans S.J.J.M.F., Chiofalo M.L., Walser R., Resonance Superfluidity
in a Quantum Degenerate Fermi Gas, Phys. Rev. Lett. 87, 120406 (2001)

[122] Ohashi Y., Griffin A., BCS-BEC Crossover in a Gas of Fermi Atoms with a Feshbach
Resonance, Phys. Rev. Lett. 89, 130402 (2002)

[123] Milstein J.N., Kokkelmans S.J.J.M.F., Holland M.J., Resonance theory of the crossover
from Bardeen-Cooper-Schrieffer superfluidity to Bose-Einstein condensation in a dilute

Fermi gas, Phys. Rev. A 66, 043604 (2002)

[124] Ohashi Y., Griffin A., Superfluid transition temperature in a trapped gas of Fermi atoms
with a Feshbach resonance, Phys. Rev. A 67, 033603 (2003)

[125] Liu X.-J., Hui H., Self-consistent theory of atomic Fermi gases with a Feshbach reso-
nance at the superfluid transition, Phys. Rev. A 72, 063613 (2005)

[126] Hohenberg P., Kohn W., Inhomogeneous Electron Gas, Phys. Rev. 136, B864 (1964)

[127] Bulgac A., Local density approximation for systems with pairing correlations,

Phys. Rev. C 65, 051305 (2002)

[128] Bulgac A., Yu Y., Renormalization of the Hartree-Fock-Bogoliubov Equations in the
Case of a Zero Range Pairing Interaction, Phys. Rev. Lett. 88, 042504 (2002)

[129] Yu Y., Bulgac A., Energy Density Functional Approach to Superfluid Nuclei,
Phys. Rev. Lett. 90, 222501 (2003)

[130] Bulgac A., Yu Y., Vortex State in a Strongly Coupled Dilute Atomic Fermionic Super-
fluid, Phys. Rev. Lett. 91, 190404 (2003)

[131] Bulgac A., Yu Y., Superfluid LDA (SLDA): Local Density Approximation for Systems
with Superfluid Correlations, Int. J. Mod. Phys. E 13, 147 (2004)

[132] Bulgac A., Local-density-functional theory for superfluid fermionic systems: The unitary
gas, Phys. Rev. A 76, 040502 (2007)

143



[133] Georges A., Kotliar G., Hubbard model in infinite dimensions, Phys. Rev. B 45, 6479
(1992)

[134] Georges A., Kotliar G., Krauth W., Rozenberg M.J., Dynamical mean-field the-
ory of strongly correlated fermion systems and the limit of infinite dimensions,

Rev. Mod. Phys. 68, 13 (1996)

[135] Keller M., Metzner W., Schollwock U., Dynamical Mean-Field Theory for Pairing and
Spin Gap in the Attractive Hubbard Model, Phys. Rev. Lett. 86, 4612 (2001)

[136] Capone M., Castellani C., Grilli M., First-Order Pairing Transition and Single-Particle
Spectral Function in the Attractive Hubbard Model, Phys. Rev. Lett. 88, 126403 (2002)

[137] Toschi A., Capone M., Castellani C., Energetic balance of the superconducting transition

across the BCS-Bose Einstein crossover in the attractive Hubbard model, Phys. Rev. B

72, 235118 (2005)

[138] Garg A., Krishnamurthy H.R., Randeria M., BCS-BEC crossover at T=0: A dynamical
mean-field theory approach, Phys. Rev. B 72, 024517 (2005)

[139] Barnea N., Dynamical mean-field approximation for a two-component Fermi gas,

Phys. Rev. B 77, 020501 (2008)

[140] Barnea N., Superfluid-to-insulator phase transition in a unitary Fermi gas, Phys. Rev. A
78, 053629 (2008)

[141] Nishida Y., Unitary Fermi gas in the € expansion , Rozprawa doktorska, Uniwersy-

tet Tokijski, Japonia, 2006, arXiv:cond-mat/0703465v2

[142] Nishida Y., Son D.T., € Expansion for a Fermi Gas at Infinite Scattering Length,
Phys. Rev. Lett. 97, 050403 (2006)

[143] Arnold P., Drut J.E., Son D.T., Next-to-next-to-leading-order € expansion for a Fermi
gas at infinite scattering length, Phys. Rev. A 75, 043605 (2007)

[144] Nishida Y., Son D.T., Fermi gas near unitarity around four and two spatial dimensions,

Phys. Rev. A 75, 063617 (2007)

144



[145] Nishida Y., Unitary Fermi gas at finite temperature in the € expansion, Phys. Rev. A
75, 063618 (2007)

[146] Nishida Y., Ground-state energy of the unitary Fermi gas from the € expansion,
Phys. Rev. A 79, 013627 (2009)

[147] Nussinov Z., Nussinov S., Triviality of the BCS-BEC crossover in extended dimensions:

Implications for the ground state energy, Phys. Rev. A 74, 053622 (2006)

[148] Creutz M., Gocksch A., Higher-order hybrid Monte Carlo algorithms,
Phys. Rev. Lett. 63, 9 (1989)

[149] Forbert H.A., Chin S.A., A Fourth Order Diffusion Monte Carlo Algorithm for Solving
Quantum Many-Body Problems, Int. J. Mod. Phys. B 15, 1752 (2001)

[150] Chin S.A., Janecek S., Krotscheck E., Any order imaginary time propagation method
Jor solving the Schrodinger equation, Chem. Phys. Lett. 470, 342 (2009)

[151] Koonin S.E., Dean D.J., Langanke K., Shell Model Monte Carlo Methods, Physics Re-
ports 278, 1 (1997)

[152] Alhassid Y., Quantum Monte Carlo Methods for Nuclei at Finite Temperature, Int.
J. Mod. Phys. B 15, 1447 (2001)

[153] Negele J.W., Orland H., Quantum many-particle systems, Addison-Wesley, Redwood
City 1988

[154] Feynman R.P., Hibbs A.R., Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw-Hill, Inc.
1965

[155] Morningstar C., The Monte Carlo method in quantum field theory, arXiv:hep-
1at/0702020v1

[156] Katzgraber H.G., Introduction to Monte Carlo Methods, arXiv:0905.1629v1

[157] Metropolis N., Rosenbluth A.W., Rosenbluth M.N., Teller A.H., Teller E., Equation of
State Calculations by Fast Computing Machines, J. Chem. Phys. 21, 1087 (1953)

[158] Troyer M., Wiese U.-J., Computational Complexity and Fundamental Limitations to
Fermionic Quantum Monte Carlo Simulations, Phys. Rev. Lett. 94, 170201 (2005)

145



[159] Kadanoff L.P., Baym G., Quantum Statistical Mechanics, W.A. Benjamin, Inc., New
York 1962

[160] Littlejohn R.G., Cargo M., Multidimensional discrete variable representation bases:

Sinc functions and group theory, J. Chem. Phys. 116, 7350 (2002)

[161] Littlejohn R.G., Cargo M., Carrington T., Mitchell K.A., Poirier B., A general framework
for discrete variable representation basis sets, J. Chem. Phys. 116, 8691 (2002)

[162] Liischer M., Two-particle states on a torus and their relation to the scattering matrix,

Nucl. Phys. B 354, 531 (1991)

[163] Seki R., Kolck U., Effective field theory of nucleon-nucleon scattering on large discrete
lattices, Phys. Rev. C 73, 044006 (2006)

[164] Wlaztowski G., Magierski P., Effective range expansion for the interaction defined on
the lattice, Int. J. Mod. Phys. E 19, (w druku), arXiv:0911.1457

[165] Taylor J.R., Scattering Theory: The Quantum Theory of Nonrelativistic Collisions, John
Wiley & Sons, Inc. 1972

[166] Hubbard J., Calculation of Partition Functions, Phys. Rev. Lett. 3, 77 (1959)

[167] Hirsch J.E., Discrete Hubbard-Stratonovich transformation for fermion lattice models,

Phys. Rev. B 28, 4059 (1983)
[168] Lee D., Ground state energy at unitarity, Phys. Rev. C 78, 024001 (2008)

[169] Wlaztowski G., Magierski P., Quantum Monte Carlo method applied to strongly corre-
lated dilute fermi gases with finite effective range, Int. J. Mod. Phys. E 18, 919 (2009)

[170] Schiittler H.-B., Scalapino D.J., Monte Carlo studies of the dynamical response of
quantum many-body systems, Phys. Rev. B 34, 4744 (1986)

[171] Jarrell M., Gubernatis J.E., Bayesian inference and the analytic continuation of

imaginary-time quantum Monte Carlo data, Physics Reports 269, 133 (1996)

[172] Bertero M., Mol C., Pike E.R., Linear inverse problems with discrete data. 1. General

Sformulation and singular system analysis, Inverse Problems 1, 301 (1985)

146



[173] Bertero M., Mol C., Pike E.R., Linear inverse problems with discrete data: Il. Stability

and regularisation, Inverse Problems 4, 573 (1988)

[174] Creffield C.E., Klepfish E.G., Pike E.R., Sarkar S., Spectral Weight Function
for the Half-Filled Hubbard Model: A Singular Value Decomposition Approach,
Phys. Rev. Lett. 75, 517 (1995)

[175] Villiers G.D., McNally B., Pike E.R., Positive solutions to linear inverse problems
Inverse Problems 15, 615 (1999)

[176] Jaynes E.T, The Maximum Entropy Formalism, edited by R.D. Levine and M. Tribus,
MIT Press, Cambridge 1978, s. 15-118

[177] Silver R.N., Sivia D.S., Gubernatis J.E., Maximum-entropy method for analytic conti-
nuation of quantum Monte Carlo data, Phys. Rev. B 41, 2380 (1990)

[178] Silver R.N., Gubernatis J.E., Sivia D.S., Spectral densities of the symmetric Anderson
model, Phys. Rev. Lett. 65, 496 (1990)

[179] White S.R., Spectral weight function for the two-dimensional Hubbard model,
Phys. Rev. B 44, 4670 (1991)

[180] Yang C.N., Concept of Off-Diagonal Long-Range Order and the Quantum Phases of
Liquid He and of Superconductors, Rev. Mod. Phys. 34, 694 (1962)

[181] Huang K., Podstawy fizyki statystycznej, PWN, Warszawa 2006

[182] Domb C., Lebowitz J.L., Phase Transitions and Critical Phenomena, Volume 8, Aca-

demic Press Inc., London 1983

[183] Binder K., Application of the Monte Carlo Method in Statistical Physics, Springer-
Verlag, Berlin 1984

[184] Binder K., Heermann D.W., Monte Carlo Simulations in Statistical Physics. An Intro-

duction., Springer-Verlag, Berlin 2002

[185] Lee D., Thomson R., Temperature-dependent errors in nuclear lattice simulations,

Phys. Rev. C 75, 064003 (2007)
[186] The FFT library, [dostep: 23-11-2009]. Dostepny w Internecie: http://www.fftw.org

147



[187] Luo L., Clancy B., Joseph J., Kinast J., Thomas J.E., Measurement of the Entropy and
Critical Temperature of a Strongly Interacting Fermi Gas, Phys. Rev. Lett. 98, 080402
(2007)

[188] Bulgac A., Drut J.E., Magierski P., Thermodynamics of a Trapped Unitary Fermi Gas,
Phys. Rev. Lett. 99, 120401 (2007)

[189] Magierski P., Wlaztowski G., Bulgac A., Drut J.E., Finite-Temperature Pairing Gap
of a Unitary Fermi Gas by Quantum Monte Carlo Calculations, Phys. Rev. Lett. 103,
210403 (2009)

[190] Hiifner S., Hossain M.A., Damascelli A., Sawatzky G.A., Two gaps make a high-
temperature superconductor?, Rep. Prog. Phys. 71, 062501 (2008)

[191] Lee P.A., From high temperature superconductivity to quantum spin liquid: progress in

strong correlation physics, Rep. Prog. Phys. 71, 012501 (2008)

[192] Buchanan M., Mind the pseudogap, Nature 409, 8 (2001)

[193] Lee W.S., Vishik .M., Tanaka K., Lu D.H., Sasagawa T., Nagaosa N., Devereaux T.P.,
Hussain Z., Shen Z.-X., Abrupt onset of a second energy gap at the superconducting
transition of underdoped Bi2212, Nature 450, 81 (2007)

[194] Kondo T., Khasanov R., Takeuchi T., Schmalian J., Kaminski A., Competition between
the pseudogap and superconductivity in the high-T,. copper oxides, Nature 457, 296

(2009)

[195] Stajic J., Milstein J.N., Chen Q., Chiofalo M.L., Holland M.J., Levin K., Nature of
superfluidity in ultracold Fermi gases near Feshbach resonances, Phys. Rev. A 69,

063610 (2004)

[196] Perali A., Pieri P., Pisani L., Strinati G.C., BCS-BEC Crossover at Finite Temperature
for Superfluid Trapped Fermi Atoms, Phys. Rev. Lett. 92, 220404 (2004)

[197] He Y., Chien Ch.-Ch., Chen Q., Levin K., Thermodynamics and superfluid density in
BCS-BEC crossover with and without population imbalance, Phys. Rev. B 76, 224516
(2007)

148



[198] Chien Ch.-Ch., Guo H., He Y., Levin K., Comparative Study of BCS-BEC Crossover
Theories above T.: the Nature of the Pseudogap in Ultra-Cold Atomic Fermi Gases,
arXiv:0910.3699v1

[199] Chin C., Bartenstein M., Altmeyer A., Riedl S., Jochim S., Hecker Denschlag J.,
Grimm R., Observation of the Pairing Gap in a Strongly Interacting Fermi Gas, Scien-

ce 305, 1128 (2004)

[200] Greiner M., Regal C.A., Jin D.S., Probing the Excitation Spectrum of a Fermi Gas in
the BCS-BEC Crossover Regime, Phys. Rev. Lett. 94, 070403 (2005)

[201] Schunck C.H., Shin Y., Schirotzek A., Zwierlein M.W., Ketterle W., Pairing without
Superfluidity: The Ground State of an Imbalanced Fermi Mixture, Science 316, 867
(2007)

[202] Stewart J.T., Gaebler J.P., Jin D.S., Using photoemission spectroscopy to probe a stron-
gly interacting Fermi gas, Nature 454, 744 (2008)

[203] Kinnunen J., Rodriguez M., Toérmi P., Pairing Gap and In-Gap Excitations in Trapped
Fermionic Superfluids, Science 305, 1131 (2004)

[204] He Y., Chen Q., Levin K., Radio-frequency spectroscopy and the pairing gap in trapped
Fermi gases, Phys. Rev. A 72, 011602 (2005)

[205] Yu Z., Baym G., Spin-correlation functions in ultracold paired atomic-fermion systems:
Sum rules, self-consistent approximations, and mean fields, Phys. Rev. A 73, 063601
(2006)

[206] Baym G., Pethick C.J., Yu Z., Zwierlein M.W., Coherence and Clock Shifts in Ultracold
Fermi Gases with Resonant Interactions, Phys. Rev. Lett. 99, 190407 (2007)

[207] Punk M., Zwerger W., Theory of rf-Spectroscopy of Strongly Interacting Fermions,
Phys. Rev. Lett. 99, 170404 (2007)

[208] Perali A., Pieri P., Strinati G.C., Competition between Final-State and Pairing-Gap
Effects in the Radio-Frequency Spectra of Ultracold Fermi Atoms, Phys. Rev. Lett. 100,
010402 (2008)

149



[209] Massignan P., Bruun G.M., Stoof H.T.C., Twin peaks in rf spectra of Fermi gases at
unitarity, Phys. Rev. A 77, 031601 (2008)

[210] Haussmann R., Punk M., Zwerger W., Spectral functions and rf response of ultracold
fermionic atoms, Phys. Rev. A 80, 063612 (2009)

[211] Bruun G.M., Baym G., Bragg spectroscopy of cold atomic Fermi gases, Phys. Rev. A
74, 033623 (2006)

[212] Wlaztowski G., Magierski P., Quantum Monte Carlo study of dilute neutron matter at

finite temperatures, arXiv:0912.0373v1

150



