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Streszczenie

Tematem pracy jest opis jednorodnego, rozrzedzonego gazu Fermiego w re»imie uni-
tarnym uzyskany w ramach metody Finite Temperature HFB (FTHFB), stanowi¡cej
uogólnienie przybli»enia Hartree-Focka-Bogolubowa na niezerowe temperatury.

Praca ta ma charakter teoretyczno-obliczeniowy.

Cz¦±¢ teoretyczna zaczyna si¦ od skonstruowania efektywnego potencjaªu oddzia-
ªywania mi¦dzycz¡stkowego. Zapostulowanym potencjaªem jest prosty, deltapodobny
potencjaª oddziaªywania kontaktowego poddany stosownej renormalizacji. Zostaje on
dalej dookre±lony w wyniku analizy zjawiska niskoenergetycznego rozpraszania fermionu
na fermionie.

Tak otrzymany efektywny potencjaª jest w dalszej cz¦±ci wykorzystany do zapisania
równa« Hartree-Focka-Bogolubowa (HFB) badanego ukªadu, opisuj¡cych jego zachowanie
w temperaturze zera bezwzgl¦dnego. W przedstawionej krok po kroku argumentacji,
równania te z postaci abstrakcyjnej zostaj¡ sprowadzone do znanych z literatury równa«:
szczeliny energetycznej (gap equation) oraz staªej liczby cz¡stek (number equation).
Matematycznie stanowi¡ one nieliniowy ukªad dwóch równa« z dwiema niewiadomymi.
Wyprowadzony zostaje równie» wzór na caªkowit¡ energi¦ gazu.

Zwie«czeniem cz¦±ci teoretycznej jest uogólnienie powy»szych rozwa»a« na niezerow¡
temperatur¦ T , dokonane w ramach tytuªowej metody FTHFB. Przybli»one jest pokrótce
wyprowadzenie tej metody, a stanowi¡ce jej serce tzw. równania FTHFB zostaj¡, dla
badanego ukªadu, sprowadzone do prostszej postaci. Tak jak poprzednio, jest to nie-
liniowy ukªad dwóch równa« z dwiema niewiadomymi, którego szczególnym przypadkiem
(T → 0) s¡ równania HFB. Wyprowadzony jest tak»e wzór na energi¦ wewn¦trzn¡ gazu.

Cz¦±¢ obliczeniowa niniejszej pracy polega na numerycznym rozwi¡zaniu równa«
FTHFB i dokonaniu na ich bazie analizy wªasno±ci rozrzedzonego gazu Fermiego w re»imie
unitarnym, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem tzw. granicy unitarnej. Uzyskana jest peªna
zgodno±¢ z wynikami równowa»nych podej±¢ ±redniopolowych. Obliczenia przeprowa-
dzone zostaªy w ±rodowisku Mathematica za pomoc¡ specjalnie do tego celu napisanego
zestawu instrukcji.
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Abstract

The aim of this work is to describe uniform, dilute Fermi gas in the unitary regime
by means of the so called Finite Temperature HFB (FTHFB) method, which generalizes
the Hartree-Fock-Bogolyubov approximation onto non-zero temperatures.

The work itself is of theoretical/computational character.

The theoretical part begins with the construction of an e�ective interparticle inter-
action potential. Namely, a simple delta-like contact potential is imposed and suitably
renormalized. It is being fully speci�ed by performing the fermion-fermion low energy
scattering analysis.

Next, e�ective potential thus obtained is used in writing down
Hartree-Fock-Bogolyubov (HFB) equations of the system in question, which govern
its behavior in the absolute zero temperature. In the course of a careful, step-by-step
argumentation the equations are then reduced from their abstract form to the form
of the well-known: gap equation and number equation. Mathematically speaking, we are
thus left with a non-linear system of two equations with two unknowns. Also, formula
for the total energy of the gas is obtained.

Generalization of the above consideration onto a non-zero temperature T , achieved
by means of FTHFB method, constitutes the consummation of the theoretical part.
Having provided a brief derivation of the method, the crucial so called FTHFB equations
of the studied system are given and then also reduced to a much simpler form. Just
like above, they simplify to a non-linear system of two equations, whose special case
(T → 0) are HFB equations. Moreover, formula for the inner energy of the gas is obtained.

The computational part of the work consists in solving the FTHFB equations nu-
merically, and, basing on the solutions, in reviewing the physics of dilute Fermi gas
at unitarity, with the emphasis given to the so called unitary limit. Full consistency of
results with equivalent, mean-�eld approaches is achieved. Computations were done in
the Mathematica environment with the specially written set of instructions.

4



Spis tre±ci

1 Wiadomo±ci wst¦pne 7
1.1 Motywacja i plan pracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Idea teorii efektywnej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Rozrzedzone gazy fermionowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Formalizm i konwencje przyj¦te w pracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Oddziaªywanie efektywne 12
2.1 Wst¦p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Oddziaªywanie efektywne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3 Rozpraszanie przy niskich energiach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.1 Równanie Schrödingera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.2 Wyznaczenie amplitudy rozpraszania f . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3.3 Uwzgl¦dnienie spinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 Wnioski. Ostateczna posta¢ efektywnego potencjaªu oddziaªywania. . . . . 22

3 Metoda HFB 23
3.1 Uwagi wst¦pne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.1.1 Notacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1.2 Dyskretyzacja bazy p¦dowej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.1.3 Uwagi na temat metody HFB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Symetrie badanego ukªadu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3 Równania HFB dla rozrzedzonego gazu fermionów . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.1 Antysymetryzowana macierz potencjaªu oddziaªywania V̂ . . . . . . 28
3.3.2 Posta¢ równa« HFB w dowolnej bazie jednocz¡stkowej . . . . . . . . 28
3.3.3 Macierze g¦sto±ci ρ i κ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.3.4 Jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy Γ . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3.5 Potencjaª korelacji par ∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3.6 Energia kinetyczna T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.7 Macierz energii jednokwazicz¡stkowych E . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.8 Pierwsze równanie HFB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.9 Drugie równanie HFB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.10 Wybór konwencji fazowej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.11 Konsekwencje symetrii odwrócenia spinu . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3.12 Sprowadzenie równa« HFB do ukªadu dwóch równa« . . . . . . . . . 37
3.3.13 Przej±cie graniczne L→ +∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5



3.3.14 Symetria obrotowa i jej konsekwencje . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4 Podsumowanie: rozwi¡zanie równa« HFB oraz funkcjonaª energii. . . . . . 41

4 Uogólnienie metody HFB na T > 0 � metoda FTHFB 46
4.1 Metoda FTHFB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.2 Równania FTHFB dla rozrzedzonego gazu fermionów . . . . . . . . . . . . . 49

4.2.1 Wybór bazy. Macierze A i B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.2 Macierze g¦sto±ci ρ i κ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.3 Potencjaªy Γ i ∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.4 Równania FTHFB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.2.5 Konsekwencje symetrii odwrócenia spinu . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2.6 Sprowadzenie równa« FTHFB do ukªadu dwóch równa« . . . . . . . 53
4.2.7 Przej±cie graniczne L→ +∞. Symetria obrotowa. . . . . . . . . . . . 56

4.3 Podsumowanie: rozwi¡zanie równa« FTHFB oraz funkcjonaª energii. . . . 56

5 Analiza numeryczna rozrzedzonego gazu Fermiego w przybli»eniu
FTHFB 61
5.1 Uwagi techniczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.1.1 Ukªad jednostek i sposób prezentacji wyników . . . . . . . . . . . . . 62
5.1.2 Równania FTHFB w ró»nych przypadkach . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.1.3 Przybli»ona posta¢ wzoru (4.57) na ϵFTHFB . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.2 Stabilno±¢ wyników ze wzgl¦du na koncentracj¦ cz¡stek n . . . . . . . . . . 67
5.3 Stabilno±¢ wyników ze wzgl¦du na p¦d obci¦cia kc . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.4 Termodynamika gazu Fermiego w granicy unitarnej . . . . . . . . . . . . . . 69

5.4.1 Wªa±ciwo±ci ukªadu w stanie podstawowym oraz w niezerowych
temperaturach. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.4.2 Stabilno±¢ równowagi termodynamicznej . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.5 Poza granic¡ unitarn¡. Zale»no±¢ od 1/a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.6 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

6 Dodatek: Uzupeªnienie matematyczno-programistyczne 82
6.1 Obliczenie caªki I(κ, kα) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
6.2 Zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.3 Najwa»niejsze bloki instrukcji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6



Rozdziaª 1

Wiadomo±ci wst¦pne

1.1 Motywacja i plan pracy

W ostatnich kilkunastu latach obserwuje si¦ dynamiczny post¦p w puªapkowaniu,
chªodzeniu i badaniu rozrzedzonych gazów atomowych. Za umowny pocz¡tek tego okresu
mo»na uwa»a¢ pierwsz¡, przeªomow¡ obserwacj¦ zjawiska kondensacji Bosego-Einsteina
(BEC) w wyniku schªodzenia atomów rubidu, przypadaj¡c¡ na rok 1995 [1, 2, 3].

Pocz¡tkowo �zycy eksperymentalni koncentrowali si¦ na gazach bozonowych, jednak»e
wkrótce ich uwaga oraz uwaga teoretyków obj¦ªa równie» ukªady atomów o statystyce
Fermiego-Diraca [4, 5, 6]. Ich wªa±ciwo±ci w niskich temperaturach s¡ znacznie bogatsze,
istotnie zale»¡c od siªy oddziaªywania mi¦dzyfermionowego, charakteryzowanego przez
tzw. dªugo±¢ rozpraszania1 a [9].

I tak, dla sªabego oddziaªywania przyci¡gaj¡cego (a ≲ 0) cz¡stki gazu ª¡cz¡ si¦ w pary
Coopera, a caªy ukªad daje si¦ z powodzeniem modelowa¢ za pomoc¡ teorii nadprze-
wodnictwa Bardeena-Coopera-Schrie�era (BCS) [10]. Z kolei dla silnego oddziaªywania
przyci¡gaj¡cego (a ≳ 0) poszczególne pary cz¡stek tworz¡ stany zwi¡zane � dimery podle-
gaj¡ce statystyce Bosego-Einsteina, a caªy ukªad zachowuje si¦ jak gaz bozonów [11]. Oba
te re»imy, zwane odpowiednio re»imami: BCS i BEC, poddaj¡ si¦ teoretycznemu opisowi
metodami perturbacyjnymi [12].

Na pograniczu tych dwóch re»imów (1/a ≈ 0) znajduje si¦ obszar przej±ciowy.
W analizie teoretycznej rozrzedzonego gazu Fermiego w tym tzw. re»imie unitarnym
metody perturbacyjne zawodz¡, a na wiele wa»kich pyta« dotycz¡cych tego re»imu wci¡»
nie ma odpowiedzi lub s¡ one zgrubne [12].

Niniejsza praca pomy±lana jest jako niezale»ne skonstruowanie prostej, ±redniopolowej
teorii rozrzedzonego gazu fermionowego w re»imie unitarnym ze szczególnym uwzgl¦d-
nieniem granicy unitarnej, tj. 1/a = 0. Konstrukcja ta bazuje na powszechnie
stosowanym w �zyce niskich energii podej±ciu efektywnym, a w dalszej cz¦±ci na metodzie
Hartree-Focka-Bogolubowa w uj¦ciu Dobaczewskiego [13] oraz jej uogólnienia na nieze-
rowe temperatury w uj¦ciu Goodmana [14].

1Por. formaln¡ de�nicj¦ rozpraszania w [7] b¡d¹ [8].
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Formalnie, teoria ta dla T = 0 jest równowa»na oryginalnemu podej±ciu Leggetta [9],
a dla temperatur niezerowych � ±redniopolowej teorii, w zwarty sposób przedstawionej
np. w [15] w rozdziaªach 3 i 3.1.

Plan pracy jest nast¦puj¡cy.
We wst¦pie przybli»ona zostaje idea teorii efektywnej oraz w kilku zda-

niach zaprezentowane s¡ podstawowe wªa±ciwo±ci rozrzedzonych gazów Fermiego.
Rozdziaª 2 zawiera konstrukcj¦ efektywnego, zrenormalizowanego potencjaªu oddziaªy-
wania mi¦dzyfermionowego. Potencjaª ten zostaje wykorzystany w Rozdziale 3 do za-
pisania tzw. równa« HFB badanego ukªadu, stanowi¡cych jego przybli»ony opis w tem-
peraturze T = 0. Równania te w wyniku drobiazgowej argumentacji zostaj¡ sprowa-
dzone z postaci ogólnej do znacznie prostszego, nieliniowego ukªadu dwóch równa«
z dwiema niewiadomymi. W Rozdziale 4 dotychczasowe rezultaty zostaj¡ uogólnione
na przypadek niezerowych temperatur � zostaj¡ zapisane (i sprowadzone do prostszej
postaci) tzw. równania FTHFB badanego ukªadu. Rozdziaª 5 stanowi sprawozdanie
z numerycznej analizy rozwi¡za« tych równa«, wzbogacone o ich interpretacj¦ �zyczn¡.
Na ko«cu, po podsumowaniu, znajduje si¦ Dodatek zawieraj¡cy uzupeªnienie matema-
tyczne oraz programistyczne � Rozdziaª 6.

1.2 Idea teorii efektywnej

W latach 40. XX w. Bethe zauwa»yª, »e zjawisko rozpraszania nukleonu na nuk-
leonie w granicy niskoenergetycznej (10�20 MeV) mo»na opisa¢ za pomoc¡ zaledwie dwu
liczbowych parametrów, bez konieczno±ci dokªadnej znajomo±ci potencjaªu oddziaªywania
[16].

Od tego czasu tzw. teorie efektywne byªy zawsze obecne w �zyce niskich energii,
nap¦dzaj¡c jej post¦p. Ich idea stanowi rozwini¦cie oryginalnego zaªo»enia Bethego.
Stanowi ona mianowicie, i»: dynamika procesów niskoenergetycznych daje si¦ opisa¢ nieza-
le»nie od szczegóªów dynamiki tych procesów w wysokich energiach [17]. Korzy±¢ z takiego
podej±cia polega na tym, »e konstrukcja niskoenergetycznej teorii efektywnej jest prostsza
� teoria taka zawiera zazwyczaj niewielk¡ liczb¦ stopni swobody (np. równ¡ 2 we wspom-
nianej wy»ej pracy Bethego), nie wymagaj¡c znajomo±ci dokªadnej postaci oddziaªywania.

Za ilustracj¦ skuteczno±ci efektywnego opisu niskoenergetycznego rozpraszania
niech sªu»y wyczerpuj¡ca analiza wyników przeszªo 4000 eksperymentów, w których
rozpraszano nukleony na nukleonach przy energiach nieprzekraczaj¡cych 350 MeV [18].
W tym wypadku okazaªo si¦, »e wszystkie te wyniki mo»na odtworzy¢, opisuj¡c zjawisko
rozpraszania za pomoc¡ pojedynczego zestawu przesuni¦¢ fazowych δl.

Wªa±nie taka �efektywna� strategia obrana jest w niniejszej pracy. Zakªada si¦ w niej
mianowicie, »e jedynymi oddziaªywaniami w rozrzedzonym gazie Fermiego s¡ binarne,
niskoenergetyczne zderzenia fermion-fermion. Zostaje przyj¦te, i» amplituda rozpraszania
w funkcji wektora falowego cz¡stki rozpraszanej wyra»a si¦ wzorem [7]:

f(k) k→0= 1

− 1
a +

1
2re�k

2 − ik
(1.1)
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a zatem jest zdeterminowana przez dwa parametry: a i re�.
Równocze±nie zapostulowany zostaje stosowny, efektywny potencjaª oddziaªywania,

odtwarzaj¡cy w granicy niskich energii warto±ci tych dwóch parametrów. Wszystko to
stanowi tre±¢ Rozdziaªu 2.

1.3 Rozrzedzone gazy fermionowe

Od czasu gdy Eagles [19], a wkrótce po nim Leggett [9] zacz¦li rozwa»a¢, w jaki sposób
wªa±ciwo±ci rozrzedzonego gazu fermionów zmieniaj¡ si¦ z siª¡ oddziaªywania mi¦dzy-
cz¡stkowego, wiedza na ten temat znacznie si¦ pogª¦biªa, zarówno od strony teoretycznej,
jak i do±wiadczalnej. Nie miejsce tu nawet na pobie»ny przegl¡d osi¡gni¦¢ w tej dziedzinie,
wyczerpuj¡co przedstawiony np. w [12]. Zamiast tego, przedstawmy pokrótce ogólne fakty
dotycz¡ce �zyki rozrzedzonych gazów Fermiego, posiªkuj¡c si¦ [12, 20].

Jak ju» wspomniano w podrozdziale 1.1 i jak dokªadniej zostanie to uzasadnione za po-
moc¡ podej±cia efektywnego w Rozdziale 2, dla niskich koncentracji fermionów oraz w nis-
kich temperaturach siªa oddziaªywania mi¦dzycz¡stkowego mo»e by¢ scharakteryzowana
za pomoc¡ jednej liczby: dªugo±ci rozpraszania a, jakkolwiek cz¦sto wygodniej posªugiwa¢
si¦ jej odwrotno±ci¡2: 1/a.

Zale»no±¢ wªa±ciwo±ci rozrzedzonego gazu fermionów od temperatury T oraz
parametru 1/a wygodnie przedstawi¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego diagramu:

Rysunek 1.1: Diagram fazowy rozrzedzonej materii fermionowej.

Na diagramie schematycznie przedstawiono:

� Re»im BCS (1/a ≪ 0), w którym siªa oddziaªywania mi¦dzyfermionowego jest
sªaba i przyci¡gaj¡ca. Ukªad w tym re»imie daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ teorii nadprze-
wodnictwa BCS, z której wynika m.in., i» poni»ej pewnej temperatury krytycznej
Tc energetycznie korzystne staje si¦ utworzenie przez cz¡stki gazu par Coopera,
w wyniku czego staje si¦ on nadprzewodnikiem (lub nadciecz¡ w przypadku gdy
cz¡stki gazu s¡ nienaªadowane);

2To wªa±nie ona pojawia sie w mianowniku wzoru (1.1).
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� Re»im BEC (1/a ≫ 0), w którym siªa oddziaªywania mi¦dzyfermionowego jest
silna i przyci¡gaj¡ca. Wskutek tego oddziaªywania, poni»ej charakterystycznej tem-
peratury oznaczonej na diagramie przez T ∗ pojawiaj¡ si¦ dwufermionowe stany
zwi¡zane (dimery) podlegaj¡ce, jako cz¡stki zªo»one z parzystej liczby fermionów,
statystyce Bosego-Einsteina. Taki ukªad dimerów daje si¦ z powodzeniem opisa¢
jako gaz oddziaªuj¡cych bozonów. Efektywnie, siªa oddziaªywania mi¦dzybo-
zonowego jest sªaba i odpychaj¡ca, w zwi¡zku z czym ukªad poni»ej temperatury
krytycznej Tc przejawia zjawisko kondensacji Bosego-Einsteina;

� Re»im unitarny (1/a ≈ 0), w którym gaz jest jednocze±nie rozrzedzony i silnie
oddziaªuj¡cy. Jest to obszar przej±ciowy mi¦dzy re»imami BEC i BCS, w którym
pary fermionów s¡ na granicy utworzenia (pªytkiego) stanu zwi¡zanego. Jak wynika
z modeli wykraczaj¡cych poza przedstawione w tej pracy przybli»enie ±redniopolowe,
tak jak w re»imie BEC, tak i w tym re»imie mo»na wyró»ni¢ dwie charakterystyczne
temperatury.

Szczególnie interesuj¡cym przypadkiem jest tzw. granica unitarna, odpowiadaj¡ca:
1/a = 0, co przekªada si¦ na niesko«czon¡ dªugo±¢ rozpraszania. W takiej sytuacji
opisuj¡ca binarne oddziaªywanie fermion-fermion amplituda rozpraszania (1.1) przyjmuje
(dla k ≪ 1/re�) uniwersaln¡ posta¢: f(k) = i/k. Co wi¦cej, jedyna charakterystyczna
skala dªugo±ci w ukªadzie jest zadana przez jego p¦d Fermiego.

Jedn¡ z konsekwencji �uniwersalno±ci� rozrzedzonego gazu Fermiego w granicy uni-
tarnej jest szczególnie prosta, uniwersalna posta¢ funkcji termodynamicznych, w tym
energii wewn¦trznej E [21]:

E = 3
5 EFN ξ(T /TF ) (1.2)

gdzie: EF oznacza energi¦ Fermiego, TF ∶= EF /kB to temperatura Fermiego, N stanowi
liczb¦ cz¡stek w ukªadzie, natomiast ξ jest pewn¡ funkcj¡.

Do tego faktu wrócimy jeszcze w podrozdziale 5.4.2.
Nadmie«my na koniec, i» ze wzgl¦du na swoj¡ �uniwersalno±¢�, zrozumienie wªa±-

ciwo±ci i zachowania tego konkretnego kwantowego ukªadu wielu ciaª wi¡zaªoby si¦
z post¦pem tak»e w rozumieniu takich systemów jak: nadprzewodniki wysokotempe-
raturowe, zewn¦trzne warstwy gwiazd neutronowych i ogólnie materia neutronowa, a tak»e
plazma kwarkowo-gluonowa.

1.4 Formalizm i konwencje przyj¦te w pracy

W niniejszej pracy posªugiwa¢ si¦ b¦dziemy formalizmem drugiej kwantyzacji.
Przestrzeni¡ stanów jest przestrze« Focka dla fermionów, a wielko±ciom dynamicznym
odpowiadaj¡ operatory liniowe dziaªaj¡ce w tej przestrzeni. Jak wiadomo3, ka»dy opera-
tor mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ wa»onej sumy iloczynów operatorów kreacji aµ i anihilacji a+µ
fermionu w jednocz¡stkowych stanach kwantowych ∣µ⟩, przy czym wagami s¡ odpowiednie
elementy macierzowe tego operatora.

3Por. [13, 22].
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W szczególno±ci, dla operatora N -cz¡stkowego X̂:

X̂ = ∑
µ1,...,µN ,
µ′1,...,µ

′
N

⟨µ′1 . . . µ′N ∣X̂ ∣µ1 . . . µN⟩ a+µ′1 . . . a
+
µ′N
aµN

. . . aµ1 (1.3)

W pracy tej przyjmiemy równie» nast¦puj¡c¡ konwencj¦ nazewnicz¡. Otó» wektor
falowy k b¦dziemy konsekwentnie nazywa¢ p¦dem, a samego wektora p¦du p nie b¦dziemy
u»ywa¢. Obie te wielko±ci s¡ do siebie proporcjonalne: p = h̵k, tote» takie nazewnictwo nie
powinno prowadzi¢ do nieporozumie«. Tym sposobem unikniemy równie» kolizji oznacze«
dªugo±ci wektora p¦du p i ci±nienia.

Staª¡ Boltzmanna oznacza¢ b¦dziemy przez kB.

11



Rozdziaª 2

Oddziaªywanie efektywne

2.1 Wst¦p

W pracy rozwa»a¢ b¦dziemy jednorodny, rozrzedzony gaz oddziaªuj¡cych fermionów
o spinie 1

2 i masie m, opisany hamiltonianem stanowi¡cym sum¦ jednocz¡stkowego opera-
tora energii kinetycznej T̂ oraz dwucz¡stkowego operatora potencjaªu oddziaªywania
mi¦dzycz¡stkowego V̂ :

Ĥ = T̂ + V̂ (2.1)

gdzie potencjaª V̂ odznacza si¦ pewnym sko«czonym zasi¦giem r0.
De�nicj¦ rozrzedzono±ci przyjmujemy tu za [12]. Stanowi ona, i» gaz Fermiego jest

rozrzedzony, gdy speªnione s¡ nierówno±ci:

r0 ≪ λT oraz r0 ≪ k−1F (2.2)

gdzie: λT ∶=
√

2πh̵2

mkBT to termiczna dªugo±¢ fali de Broglie'a w temperaturze T ,
natomiast kF oznacza p¦d1 Fermiego ukªadu.

Pierwsze pytanie, przed jakim stajemy, dotyczy postaci V̂ . Znajomo±¢ ±cisªej postaci
potencjaªu oddziaªywania dla atomów gazu fermionowego nie jest nam potrzebna, al-
bowiem ograniczaj¡c si¦ do re»imu niskich energii, mo»emy posªugiwa¢ si¦ teori¡ efekty-
wn¡ (por. Rozdziaª 1). Teoria efektywna pozwala opisywa¢ oddziaªywanie w terminach
amplitudy rozpraszania f i przesuni¦¢ fazowych δl zamiast konkretnej postaci potencjaªu.

W granicy niskiej temperatury rozrzedzonego gazu gªówny wkªad do amplitudy
rozpraszania pochodzi od fali parcjalnej s. W zwi¡zku z tym amplituda rozpraszania
przyjmuje szczególnie prost¡, sferycznie symetryczn¡ posta¢, dla zadanego oddziaªywania
zale»¡c jedynie od warto±ci p¦du cz¡stki rozpraszanej kα [7]:

f(kα)
kα→0= 1

− 1
a +

1
2re�k

2
α − ikα

(2.3)

1Nale»y pami¦ta¢ o konwencji nazewniczej, jak¡ wprowadzili±my w podrozdziale 1.4.
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gdzie parametry a i re� o wymiarach dªugo±ci nazywane s¡ odpowiednio: dªugo±ci¡
rozpraszania oraz zasi¦giem efektywnym. Teoria oddziaªywania efektywnego stanowi, »e
ka»dy potencjaª V̂ , który w granicy niskich energii daje poprawne warto±ci parametrów
a oraz re� we wzorze (2.3), pozwala opisa¢ �zyk¦ rozrzedzonego gazu Fermiego.

Nale»y zatem zapostulowa¢ pewien efektywny potencjaª oddziaªywania V̂ o zasi¦gu
speªniaj¡cym de�nicj¦ rozrzedzono±ci gazu (2.2), który to potencjaª w wyniku analizy
rozpraszania fermion-fermion implikowa¢ b¦dzie (w granicy niskiego p¦du wzgl¦dnego
cz¡stek) amplitud¦ rozpraszania (2.3) o zadanych warto±ciach parametrów a oraz re�.
Jest to przedmiotem nast¦pnych dwóch podrozdziaªów.

2.2 Oddziaªywanie efektywne

Najprostszym dwuciaªowym potencjaªem oddziaªywania mi¦dzycz¡stkowego, jaki
mo»emy zapostulowa¢, jest potencjaª oddziaªywania kontaktowego, dany wzorem:

V̂ ∶= −g∫ d3ra+↑ (r)a+↓ (r)a↓(r)a↑(r) (2.4)

Staªa sprz¦»enia g jest w tym momencie dowolna. Znak minus jest pewn¡ przyj¦t¡
przez nas konwencj¡. W konsekwencji, dodatniej warto±ci g odpowiada oddziaªywanie
przyci¡gaj¡ce.

�Kontaktowo±¢� powy»szego potencjaªu bierze si¦ z faktu, »e para cz¡stek musi znale¹¢
si¦ w tym samym punkcie, aby nast¡piªo mi¦dzy nimi oddziaªywanie (oddziaªywanie to
ma zasi¦g punktowy). W ±wietle tego wymogu oraz na mocy zakazu Pauliego zrozumiaªe
jest, »e oddziaªuj¡ce w ten sposób fermiony musz¡ mie¢ przeciwne spiny.

Potencjaª ten mo»na zada¢ równowa»nie przez nast¦puj¡ce elementy macierzowe
w bazie poªo»eniowej:

⟨r′1λ′1 r′2λ′2∣V̂ ∣r1λ1 r2λ2⟩ = −
g
2 δλ1λ

′
1
δλ2λ

′
2
δ(r1 − r2)δ(r1 − r′1)δ(r2 − r′2) (2.5)

Taki zapis elementu macierzowego V̂ jest jednym z wielu równowa»nych (ze wzgl¦du
na charakter funkcji δ). Powy»szy pozwala dostrzec, i» rozwa»any potencjaª ma, obok
punktowego zasi¦gu oddziaªywania, równie» punktowy zasi¦g nielokalno±ci.

Z pewnych wzgl¦dów, które stan¡ si¦ jasne w dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu, zapiszmy
jeszcze ten element macierzowy nieco inaczej:

⟨r′1λ′1 r′2λ′2∣V̂ ∣r1λ1 r2λ2⟩ = −4g δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(r1 + r2 − r′1 − r′2)δ(r1 − r2)δ(r′1 − r′2) (2.6)

Znaczenie trzeciej z pi¦ciu funkcji δ w powy»szym iloczynie mo»na wyrazi¢ mówi¡c,
»e potencjaª kontaktowy zachowuje poªo»enie ±rodka masy pary oddziaªuj¡cych cz¡stek.
Innymi sªowy, potencjaª jest lokalny ze wzgl¦du na ±rodek masy.

Niestety, powy»szy potencjaª jako taki nie nadaje si¦ do naszych rozwa»a«. Do-
brze znany jest fakt, »e potencjaª kontaktowy nie powoduje rozpraszania cz¡stka-cz¡stka
(por. [23]).

Istnieje równie» drugi problem, który najlepiej jest sformuªowa¢ wyra»aj¡c element
macierzowy V̂ w bazie p¦dowej:

⟨k′1λ′1 k′2λ′2∣V̂ ∣k1λ1 k2λ2⟩ = −
g

2(2π)3 δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(k1 + k2 − k′1 − k′2) (2.7)
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Jak wida¢, w przestrzeni p¦dów oddziaªywanie kontaktowe zapewnia jedynie za-
chowywanie si¦ caªkowitego p¦du pary oddziaªuj¡cych cz¡stek. W szczególno±ci, nie
nakªada »adnego górnego ograniczenia na warto±ci p¦dów oddziaªuj¡cych cz¡stek.
Okazuje si¦, »e bardzo szybko prowadzi to do pojawienia si¦ w obliczeniach nie�zycznych
niesko«czono±ci2. Do ilustracji tego faktu wrócimy jeszcze w dalszej cz¦±ci tego podroz-
dziaªu.

Poka»emy, »e obu problemów mo»na unikn¡¢, wprowadzaj¡c tzw. p¦d obci¦cia kc. Pro-
cedur¦ t¡ nazywa¢ b¦dziemy renormalizacj¡ potencjaªu kontaktowego. Formalnie, nale»y
przemno»y¢ ka»dy element macierzowy V̂ w bazie p¦dowej (2.7) przez pewn¡ poprawk¦
zale»n¡ od (na razie dowolnego) parametru kc:

⟨k′1λ′1 k′2λ′2∣V̂kc ∣k1λ1 k2λ2⟩ = −
g

2(2π)3 δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(k1 + k2 − k′1 − k′2) × (2.8)

× IB(0,kc) (k1 − k2) IB(0,kc) (k
′
1 − k′2)

gdzie IX oznacza tzw. funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru X. Jest to funkcja równa 1
na zbiorze X oraz 0 poza nim. Z kolei zapis B(a, r) oznacza kul¦ otwart¡ w R3 o ±rodku
w punkcie a i promieniu r. Aby rozwia¢ wszelkie w¡tpliwo±ci, zapiszmy funkcj¦ IB(0,kc)
explicité:

IB(0,kc) (k) = {
1 dla k < kc,
0 dla k ≥ kc.

(2.9)

Kule w przestrzeni p¦dów b¦dziemy nazywa¢ kulami p¦dowymi.
Aby przekona¢ si¦, jak zmiana ta wpªywa na ksztaªt potencjaªu, zapiszmy element

macierzowy V̂kc w bazie poªo»eniowej:

⟨r′1λ′1 r′2λ′2∣V̂kc ∣r1λ1 r2λ2⟩ = −4g δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(r1 + r2 − r′1 − r′2)dkc/2(r1 − r2)dkc/2(r′1 − r′2) (2.10)

gdzie wprowadzono funkcj¦ zwan¡ niepeªn¡ delt¡ Diraca zde�niowan¡ jako caªka3:

dκ(r) ∶= (2π)−3∫
k<κ

d3k eik⋅r (2.11)

Wzór (2.10) ma identyczn¡ struktur¦ jak (2.5) � ten pierwszy odró»nia si¦ jedynie
obecno±ci¡ zde�niowanej powy»ej niepeªnej delty Diraca. Rzecz jasna, w granicy kc →∞
wzór (2.10) formalnie przechodzi w (2.5).

Jak wida¢, V̂kc ma niezerowy zasi¦g oddziaªywania � zasi¦g ten jest dla« rz¦du k−1c .
Mo»e si¦ wydawa¢, i» sprawi to w szczególno±ci, »e fermiony o identycznych spinach b¦d¡
ze sob¡ oddziaªywa¢. Jak si¦ jednak przekonamy w toku analizy rozproszeniowej naszego
potencjaªu, wcale tak nie b¦dzie.

2Na okre±lenie tego zjawiska u»ywa si¦ historycznego, pochodz¡cego od Ehrenfesta terminu: katastrofa
w nad�olecie [12].

3Caªk¦ t¡ mo»na obliczy¢: dκ(r) = 1
2π2r3

(sinκr − κr cosκr), przedªu»ona w sposób ci¡gªy do punktu
r = 0.

14



Rozrzedzono±¢ gazu nakªada dwa warunki na zasi¦g oddziaªywania
(por. podrozdziaª 2.1). Drugi z nich, zapisany w terminach kc, przyjmie prost¡
posta¢:

kc ≫ kF (2.12)

Speªnienie tego warunku w symulacji b¦dzie dokªadnie przedyskutowane w cz¦±ci
dotycz¡cej wyników (Rozdziaª 5). Wcze±niej zostanie on jeszcze nieco wzmocniony
(Rozdziaªy 3 i 4.2).

Potencjaª V̂kc ma równie» niezerowy zasi¦g nielokalno±ci. Co ciekawe, jest jed-
nak»e lokalny wzgl¦dem ±rodka masy, podobnie jak przed renormalizacj¡ (por. (2.5)).
Nielokalno±¢ V̂kc nie jest problematyczna, o ile jej zasi¦g, podobnie jak zasi¦g oddziaªy-
wania, jest �maªy�. Poniewa» przy kc → ∞ potencjaª staje si¦ lokalny, uzasadnione jest
przyj¡¢, »e nielokalno±¢ staje si¦ efektywnie nieistotna, o ile p¦d obci¦cia jest wystarcza-
j¡co du»y. Prowadzi to ponownie do warunku (2.12).

Z tak zapostulowanym potencjaªem efektywnym, mo»emy przej±¢ do jego analizy
rozproszeniowej, która pozwoli powi¡za¢ parametry g oraz kc z zadanymi parametrami
a oraz re�.

2.3 Rozpraszanie przy niskich energiach

W niniejszym rozdziale wiele wzorów zostaªo zaczerpni¦tych z [7]. Odno±niki do nich
b¦d¡ mie¢ form¦ (S <nr wzoru w [7]>).

2.3.1 Równanie Schrödingera

Punktem wyj±cia naszych rozwa»a« b¦dzie równanie Schrödingera opisuj¡ce ukªad
dwóch oddziaªuj¡cych fermionów o spinie 1

2 zapisane w obrazie Schrödingera:

(T̂ + V̂kc) ∣Ψ(t)⟩ = ih̵
∂

∂t
∣Ψ(t)⟩ (2.13)

Zapiszmy elementy macierzowe obu pojawiaj¡cych si¦ powy»ej operatorów w bazie
p¦dowej. Operator caªkowitej energii kinetycznej ukªadu jest w tej bazie diagonalny:

⟨k′1λ′1 k′2λ′2∣T̂ ∣k1λ1 k2λ2⟩ = h̵2

2m δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(k1 − k′1)δ(k2 − k′2)(k21 + k22), (2.14)

natomiast element macierzowy operatora V̂kc wyra»a si¦ wzorem (2.8).
Jak wiadomo4, równanie tego typu mo»na rozseparowa¢ w ukªadzie ±rodka masy pary

fermionów. W bazie p¦dowej odpowiada to przej±ciu ze zmiennych k1, k2 do zmiennych
kM , kw zde�niowanych poprzez:

kM = k1 + k2 (2.15)

kw = 1
2(k1 − k2) (2.16)

4Patrz np. �16 w [7].
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Pierwsza z powy»szych zmiennych p¦dowych ma wi¦c sens caªkowitego p¦du ukªadu,
natomiast druga � (poªowy) wzgl¦dnego p¦du jednego z fermionów wzgl¦dem drugiego.
Mo»na si¦ ªatwo przekona¢, »e transformacja taka jest unitarna.

Bezpo±rednim podstawieniem otrzymamy, »e w tej nowej bazie operator T̂ równie»
b¦dzie diagonalny:

⟨k′Mk′wλ′1λ′2∣T̂ ∣kMkwλ1λ2⟩ = h̵2

m δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(kM − k′M)δ(kw − k′w)(14k

2
M + k2w) (2.17)

Co wi¦cej, w bazie tej nieco upro±ci si¦ operator V̂kc , okazuj¡c si¦ diagonalny w zmien-
nej kM (czego nale»aªo si¦ spodziewa¢, skoro zauwa»yli±my uprzednio, »e nasz potencjaª
zachowuje caªkowity p¦d):

⟨k′Mk′wλ′1λ′2∣V̂kc ∣kMkwλ1λ2⟩ = −
g

2(2π)3 δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
δ(kM − k′M) × (2.18)

× IB(0,kc/2) (kw) IB(0,kc/2) (k
′
w)

Rozwijaj¡c w naszej bazie stan ukªadu:

∣Ψ(t)⟩ = ∑
λ1λ2

∫ d3kMd
3kw Fλ1λ2

(t,kM ,kw) ∣kMkwλ1λ2⟩ (2.19)

i podstawiaj¡c (2.17)�(2.19) do równania Schrödingera (2.13), otrzymamy:

h̵2

m (
1
4k

2
M + k2w)Fλ1λ2

(t,kM ,kw) −
g

2(2π)3 IB(0,kc/2) (kw) ∫
kw<kc/2

d3k′w Fλ1λ2
(t,kM ,k

′
w) = (2.20)

= ih̵ ∂
∂t
Fλ1λ2

(t,kM ,k
′
w)

Kluczem do rozwi¡zania powy»szego równania jest nast¦puj¡ce podstawienie:

Fλ1λ2
(t,kM ,kw) = ψw(kw)ψM(kM , t) (2.21)

Dzi¦ki niemu, równanie (2.20) rozseparuje si¦ na dwa:

h̵2

m k
2
wψw(kw) − g

2(2π)3 IB(0,kc/2) (kw) ∫
kw<kc/2

d3k′wψw(k′w) = Ewψw(kw), (2.22)

ih̵
∂

∂t
ψM(kM , t) = ( h̵2

4mk
2
M +Ew)ψM(kM , t) (2.23)

Drugie z powy»szych równa« mo»na rozwi¡za¢ natychmiast:

ψM(kM , t) = C exp (− i
h̵ (

h̵2

4mk
2
M +Ew) t) (2.24)

gdzie C jest staª¡ normalizacyjn¡5.
Równanie (2.22) formalnie ma posta¢ równania Schrödingera bez czasu opisuj¡cego

ruch bezspinowej cz¡stki o masie µ ∶= 1
2m i energii Ew poruszaj¡cej si¦ w zewn¦trznym,

nielokalnym potencjale V̂w o elemencie macierzowym:

⟨k′∣V̂w∣k⟩ = − g
2(2π)3 IB(0,kc/2) (k) IB(0,kc/2) (k

′) (2.25)

Tym samym, analiza rozproszeniowa fermionu na fermionie zostaje sprowadzona do
analizy rozpraszania cz¡stki w zewn¦trznym potencjale.

5Matematycznie rzecz bior¡c, C mo»e by¢ funkcj¡ kM , jednak»e w naszych rozwa»aniach nie jest to
istotne.
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2.3.2 Wyznaczenie amplitudy rozpraszania f

Dla uproszczenia wzorów w dalszej analizie rozwa»ymy potencjaª o elemencie macie-
rzowym postaci:

⟨k′∣V̂w∣k⟩ = −γ IB(0,κ) (k) IB(0,κ) (k′) (2.26)

i dopiero na samym ko«cu, ju» po uwzgl¦dnieniu spinu, dokonamy podstawie«: µ ↦ m
2 ,

κ↦ kc
2 , γ ↦

g
2(2π)3 . Zauwa»my, »e potencjaª V̂w jest rzeczywisty i sferycznie symetryczny.

Obliczymy obecnie amplitud¦ rozpraszania f na potencjale V̂w.
Jako »e poruszamy si¦ w obr¦bie niskoenergetycznej teorii efektywnej, zakªadamy, »e

gªówny wkªad do rozpraszania pochodzi od fali s, w zwi¡zku z czym f nie b¦dzie zale»e¢ od
kierunku rozproszenia � b¦dzie ono jedynie funkcj¡ warto±ci p¦du kα cz¡stki rozpraszanej.

W rozwa»anym przypadku, w celu obliczenia f najwygodniej posªu»y¢ si¦ formalizmem
macierzy T (por. [7, 8]). Wzór (S 37.21) stanowi, i»:

f(kα) = −
4π2µ

h̵2
⟨k′α∣T ∣kα⟩ (2.27)

gdzie ∣k′α∣ = ∣kα∣ = kα.
Ze wzoru (S 37.36) wynika, »e macierz T jest diagonalna w bazie ∣klm⟩ stanów wªas-

nych operatora momentu p¦du i to w tej bazie wygodnie jest obliczy¢ jej element macie-
rzowy. Aby nast¦pnie otrzyma¢ ⟨k′α∣T ∣kα⟩ potrzebne we wzorze (2.27), b¦dzie wystarczyªo
dokona¢ transformacji:

⟨k′α∣T ∣kα⟩ = ⟨kαϕ′θ′∣T ∣kαϕθ⟩ = ∑
lml′m′

⟨ϕ′θ′∣l′m′⟩⟨kαl′m′∣T ∣kαlm⟩⟨lm∣ϕθ⟩ = (2.28)

=∑
lm

⟨ϕ′θ′∣lm⟩⟨kαlm∣T ∣kαlm⟩⟨lm∣ϕθ⟩ =∑
lm

Ylm(ϕ′, θ′)Y ∗lm(ϕ, θ)⟨kαlm∣T ∣kαlm⟩

gdzie w trzecim przej±ciu skorzystano z diagonalno±ci T w bazie ∣klm⟩, a w czwartym
� z postaci odpowiedniej macierzy transformacji (jej wyrazami s¡ warto±ci stosownych
harmonik sferycznych6).

Widzimy, »e wystarczy teraz obliczy¢ element diagonalny macierzy T w bazie ∣klm⟩.
De�nicja macierzy T , wprowadzana zazwyczaj (por. [7, 8]) w kontek±cie równa-

nia Lippmanna-Schwingera, przybiera (dla naszego potencjaªu rozproszeniowego) form¦
nast¦puj¡cego operatorowego równania samozgodnego:

T = V̂w + 1
h̵ V̂wG

+
0αT (2.29)

gdzie G+0α to propagator cz¡stki swobodnej o energii h̵ωα. W rozwa»anym przypadku
rozpraszania elastycznego cz¡stki o masie µ i p¦dzie kα energia ta b¦dzie oczywi±cie równa
h̵2k2α/2µ. Zwyczajowo nie opatruje si¦ daszkami ani macierzy T , ani propagatora, jakkol-
wiek obiekty te maj¡ charakter operatorowy.

6Por. (S 37.32) oraz Rozdziaª 5. w [24].
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Formalnym rozwi¡zaniem powy»szego równania jest tzw. szereg Bohra [8]:

T ∶= V̂w + 1
h̵ V̂wG

+
0αV̂w + 1

h̵2 V̂wG
+
0αV̂wG

+
0αV̂w + . . . =

∞
∑
n=0

B̂n (2.30)

gdzie n-ty wyraz Bohra wyra»a si¦ wzorem B̂n ∶= ( 1h̵)
n
V̂w (G+0αV̂w)

n
.

Aby wi¦c znale¹¢ ⟨kαlm∣T ∣kαlm⟩, potrzeba wpierw znale¹¢ macierze operatorów G+0α
i V̂w (najlepiej w tej samej bazie), z ich iloczynów otrzyma¢ macierze operatorów B̂n

dla poszczególnych n, a na ko«cu wysumowa¢ je po n. Co zadziwiaj¡ce, w przy-
padku rozwa»anego oddziaªywania wymienione powy»ej obliczenia daj¡ si¦ przeprowadzi¢
w sposób ±cisªy.

Jak wynika z (S 37.18), element macierzowy propagatora G+0α cz¡stki swobodnej
o energii h̵ωα ma posta¢:

⟨k′l′m′∣G+0α∣klm⟩ =
1

ωα − ω(k) + iε
δ(k′ − k)

k2
δll′δmm′ (2.31)

gdzie ε nale»y traktowa¢ jako in�nitezymaln¡, dodatni¡ liczb¦ rzeczywist¡.
W rozwa»anym przypadku relacja dyspersyjna ma oczywi±cie posta¢ ω(k) = h̵k2/2µ,

tote» powy»szy wzór mo»na zapisa¢ w postaci:

⟨k′l′m′∣G+0α∣klm⟩ =
2µ

h̵

1

k2α − k2 + iε
δ(k′ − k)

k2
δll′δmm′ (2.32)

Propagator jest wi¦c w tej bazie diagonalny. To zrozumiaªe, albowiem w ruchu swo-
bodnym zachowany jest zarówno p¦d, jak i moment p¦du oraz rzut tego ostatniego na o±
kwantyzacji. Mniej oczywista jest posta¢ potencjaªu V̂w w tej bazie. Mo»na j¡ obliczy¢
dokonuj¡c odpowiedniej transformacji bazy ∣k⟩, w której element macierzowy V̂w dany
jest wzorem (2.26):

⟨k′l′m′∣V̂w∣klm⟩ = ∫ dΩ′dΩ ⟨l′m′∣ϕ′θ′⟩⟨k′ϕ′θ′∣V̂w∣kϕθ⟩⟨ϕθ∣lm⟩ = (2.33)

= ∫ dΩ′dΩY ∗l′m′(ϕ′, θ′)Ylm(ϕ, θ)⟨k
′∣V̂w∣k⟩ =

= −γ I[0,κ) (k′) I[0,κ) (k)∫ dΩ′Y ∗l′m′(ϕ′, θ′)∫ dΩYlm(ϕ, θ) =

= −4πγ I[0,κ) (k′) I[0,κ) (k) δl′0δm′0δl0δm0

gdzie: dΩ = sin θdθdϕ i analogicznie dla zmiennych primowanych.
W trzecim przej±ciu skorzystano z faktu, »e funkcja charakterystyczna kuli p¦dowej

B(0, κ) zapisuje si¦ w zmiennych sferycznych szczególnie prosto. Nie zale»¡c od zmiennych
k¡towych, sprowadza si¦ do funkcji charakterystycznej przedziaªu jednowymiarowego:

IB(0,κ) (k) = I[0,κ) (k) (2.34)

Dzi¦ki powy»szemu, obie funkcje charakterystyczne mo»na wyj¡¢ przed znak caªki. Co
wi¦cej, caªka po dwóch k¡tach bryªowych rozbija si¦ na iloczyn dwóch caªek. Pod ka»d¡
z nich znajduje si¦ harmonika sferyczna. Caªka z harmoniki sferycznej po peªnym k¡cie
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bryªowym mo»e by¢ potraktowana jako iloczyn skalarny tej harmoniki z funkcj¡ staª¡.
Zauwa»my teraz, »e harmonika Y00 jest wªa±nie funkcj¡ staª¡ o warto±ci (4π)−1/2, a z faktu,
»e poszczególne harmoniki sferyczne s¡ do siebie ortogonalne, wynika ostatecznie, i»:

∫ dΩYlm(ϕ, θ) =
√
4π∫ dΩYlm(ϕ, θ)Y ∗00(ϕ, θ) =

√
4πδl0δm0 (2.35)

Powy»szy fakt wykorzystany zostaª w czwartym, ostatnim przej±ciu w (2.33).
Posªuguj¡c si¦ (2.32) i (2.33), mo»emy teraz obliczy¢ diagonalne elementy macierzowe

poszczególnych wyrazów szeregu Bohra (2.30). Dla zerowego wyrazu: B̂0 = V̂w, zatem
w sposób trywialny mamy:

⟨kαlm∣B̂0∣kαlm⟩ = −4πγ I[0,κ) (k) δl0δm0 (2.36)

Kolejne wyrazy, cho¢ coraz bardziej rozbudowane, nie sprawiaj¡ wi¦kszych problemów
obliczeniowych dzi¦ki szczególnie prostym postaciom elementów macierzowych G+0α oraz
V̂w. I tak, element diagonalny pierwszego wyrazu oblicza si¦:

⟨kαlm∣B̂1∣kαlm⟩ = (2.37)

= 1
h̵ ∑
l1m1l2m2

∫ k21dk1k
2
2dk2 ⟨kαlm∣V̂w∣k1l1m1⟩⟨k1l1m1∣G+0α∣k2l2m2⟩⟨k2l2m2∣V̂w∣kαlm⟩ =

= 2µ

h̵2
(−4πγ)2I[0,κ) (kα) δl0δm0∫ k21dk1 I[0,κ) (k1)

1

k2α − k21 + iε
=

= 32π2γ2µ

h̵2
I[0,κ) (kα) δl0δm0

κ

∫
0

k21dk1
k2α − k21 + iε

W drugim przej±ciu dokonano podstawienia (2.32) i (2.33) pod odpowiednie elementy
macierzowe, a nast¦pnie ªatwo wysumowano po wszystkich czterech dyskretnych liczbach
kwantowych oraz wycaªkowano po k2.

Pojawiaj¡c¡ si¦ na ko«cu (2.37) caªk¦, któr¡ oznaczymy przez I(κ, kα), nale»y trak-
towa¢ w sensie granicznym ze wzgl¦du na ε, tj.:

I(κ, kα) ∶= lim
ε→0+

κ

∫
0

k21dk1
k2α − k21 + iε

(2.38)

Caªk¦ t¦ mo»na obliczy¢ metodami analizy zespolonej (por. Rozdziaª 6), otrzymuj¡c:

I(κ, kα) =
kα
2
(ln κ + kα

κ − kα
− iπ) − κ (2.39)

Warto zwróci¢ w tym miejscu uwag¦, »e przechodz¡c do granicy κ → ∞ (a wi¦c do
potencjaªu niezrenormalizowanego), caªka I(∞, kα) jest rozbie»na dla ka»dego kα. To
wªa±nie te �nie�zyczne niesko«czono±ci� byªy wspomniane w poprzednim podrozdziale
jako jedna z motywacji wprowadzenia p¦du obci¦cia.
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Elementy diagonalne drugiego i dalszych wyrazów Bohra mo»na obliczy¢ w analogiczny
sposób jak dla B̂1. Okazuje si¦ (»mudny, acz nietrudny dowód indukcyjny pomijamy), »e
dla n-tego wyrazu Bohra:

⟨kαlm∣B̂n∣kαlm⟩ = −4πγ I[0,κ) (kα) δl0δm0 (−
8πγµ

h̵2
I(κ, kα))

n

(2.40)

Powy»szy wzór jest sªuszny dla wszystkich7 n = 0,1,2, . . ..
Sumuj¡c (2.40) po n, otrzymujemy ⟨kαlm∣T ∣kαlm⟩ na mocy (2.30). Przyjmuj¡c

odpowiednie zaªo»enie na iloraz otrzymanego (zespolonego) szeregu geometrycznego,
dostajemy:

⟨kαlm∣T ∣kαlm⟩ = −4πγ I[0,κ) (kα) δl0δm0

∞
∑
n=0
(−8πγµ

h̵2
I(κ, kα))

n

= (2.41)

=
−4πγ I[0,κ) (kα) δl0δm0

1 + 8πγµ
h̵2 I(κ, kα)

Chc¡c teraz otrzyma¢ ⟨k′α∣T ∣kα⟩, dokonujemy zmiany bazy w powy»szm wzorze zgod-
nie z (2.28). Dzi¦ki obecno±ci delt Kroneckera δl0, δm0, operacja ta jest trywialna. Otrzy-
mujemy:

⟨k′α∣T ∣kα⟩ = Y00(ϕ′, θ′)Y ∗00(ϕ, θ)
−4πγ I[0,κ) (kα)
1 + 8πγµ

h̵2 I(κ, kα)
= (2.42)

=
−γ I[0,κ) (kα)

1 + 8πγµ
h̵2 I(κ, kα)

poniewa» Y00 ≡ (4π)1/2.
Mo»emy teraz ostatecznie zapisa¢ wzór na amplitud¦ rozpraszania w funkcji warto±ci

p¦du cz¡stki rozpraszanej f(kα). Na mocy (2.27) oraz (2.39) mamy:

f(kα) =
I[0,κ) (kα)

h̵2

4π2µγ +
2
πI(κ, kα)

=
I[0,κ) (kα)

h̵2

4π2µγ −
2κ
π +

kα
π
(ln κ+kα

κ−kα − iπ)
(2.43)

Jak wida¢, wynik nie zale»y od zmiennych k¡towych. Jest to bezpo±rednia konsek-
wencja faktu, »e jedynie elementy macierzy T odpowiadaj¡ce l = m = 0 s¡ niezerowe, co
z kolei jest w peªnej zgodno±ci z zaªo»eniem, i» rozpraszanie odbywa si¦ jedynie w fali
s. Notabene, w powy»szym rozumowaniu nie skorzystali±my z tego zaªo»enia jawnie �
okazuje si¦ ono wbudowane ju» w sam¡ posta¢ efektywnego oddziaªywania V̂w.

Z (2.43) mo»na równie» odczyta¢, »e cz¡stka obdarzona p¦dem o warto±ci przekracza-
j¡cej κ nie ulegnie rozproszeniu. Jest to oczywiste, albowiem bezpo±rednio z de�nicji
potencjaªu (2.26) wynika, »e �nie widzi� on cz¡stek o takim p¦dzie.

7Por. w szczególno±ci dla (2.36) i (2.37).
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2.3.3 Uwzgl¦dnienie spinu

Aby zako«czy¢ analiz¦ rozproszeniow¡ fermionu na fermionie, musimy jeszcze uwzgl¦d-
ni¢ spin. W tym celu zapiszmy wpierw asymptotyczn¡ posta¢ funkcji ψw stanowi¡cej
rozwi¡zanie równania Schrödingera bez czasu (2.22) w bazie poªo»eniowej (por. (S 40.12)):

ψw(rw)
rw→∞= C (eikαzw + f(kα)

eikαrw

rw
) (2.44)

gdzie C to staªa normalizacyjna, natomiast rw ma sens wzgl¦dnego poªo»enia fermionów:
rw = r1 − r2. Przyj¦li±my te», »e fala padaj¡ca porusza si¦ wzdªu» osi z.

Równie» funkcj¦ ψM wyra»aj¡c¡ si¦ w bazie p¦dowej wzorem (2.24) mo»emy zapisa¢
w bazie poªo»eniowej. Konkretna posta¢ ψM(rM) nie jest dla nas istotna8. Istotne za
chwil¦ b¦dzie jednak to, »e jej argument rM ma sens poªo»enia ±rodka masy oddziaªuj¡cej
pary fermionów: rM = 1

2 (r1 + r2).
Asymptotyczn¡ posta¢ rozwi¡zania wyj±ciowego równania Schrödingera (2.13) mo»na

zatem zapisa¢ w bazie poªo»eniowej jako:

Ψλ1λ2(r1, r2, t) = ψM (12 (r1 + r2) , t)(e
ikα(z1−z2) + f(kα)

eikα∣r1−r2∣

∣r1 − r2∣
) ∣λ1λ2⟩ (2.45)

Funkcj¦ spinow¡ ∣λ1λ2⟩ pozostawiamy w postaci abstrakcyjnej.
Funkcja (2.45), jakkolwiek stanowi matematyczne rozwi¡zanie równania Schrödingera

(2.13), nie mo»e jako taka opisywa¢ pary fermionów, albowiem nie jest caªkowicie
antysymetryczna ze wzgl¦du na przestawienie cz¡stek 1 ↔ 2. Z czterech funkcji:
Ψ↑↑, Ψ↑↓, Ψ↓↑, Ψ↓↓ mo»na skonstruowa¢ nast¦puj¡ce cztery caªkowicie antysymetryczne
funkcje falowe:

Ψ1(r1, r2, t) = 1
2 [Ψ↑↓(r1, r2, t) −Ψ↓↑(r1, r2, t) +Ψ↑↓(r2, r1, t) −Ψ↓↑(r2, r1, t)]

Ψ2(r1, r2, t) = 1√
2
[Ψ↑↑(r1, r2, t) −Ψ↑↑(r2, r1, t)]

Ψ3(r1, r2, t) = 1
2 [Ψ↑↓(r1, r2, t) +Ψ↓↑(r1, r2, t) −Ψ↑↓(r2, r1, t) −Ψ↓↑(r2, r1, t)] (2.46)

Ψ4(r1, r2, t) = 1√
2
[Ψ↓↓(r1, r2, t) −Ψ↓↓(r2, r1, t)]

co po podstawieniu (2.45) daje (z dokªadno±ci¡ do czynnika fazowego):

Ψ1(r1, r2, t) = ψM (12 (r1 + r2) , t) [coskα(z1 − z2) + f(kα)
eikα∣r1−r2∣

∣r1 − r2∣
] (∣ ↑↓ ⟩ − ∣ ↓↑ ⟩)

Ψ2(r1, r2, t) =
√
2 ψM (12 (r1 + r2) , t) sinkα(z1 − z2)∣ ↑↑ ⟩

Ψ3(r1, r2, t) = ψM (12 (r1 + r2) , t) sinkα(z1 − z2) (∣ ↑↓ ⟩ + ∣ ↓↑ ⟩) (2.47)

Ψ4(r1, r2, t) =
√
2 ψM (12 (r1 + r2) , t) sinkα(z1 − z2)∣ ↓↓ ⟩

Jak wida¢, jedynie Ψ1 odznacza si¦ niezerow¡ amplitud¡ rozpraszania równ¡ f(kα)
i to wªa±nie ta funkcja falowa opisuje stan rozproszeniowy pary fermionów o wzgl¦dnym
p¦dzie o warto±ci kα.

8B¦dzie ona opisywa¢ paczk¦ falow¡ w rodzaju trójwymiarowego odpowiednika (S 12.20).
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Wynikaj¡ st¡d dwa wa»ne spostrze»enia. Po pierwsze, pomimo niezerowego zasi¦gu
potencjaªu oddziaªywania, jedynie pary fermionów o przeciwnych spinach b¦d¡ si¦
rozprasza¢ na sobie. Po drugie, procedura antysymetryzacji nie wpªyn¦ªa na posta¢
amplitudy rozpraszania. Wzór (2.43) jest wi¦c wci¡» w mocy, jakkolwiek dotyczy jedynie
kanaªu singletowego 1√

2
(∣ ↑↓ ⟩ − ∣ ↓↑ ⟩).

2.4 Wnioski. Ostateczna posta¢ efektywnego potenc-

jaªu oddziaªywania.

Caªa powy»sza analiza rozproszeniowa miaªa na celu uzyskanie amplitudy rozprasza-
nia fermion-fermion (2.43). Zapiszmy ten wzór wstawiaj¡c parametry potencjaªu
V̂kc (g oraz kc) oraz mas¦ fermionu m w miejsce zmiennych pomocniczych zgodnie
z przepisem: µ↦ m

2 , κ↦
kc
2 , γ ↦

g
2(2π)3 (por. (2.26)).

Otrzymujemy:

f(kα) =
I[0,kc/2) (kα)

8πh̵2

mg −
kc
π +

kα
π
(ln kc+2kα

kc−2kα − iπ)
(2.48)

Zale»no±¢ ta w granicy niskoenergetycznej musi zgadza¢ si¦ z zale»no±ci¡ (2.3). Aby
przedstawi¢ zwi¡zki, jakie musz¡ by¢ speªnione mi¦dzy zadanymi parametrami rozprasza-
nia a i re� a parametrami potencjaªu g oraz kc, rozwi«my mianownik we wzorze (2.48)
w szereg Maclaurina wzgl¦dem kα:

8πh̵2

mg
− kc
π
+ kα
π
(ln kc + 2kα

kc − 2kα
− iπ) = (8πh̵

2

mg
− kc
π
) − ikα +

4

πkc
k2α +O (k4α) (2.49)

Porównanie powy»szego rozwini¦cia z mianownikiem prawej strony wzoru (2.3) daje
nast¦puj¡ce dwie równo±ci:

a = (kc
π
− 8πh̵2

mg
)
−1

oraz re� =
8

πkc
(2.50)

Zasi¦g efektywny re� stanowi miar¦ zasi¦gu oddziaªywania mi¦dzy fermionami.
Na mocy de�nicji rozrzedzono±ci gazu podanej w podrozdziale 2.1, zale»y nam, aby za-
si¦g ten byª maªy w porównaniu z odwrotno±ci¡ p¦du Fermiego kF . �¡danie to oraz drugi
ze wzorów (2.50) stanowi¡ razem uzasadnienie warunku (2.12) wprowadzonego w poprzed-
nim podrozdziale znacznie mniej ±ci±le.

W dalszej cz¦±ci pracy wygodnie b¦dzie posªugiwa¢ si¦ parametrami 1
a oraz kc.

W zwi¡zku z tym wyra¹my jeszcze g wªa±nie za ich pomoc¡. Na mocy pierwszej równo±ci
z (2.50) mamy:

g = 8π2h̵2

m (kc − π
a
)

(2.51)

Powy»szy wzór stanowi uwie«czenie tego rozdziaªu. Dookre±la on wprowadzony
w Rozdziale 2.2 potencjaª efektywny V̂kc , który tym samym staje si¦ gotowy do opisu
rozrzedzonego gazu fermionów. Jest to przedmiotem kolejnych rozdziaªów.
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Rozdziaª 3

Metoda HFB

W pracy tej wykorzystano metod¦ Hartree-Focka-Bogolubowa w uj¦ciu
Dobaczewskiego [13]. Równie» u»yte oznaczenia odpowiadaj¡ tym zawartym w [13].
Nierzadko b¦dziemy si¦ odnosi¢ do podanych (i wyprowadzonych) tam wzorów, przy
czym odpowiednie odno±niki b¦d¡ postaci (D <nr wzoru w [13]>).

3.1 Uwagi wst¦pne

3.1.1 Notacja

W tym i w kolejnych rozdziaªach b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ tzw. notacj¡
abstrakcyjno-wska¹nikow¡ zwan¡ równie» notacj¡ tensorow¡, powszechnie stosowan¡
w elektrodynamice (por. np. [25]) i relatywistyce (por. np. [26]). Umo»liwia ona
zwarty zapis wielu wzorów zawieraj¡cych tensory w wybranej bazie, jakkolwiek struktura
tych wzorów nie zale»y od konkretnej bazy.

Wiele obiektów pojawiaj¡cych si¦ w niniejszym rozdziale ma charakter tensorowy.
My wszak»e, pracuj¡c na macierzach tych tensorów, b¦dziemy te obiekty nazywa¢
(za Dobaczewskim) po prostu macierzami.

Przykªadowo, macierze A i B transformacji Bogolubowa (por. (3.6)) w notacji
abstrakcyjno-wska¹nikowej b¦d¡ niekiedy zapisywane jako Aµ

ν i Bµν , gdzie tzw. indeksy
jednocz¡stkowe µ, ν maj¡ sens zupeªnych zbiorów liczb kwantowych (np. w reprezentacji
p¦dowo-spinowej µ = kλ).

Pozycja góra-dóª ka»dego z indeksów informuje o wªasno±ciach transformacyjnych
danej macierzy ze wzgl¦du na ten indeks.

I tak, ze wzgl¦du na górny indeks macierz A podlega nast¦puj¡cej regule transforma-
cyjnej:

Aµ
ν =∑

σ

⟨µ∣σ⟩Aσ
ν (3.1)

natomiast ze wzgl¦du na dolny indeks odpowiednia reguªa ma posta¢:

Aµ
ν =∑

σ

⟨σ∣ν⟩Aµ
σ (3.2)
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W przypadku macierzy dwuwska¹nikowych istotna jest równie» kolejno±¢ lewo-prawo
indeksów. Nawi¡zuj¡c do klasycznej formy prezentacji macierzy jako tablicy liczb, indeks
lewy oznacza poszczególne wiersze, a prawy � poszczególne kolumny macierzy. Tym
samym, kolejno±¢ indeksów determinuje sposób mno»enia macierzy. Przyjmujemy przy
tym konwencj¦ sumacyjn¡, w my±l której wykonujemy sumowanie po powtarzaj¡cych si¦
indeksach jednocz¡stkowych.

Maj¡c w pami¦ci nakre±lone powy»ej reguªy, mo»na w prosty sposób przedstawi¢
dziaªanie operacji transpozycji, sprz¦»enia zespolonego oraz sprz¦»enia hermitowskiego
macierzy. I tak, transpozycja zamienia kolejno±¢ lewo-prawo indeksów, sprz¦»enie ze-
spolone zamienia pozycje góra-dóª indeksów, natomiast sprz¦»enie hermitowskie jest zªo»e-
niem obu tych operacji. Np. dla macierzy A:

(AT )µν = A µ
ν ,

(A∗)µν = Ā ν
µ (3.3)

(A+)µν = Āν
µ

gdzie przyjmujemy umow¦, »e gwiazdk¡ ∗ oznaczamy sprz¦»enie zespolone macierzy, pod-
czas gdy podkre±lenie górne ¯ oznacza �liczbowe� sprz¦»enie zespolone. Ró»nica w dzia-
ªaniu ∗ oraz ¯ na macierz jest taka, »e ta pierwsza operacja wpªywa na wªasno±ci trans-
formacyjne macierzy, natomiast druga � jedynie sprz¦ga w sposób zespolony jej elementy.

Notacj¦ tensorow¡ wraz z konwencj¡ sumacyjn¡ stosowa¢ b¦dziemy jedynie do
macierzy. W szczególno±ci nie b¦d¡ nimi obj¦te obiekty jednowska¹nikowe (jak np. ope-
ratory kreacji-anihilacji czy wspóªczynniki uµ, vµ). Od samych macierzy odró»nia¢ si¦
w zapisie b¦d¡ elementy tych macierzy, tradycyjnie indeksowane dolnie i nieobj¦te kon-
wencj¡ sumacyjn¡.

Zapiszmy przykªadow¡ równowa»no±¢ notacyjn¡ (w bazie dyskretnej), która powinna
rozwia¢ wszelkie w¡tpliwo±ci:

(AT ) σ
µ Bσπδ

π
ν =∑

σπ

AσµBσπδπν (3.4)

Lewa strona jest zapisana za pomoc¡ notacji tensorowej, a prawa � notacji konwencjo-
nalnej. δπν to dwuwska¹nikowa macierz jednostkowa. Jej element daje si¦ zapisa¢ jako
odpowiednia delta Kroneckera, st¡d na jej oznaczenie u»yto tej tamej greckiej litery.

3.1.2 Dyskretyzacja bazy p¦dowej

Poniewa» wzór (2.51) wi¡»¡cy staª¡ sprz¦»enia g z dªugo±ci¡ rozpraszania a i p¦dem
obci¦cia kc wyprowadzili±my dla ukªadu o ci¡gªej (nieprzeliczalnej) bazie stanów jed-
nocz¡stkowych, równie» równania HFB b¦dziemy chcieli rozwi¡za¢ dla takiego ukªadu.
Niestety, gdyby±my w tym celu od pocz¡tku posªugiwali si¦ ci¡gª¡ baz¡ stanów, natra�-
liby±my do±¢ szybko na powa»ne problemy natury matematycznej i interpretacyjnej. Dla-
tego zastosujemy podej±cie dobrze znane z wielu elementarnych kursów mechaniki kwan-
towej (por. np. [7]), polegaj¡ce na rozwa»eniu wpierw ukªadu zamkni¦tego w sze±ciennym
pudeªku o boku L z periodycznymi warunkami brzegowymi naªo»onymi na funkcje falowe
jednocz¡stkowych stanów bazowych.
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W odpowiednim momencie, pod koniec wyprowadzenia, przejdziemy z L do +∞.
W szczególno±ci, dla bazy fal pªaskich ∣k⟩ przej±cie to b¦dzie si¦ wi¡zaªo z zast¡pieniem
dyskretnego zbioru stanów zbiorem ci¡gªym. Wówczas sumy po k formalnie przejd¡
w caªki zgodnie z nast¦puj¡cym przepisem1:

(2π
L
)3 ∑

k∈X

L→+∞ÐÐÐ→ ∫
k∈X

d3k (3.5)

3.1.3 Uwagi na temat metody HFB

Metoda HFB mo»e by¢ postrzegana jako metoda wariacyjna. W zasadzie polega ona
bowiem na warunkowej minimalizacji warto±ci oczekiwanej hamiltonianu (2.1) na klasie
tzw. stanów iloczynowych, przy czym warunkiem jest ustalona warto±¢ oczekiwana ope-
ratora liczby cz¡stek. Szukany stan realizuj¡cy to minimum nazywa si¦ rozwi¡zaniem
samozgodnym.

Stany iloczynowe de�niuje si¦ jako pró»nie fermionowych operatorów anihilacji αµ

zwi¡zanych z operatorami kreacji-anihilacji �prawdziwych� fermionów transformacj¡ Bo-
golubowa (por. (D 3.1) oraz (D 3.3)):

αµ =∑
ν

Āνµaν + B̄νµa
+
ν (3.6)

Wªasno±ci transformacyjne macierzy de�niuj¡cych powy»sz¡ transformacj¦ wi¡»¡ si¦
z nast¦puj¡cym sposobem ich indeksowania: Aµ

ν oraz Bµν .
Operator αµ oraz jego sprz¦»enie hermitowskie α+µ nosz¡ nazwy odpowiednio operatora

anihilacji oraz operatora kreacji kwazicz¡stki (w stanie µ). S¡ to, jak ju» wspomniano,
operatory fermionowe, tj. ich rodzina speªnia odpowiednie relacje antykomutacyjne:

{αµ, αν} = 0, (3.7)

{αµ, α
+
ν} = δµν

Relacje antykomutacyjne (3.7) oraz ich odpowiedniki dla operatorów kreacji-anihilacji
�prawdziwych fermionów� aµ, a+µ wymuszaj¡ speªnienie szeregu zwi¡zków mi¦dzy
macierzami A i B (por. (D 3.18) i (D 3.19)).

Na mocy lematu o jednoznaczno±ci pró»ni (D 1-4), para macierzy A, B okre±la dokªad-
nie jeden stan iloczynowy. Poszukiwanie rozwi¡zania samozgodnego sprowadza si¦ zatem
do szukania determinuj¡cej go pary macierzy.

Rzecz jasna, inna taka para zwi¡zana z par¡ A, B transformacj¡ unitarn¡ opisuje ten
sam stan. Wynika to ze swobody wyboru bazy jednocz¡stkowej, w której dokonujemy
opisu. Fakt ten skªania do próby wybrania takiej bazy, w której przynajmniej jedna
z macierzy A, B okre±laj¡cych rozwi¡zanie samozgodne jest diagonalna. Znacznie upro±-
ciªoby to zawieraj¡ce j¡ wzory.

Okazuje si¦, i» stany iloczynowe skonstruowane s¡ tak specy�cznie, »e dla ka»dego
z nich mo»na wybra¢ baz¦, która nie tylko diagonalizuje jedn¡ z macierzy A, B, ale
równie» drug¡ z nich sprowadza do prostej (cho¢ niediagonalnej) postaci.

1Jest to nic innego jak szczególny przypadek sumy Riemanna, w granicy L → +∞ przechodz¡cej
w caªk¦.
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Tak¡ baz¡ jest tzw. baza kanoniczna stanu iloczynowego. Mo»na j¡ zde�niowa¢ jako
tak¡ baz¦ jednocz¡stkow¡ ∣µ⟩, w której macierz A jest diagonalna, natomiast macierz
B jest macierz¡ antysymetryczn¡ w postaci kanonicznej, tzn. ich elementy maj¡ posta¢
(por. (D 4.108)):

Aµν = uµδµν , (3.8)

Bµν = s̄µ̃vµδµ̃ν .

Operacja ˜ przyporz¡dkowuje ka»demu indeksowi jednocz¡stkowemu µ pewien ró»ny
od niego indeks µ̃, przy czym: ˜̃µ = µ. Par¦ stanów jednocz¡stkowych ∣µ⟩, ∣µ̃⟩ nazywa¢
b¦dziemy stanami kanonicznie sprz¦»onymi.

Z kolei wielko±¢ sµ̃ jest pewnym zespolonym czynnikiem fazowym o wªasno±ci: sµ̃ = −sµ
(por. (D 4.91b-c)). Wybór konkretnych warto±ci sµ (tj. konwencji faz stanów bazy kano-
nicznej) podyktowany b¦dzie wzgl¦dami wygody i dokonamy go w stosownym momencie
wyprowadzenia równa« HFB dla badanego ukªadu.

Wspóªczynniki uµ oraz vµ s¡ liczbami rzeczywistymi zwi¡zanymi nast¦puj¡cym
warunkiem normalizacyjnym (D 4.130):

u2µ + v2µ = 1. (3.9)

Jak wynika ze wzorów (D 4.91a) oraz (D 4.106a-b), zachodz¡ te» równo±ci:

uµ = uµ̃, (3.10)

vµ = vµ̃.

Wspóªczynnikom tym mo»na cz¦±ciowo nada¢ interpretacj¦ �zyczn¡. Dokonamy tego
w kontek±cie badanego ukªadu w dalszej cz¦±ci wykªadu.

W ogólnym przypadku okre±lenie bazy kanonicznej rozwi¡zania samozgodnego
mo»liwe jest dopiero po rozwi¡zaniu równa« HFB poprzez diagonalizacj¦ otrzymanej
macierzy A. Istnieje jednak twierdzenie, zwane twierdzeniem o samozgodnych symetriach,
pozwalaj¡ce wyspecy�kowa¢ baz¦ kanoniczn¡ rozwi¡zania samozgodnego jedynie na pod-
stawie naªo»onych na nie symetrii. W ten sposób równania HFB mo»na rozwi¡zywa¢ od
razu w tej wygodnej bazie.

Po dokªadn¡ tre±¢ i dowód twierdzenia o samozgodnych symetriach por. Rozdziaªy
8.4 oraz 9.4 w [13]. Tu skorzystamy jedynie z wniosku dotycz¡cego symetrii ci¡gªych,
który stanowi, »e baz¦ kanoniczn¡ rozwi¡zania samozgodnego zachowuj¡cego symetri¦ jed-
nocz¡stkow¡ mo»na wybra¢ tak, aby jej stany byªy stanami wªasnymi generatora symetrii
(por. akapit nast¦puj¡cy po wzorze (D 8.73)).

3.2 Symetrie badanego ukªadu

Fizyczne wªa±ciwo±ci badanego przez nas ukªadu zwi¡zane s¡ z szeregiem symetrii,
jakimi odznacza¢ si¦ musi ka»dy stan wªasny ukªadu. Naªo»ymy je równie» na szukane
rozwi¡zanie samozgodne, co pozwoli wyspecy�kowa¢ baz¦ kanoniczn¡ tego stanu. Jest
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to równoznaczne z ograniczeniem klasy wariacyjnej, po której dokonujemy minimalizacji
warto±ci oczekiwanej hamiltonianu ukªadu.

Wymie«my i umotywujmy teraz te symetrie.

a) Symetria przesuni¦¢

Badanym przez nas ukªadem jest jednorodny gaz. Jednorodno±¢ gazu oznacza wªa±nie
symetri¦ ze wzgl¦du na przesuni¦cia. Wymagamy zatem zachowania tej symetrii przez
stan samozgodny.

Konsekwencj¡ tego warunku oraz twierdzenia o samozgodnych symetriach (D 8-7)
jest mo»liwo±¢ wybrania bazy kanonicznej rozwi¡zania samozgodnego zªo»onej ze stanów
wªasnych generatora symetrii przesuni¦¢. Generatorem tej symetrii jest operator p¦du,
zatem jako baz¦ kanoniczn¡ rozwi¡zania samozgodnego mo»na wybra¢ baz¦ fal pªaskich
∣kλ⟩, zwan¡ równie» dalej baz¡ p¦dowo-spinow¡.

b) Symetria odwrócenia czasu (T -parzysto±¢)

Zarówno operator energii kinetycznej T̂ , jak i operator zapostulowanego przez nas
oddziaªywania efektywnego V̂kc s¡ symetryczne ze wzgl¦du na inwersj¦ czasu. Co wi¦cej,
o badanym ukªadzie zakªadamy, »e znajduje si¦ w równowadze. Z tych powodów
na szukane rozwi¡zanie samozgodne nakªadamy warunek T -parzysto±ci.

Zgodnie z rozwa»aniami przeprowadzonymi w podrozdziale 9.2.6. w [13], w przy-
padku bazy kanonicznej stanów iloczynowych T -parzystych mo»na tak dobra¢ pary stanów
kanonicznie sprz¦»onych, by byªy one jednocze±nie stanami wzajemnie odwróconymi
w czasie � z dokªadno±ci¡ do pewnego czynnika fazowego.

W poª¡czeniu z warunkiem a. oznacza to, i» formalnie2:

k̃λ = −k,−λ, (3.11)

albowiem3: T̂inv∣kλ⟩ = skλ∣−k,−λ⟩, gdzie T̂inv oznacza operator inwersji czasowej (D 9-5),
natomiast skλ jest czynnikiem fazowym wprowadzonym w podrozdziale 3.1.3.

c) Symetria odwrócenia spinu

Rozwa»a¢ b¦dziemy gaz zªo»ony z N fermionów o spinie 1
2 , w którym dokªadnie po N/2

cz¡stek ma przeciwnie zwrócone spiny. Warunek ten, w odró»nieniu od dwu poprzednich,
nie ma fundamentalnego uzasadnienia �zycznego. W szczególno±ci, rozwa»a si¦ ukªady,
w których proporcja liczb cz¡stek o przeciwnych spinach jest ró»na od 1:1 (ukªady spo-
laryzowane) [27, 28].

My zajmiemy si¦ jednak»e najprostszym przypadkiem. W stosownym momencie
wyprowadzenia zaªo»ymy, »e elementy macierzy A i B zapisanych w bazie p¦dowo-
spinowej ∣kλ⟩ zale»¡ od kierunku spinu λ w taki sposób, »e �zyka rozwi¡zania samo-
zgodnego oka»e si¦ �nieczuªa� na zamian¦ wszystkich liczb spinowych na przeciwne.

Powy»sza bardzo jako±ciowa uwaga zostanie u±ci±lona w podrozdziale 3.3.11.

2Por. (D 9.44b) oraz (D 9.46).
3Por. (D 9.56a).
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d) Parzysta liczba cz¡stek w ukªadzie

Cho¢ wªa±ciwie nie jest to symetria, zauwa»my, »e warunki b. i c. milcz¡co zakªadaj¡,
»e liczba fermionów w gazie N jest parzysta. Równie» Dobaczewski w [13] koncentruje
si¦ przede wszystkim na stanach parzystych.

W przypadku gazów fermionowych liczba cz¡stek jest bardzo du»a i z punktu widzenia
wªa±ciwo±ci termodynamicznych mo»na bez straty ogólno±ci zakªada¢, »e N jest parzyste.
Pozwala to omin¡¢ pewne trudno±ci interpretacyjne i rachunkowe.

3.3 Równania HFB dla rozrzedzonego gazu fermionów

Po tym (z konieczno±ci skrótowym) wst¦pie, przejd¹my do wyprowadzenia równa«
HFB dla badanego przez nas ukªadu.

Jak wspomniano w podrozdziale 3.1.2, rozwa»amy ukªad w sze±ciennym pudeªku
o boku L z periodycznymi warunkami brzegowymi narzuconymi na stany bazy jed-
nocz¡stkowej. Posªugiwa¢ si¦ b¦dziemy baz¡ fal pªaskich (p¦dowo-spinow¡) ∣kλ⟩, gdzie λ
przebiega zbiór {↑, ↓}, natomiast k � zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3}.

3.3.1 Antysymetryzowana macierz potencjaªu oddziaªywania V̂

Wyprowadzenie zacznijmy od zapisania wzoru na element antysymetryzowanej
macierzy potencjaªu oddziaªywania V

k1λ1 k2λ2

k
′
1λ
′
1 k
′
2λ
′
2
(por. (D 1.68)):

Vk1λ1 k2λ2 k
′
1λ
′
1 k
′
2λ
′
2
= − g

2L3 δk1+k2,k
′
1+k

′
2
IB(0,kc) (k1 − k2) IB(0,kc) (k

′
1 − k′2) × (3.12)

× (δλ1λ
′
1
δλ2λ

′
2
− δλ1λ

′
2
δλ2λ

′
1
)

Wzór ten stanowi nic innego jak zantysymetryzowan¡ wersj¦ wzoru (2.8) z jednym
zastrze»eniem: w zapostulowanym przez nas uprzednio potencjale efektywnym w miejscu
L3 wyst¦powaªa liczba (2π)3. Ró»nica ta zwi¡zana jest jedynie z inn¡ normalizacj¡ jed-
nocz¡stkowych funkcji falowych opisuj¡cych ukªad �w pudeªku�.

Staªa sprz¦»enia g zwi¡zana jest z dªugo±ci¡ rozpraszania a i p¦dem obci¦cia kc wzorem
(2.51).

3.3.2 Posta¢ równa« HFB w dowolnej bazie jednocz¡stkowej

Niewiadomymi w równaniach HFB s¡ macierze A i B determinuj¡ce stan iloczynowy.
Zapiszemy ich elementy w bazie kanonicznej (por. (3.8)). Symetrie a), b) narzucone
na rozwi¡zanie samozgodne w poprzednim podrozdziale implikuj¡, »e jako stany bazy
kanonicznej mo»na wzi¡¢ wªa±nie stany bazy p¦dowo-spinowej ∣kλ⟩ oraz »e:
∣k̃λ⟩ = ∣ − k,−λ⟩. Otrzymujemy:

Ak1λ1 k2λ2 = uk1λ1δk1k2δλ1λ2 , (3.13)

Bk1λ1 k2λ2 = s̄−k1,−λ1vk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2 =
= −s̄k1λ1vk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2
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Gdzie skorzystano ze wzmiankowanej ju» wcze±niej (por. 3.1.3) to»samo±ci speªnianej
przez czynnik fazowy: sµ̃ = −sµ.

Same równania HFB Dobaczewski zapisuje w postaci zwartego wzoru (D 9.105). Tu
jednak wprowadzimy je od razu za pomoc¡ równowa»nego wzoru (D 9.111) wzbogaconego
o de�nicje pojawiaj¡cych si¦ w nim obiektów: (D 9.106), (D 9.95) oraz (D 4.79). B¦dziemy
pomija¢ indeks �0�, który w [13] odnosi oznaczone nim obiekty do rozwi¡zania samozgod-
nego.

Równania HFB maj¡ posta¢:

[ T + Γ − µδ ∆
−∆∗ −T ∗ − Γ∗ + µδ ] [

A
B
] = [ A

B
]E (3.14)

gdzie:

� E jest macierz¡ diagonaln¡4, a na mocy lematu (D 9-10) � dodatni¡;

� δ oznacza macierz jednostkow¡;

� µ jest tu (rzeczywistym) wspóªczynnikiem Lagrange'a, maj¡cym �zyczny sens po-
tencjaªu chemicznego5.

Pozostaªe obiekty s¡ pewnymi macierzami, których de�nicja i posta¢ dla badanego
przez nas ukªadu zostan¡ przedstawione w dalszej cz¦±ci rozdziaªu.

Wzór (3.14) to równanie macierzowe, przy czym tu termin �macierz� wyj¡tkowo ma
normalne znaczenie, dobrze znane z elementarnych kursów algebry liniowej. Z kolei ele-
mentami tych macierzy 2 × 2 i 2 × 1 s¡ ju» macierze w znaczeniu nakre±lonym w 3.1.1.

Aby unikn¡¢ potencjalnych nieporozumie«, zapiszmy powy»sze równanie w postaci
ukªadu równa« w notacji abstrakcyjno-wska¹nikowej:

(T + Γ − µδ)µσAσ
ν +∆µπBπν = Aµ

ρE
ρ
ν (3.15)

−(∆∗)µσAσ
ν − (T ∗ + Γ∗ − µδ)

π
µ Bπν = BµρE

ρ
ν

Taki sposób zapisu równa« HFB ma t¦ przewag¦ nad (3.14), »e uwidacznia wªasno±ci
transformacyjne ka»dej pojawiaj¡cej si¦ w nich macierzy.

Przejd¹my teraz do omówienia i obliczenia pozostaªych macierzy pojawiaj¡cych si¦
w (3.15). Za pomoc¡ jednej z nich wyrazimy te» matematycznie warunek ustalonej
warto±ci oczekiwanej operatora liczby cz¡stek, przy którym to warunku przeprowadzana
jest minimalizacja energii prowadz¡ca do równa« HFB (por. 3.1.3). Gdy uczynimy to
wszystko, oka»e si¦, »e w przypadku badanego ukªadu równania HFB (3.15) znacznie si¦
upraszczaj¡.

4Rzecz jasna zmniejsza to dowolno±¢ wyboru bazy jednocz¡stkowej ∣µ⟩, niemniej jednak taka baza
zawsze istnieje, por. dyskusja prowadz¡ca do wzoru (D 9.109).

5I st¡d jego oznaczenie, które nale»y odró»nia¢ od oznaczenia indeksu jednocz¡stkowego.
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3.3.3 Macierze g¦sto±ci ρ i κ

Macierze g¦sto±ci, tzn. hermitowsk¡ macierz g¦sto±ci ρ = ρµν oraz antysymetryczny
tensor korelacji par (ang. pairing tensor) κ = κµν odpowiadaj¡ce stanowi ∣Φ⟩ mo»na
zde�niowa¢ jako (por. (D 4.57)):

ρµν ∶= ⟨Φ∣a+νaµ∣Φ⟩, (3.16)

κµν ∶= ⟨Φ∣aνaµ∣Φ⟩.

Pokazuje si¦, »e dla stanu iloczynowego zdeterminowanego przez macierze A i B,
powy»sze macierze g¦sto±ci mo»na wyrazi¢ wzorami (D 4.61a,b):

ρµν = (B∗)µσ(BT )σν , (3.17)

κµν = (B∗)µσ(AT ) ν
σ .

Jak wynika bezpo±rednio z de�nicji macierzy ρ, jej element diagonalny ρµµ daje si¦
zinterpretowa¢ jako ±rednia liczba obsadze« stanu jednocz¡stkowego µ. Odnotujmy, i»
w przypadku ukªadu fermionów liczba ta nie mo»e przekracza¢ jedno±ci. W zwi¡zku
z tym mówi si¦ raczej o prawdopodobie«stwie obsadzenia stanu jednocz¡stkowego µ ni»
o ±redniej liczbie cz¡stek w tym stanie.

Aby odzyska¢ liczb¦ cz¡stek w ukªadzie N , wystarczy doda¢ do siebie wszystkie ele-
menty diagonalne macierzy ρ:

N = ρµµ = Trρ. (3.18)

Na (3.18) mo»na te» patrze¢ jak na szczególny przypadek wzoru (D 4.59), wyra»a-
j¡cego warto±¢ ±redni¡ dowolnego operatora jednocz¡stkowego F̂1 w stanie iloczynowym
∣Φ⟩ za pomoc¡ zwi¡zanej z tym stanem macierzy ρ oraz macierzy F1 tego operatora:

⟨Φ∣F̂1∣Φ⟩ = F µ
1 νρ

ν
µ = TrF1ρ. (3.19)

Istnieje równie» odpowiednik powy»szego wzoru dla operatora dwucz¡stkowego F̂2

(por. (D 4.60)):

⟨Φ∣F̂2∣Φ⟩ = F µµ′

2 νν′ (12ρ
ν
µρ

ν′

µ′ + 1
4(κ

+)µ′µκν
′ν) (3.20)

gdzie: F µµ′

2 νν′ jest zantysymetryzowan¡ macierz¡ operatora F̂2 (por. (D 1.68)).
We wzorze tym pojawia si¦ tak»e macierz κ, której nie da si¦ nada¢ �zycznej interpre-

tacji równie ªatwo jak macierzy ρ. Mo»na jednak doj±¢ do wniosku, »e element macierzowy
κµν stanowi pewn¡ miar¦ korelacji mi¦dzy obsadzeniami stanów jednocz¡stkowych µ i ν
w danym stanie iloczynowym. Wnikliw¡ dyskusj¦ na temat interpretacji �zycznej tensora
korelacji par κ mo»na znale¹¢ w [13], w Rozdziale 4.

Wzory (3.19) i (3.20) pozwalaj¡ wyrazi¢ warto±¢ oczekiwan¡ hamiltonianu (2.1)
w stanie iloczynowym ∣Φ⟩:

EHFB ∶= ⟨Φ∣T̂ + V̂ ∣Φ⟩ = T µ
νρ

ν
µ + V

µµ′

νν′ (12ρ
ν
µρ

ν′

µ′ + 1
4(κ

+)µ′µκν
′ν) (3.21)
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To wªa±nie na minimalizacji warunkowej takiego funkcjonaªu6 opiera si¦ metoda HFB.

Przejd¹my teraz do wyra»enia macierzy g¦sto±ci przez wspóªczynniki vkλ i ukλ.
W naszym przypadku, gdy elementy macierzy A i B dane s¡ wzorami (3.8), podstawienie
do wzoru (3.17) pozwala otrzyma¢, i»:

ρk1λ1 k2λ2 = ∑
λ′
∑
k
′
B̄k1λ1 k

′λ′Bk2λ2 k
′λ′ = v2k1λ1

δk1k2δλ1λ2 , (3.22)

κk1λ1 k2λ2 = ∑
λ′
∑
k
′
B̄k1λ1 k

′λ′Ak2λ2 k
′λ′ = −sk1λ1vk1λ1uk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2

Jak wida¢, macierz ρ jest w tej bazie diagonalna (podobnie jak macierz A), natomiast
macierz κ jest macierz¡ antysymetryczn¡ w postaci kanonicznej (podobnie jak macierz B).

Element diagonalny macierzy ρ wyra»a si¦ wi¦c przez kwadrat odpowiedniego
wspóªczynnika vµ:

ρkλkλ = v2kλ (3.23)

Na mocy warunku normalizacyjnego (3.9), v2
kλ jest liczb¡ z przedziaªu [0,1]. Jest to

w peªni zgodne z jego �zyczn¡ interpretacj¡, któr¡ na mocy powy»szego wzoru stanowi
prawdopodobie«stwo obsadzenia stanu jednocz¡stkowego ∣kλ⟩. Co godne odnotowania,
na mocy równo±ci (3.10) prawdopodobie«stwa obsadzenia stanów ∣kλ⟩ oraz ∣ − k,−λ⟩ s¡
sobie równe7.

Warunek (3.18) ustalonej ±redniej liczby cz¡stek w ukªadzie mo»na teraz zapisa¢ jako:

N =∑
λ

∑
k

v2
kλ (3.24)

Powy»sze równanie pozwoli pó¹niej wyznaczy¢ warto±¢ wspóªczynnika Lagrange'a µ
w równaniach HFB.

Znacznie trudniej jest znale¹¢ interpretacj¦ �zyczn¡ wspóªczynnika ukλ inn¡ ni» try-
wialna, wynikaj¡ca z warunku normalizacyjnego: u2

kλ = 1 − v2kλ.
Warto jednak»e w tym miejscu wspomnie¢ o tzw. czynniku korelacji P (µν) mi¦dzy

stanami jednocz¡stkowymi µ oraz ν (w stanie iloczynowym ∣Φ⟩). Jest on zde�niowany
jako ró»nica prawdopodobie«stw jednoczesnego obsadzenia stanów µ oraz ν oraz iloczynu
prawdopodobie«stw obsadzenia tych dwu stanów niezale»nie (D 4.135):

P (µν) ∶= ⟨Φ∣a+µaµa+νaν ∣Φ⟩ − ⟨Φ∣a+µaµ∣Φ⟩⟨Φ∣a+νaν ∣Φ⟩ (3.25)

Odjemnik otrzymujemy natychmiast z de�nicji macierzy ρ oraz ze wzoru (3.23).
Odjemna natomiast wyra»a si¦ wzorem (D 4.134). Otrzymujemy:

P (µν) = u2νv2νδµ̃ν . (3.26)

Jak wida¢, jedynie stany kanonicznie sprz¦»one mog¡ by¢ wzajemnie skorelowane.
Jednak»e b¦d¡ one skorelowane jedynie wówczas, gdy wspóªczynnik uν b¦dzie ró»ny od
zera. To z kolei wymaga (na mocy warunku normalizacyjnego), aby stan jednocz¡stkowy
ν nie byª caªkowicie obsadzony (tzn. vν ≠ 1). Rzecz jasna, korelacje nie b¦d¡ dotyczy¢
stanów caªkowicie nieobsadzonych (tzn. takich, »e vν = 0).

6Za jego argumenty mo»na uwa»a¢ macierze A, B albo macierze ρ, κ.
7Wida¢ tu zwi¡zek zachowania symetrii odwrócenia czasu z kanoniczn¡ sprz¦»ono±ci¡ stanów b¦d¡cych

swoimi czasowymi odwróceniami.
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3.3.4 Jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy Γ

Jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy Γ to obiekt pojawiaj¡cy si¦ naturalnie
w wyprowadzeniu równa« HFB (por. [13], Rozdziaª 9.3). De�niuje si¦ go jako
(por. (D 9.92)):

Γµ
ν = V

µµ′

νν′ρ
ν′

µ′ (3.27)

gdzie: V µµ′

νν′ to antysymetryzowana macierz potencjaªu oddziaªywania (por. (3.12) b¡d¹
(D 1.68)).

Jak wynika z powy»szego wzoru, na jednocz¡stkowy potencjaª Γ mo»na patrze¢ jak
na pewne ±rednie pole wytworzone przez fermiony o rozmieszczeniu8 opisanym macierz¡
g¦sto±ci ρ. Z tego powodu Γ nazywa si¦ te» niekiedy potencjaªem indukowanym macierz¡
g¦sto±ci ρ [13].

W przypadku badanego ukªadu, podstawienie (3.12) oraz pierwszego ze wzorów (3.22)
do de�nicji (3.27) pozwala otrzyma¢:

Γk1λ1 k2λ2 = ∑
λ,λ′
∑
k,k′

Vk1λ1 k
′λ′ k2λ2 kλ ρkλk′λ′ = (3.28)

= − g
2L3 δk1k2δλ1λ2 ∑

k<kc
v2
k1+k,−λ1

.

Potencjaª Γ jest zatem w tej bazie diagonalny, podobnie jak macierz g¦sto±ci ρ. Na
warto±¢ danego elementu diagonalnego Γk1λ1 k1λ1 skªadaj¡ si¦ prawdopodobie«stwa ob-
sadze« stanów o przeciwnym spinie oraz p¦dach ró»ni¡cych si¦ od k1 o wektor dªugo±ci
nie wi¦kszej ni» kc. Jest to zrozumiaªe, albowiem potencjaª efektywny, z jakim pracu-
jemy, nie dopuszcza oddziaªywania mi¦dzy fermionami w stanach niespeªniaj¡cych tych
warunków.

Elementy macierzy Γµ
ν s¡ liczbami rzeczywistymi.

3.3.5 Potencjaª korelacji par ∆

Podobnie jak wprowadzony powy»ej potencjaª Γ, równie» potencjaª korelacji par ∆ po-
jawia si¦ naturalnie w wyprowadzeniu równa« HFB. De�niuje si¦ go jako (por. (D 9.93)):

∆µν = 1
2V

µν
µ′ν′κ

µ′ν′ (3.29)

Macierz ∆ mo»na interpretowa¢ analogicznie jak czynili±my to dla potencjaªu Γ.
Powy»szy wzór pozwala bowiem patrze¢ na ∆ jako na pewne ±rednie pole zwi¡zane
z oddziaªywaniem mi¦dzycz¡stkowym oraz z korelacjami mi¦dzy stanami bazy jed-
nocz¡stkowej, które to korelacje opisane s¡ tensorem korelacji par κ. Dlatego te» ∆
zwana jest niekiedy potencjaªem indukowanym tensorem korelacji par κ [13].

Jak jednak wynika z samej de�nicji (3.29), technicznie rzecz bior¡c macierz ∆µν nie
jest macierz¡ potencjaªu jednocz¡stkowego, poniewa» ma inne wªasno±ci transformacyjne
ni» macierz operatora takiego potencjaªu.

8Chodzi tu niekoniecznie o rozmieszczenie w trójwymiarowej przestrzeni kon�guracyjnej, a o sposób
obsadzenia poszczególnych stanów w abstrakcyjnej bazie jednocz¡stkowej.
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Trudno±ci z �zyczn¡ interpretacj¡ potencjaªu korelacji par s¡ zbli»one do tych, na które
natkn¦li±my si¦ wprowadzaj¡c tensor korelacji par κ. Mo»na wszak»e stwierdzi¢, »e podob-
nie jak ten ostatni, ∆ stanowi miar¦ korelacji obecnych w ukªadzie. W szczególno±ci,
w sytuacji braku jakichkolwiek korelacji mamy: ∆ = 0.

Do kwestii interpretacji ∆ wrócimy jeszcze w dalszej cz¦±ci pracy, gdzie oka»e si¦, i»
w przypadku badanego przez nas ukªadu macierz ta opisuje tzw. szczelin¦ energetyczn¡.

W analizowanym przypadku, podstawienie (3.12) oraz drugiego ze wzorów (3.22) do
de�nicji (3.29) pozwala otrzyma¢:

∆k1λ1 k2λ2 = ∑
λ,λ′
∑
k,k′

Vk1λ1 k2λ2 kλk
′λ′ κkλk′λ′ = (3.30)

= g
2L3 δk1,−k2δλ1,−λ2I[0,kc/2) (k1) ∑

k<kc/2
skλ1ukλ1vkλ1 .

Macierz ∆ jest zatem antysymetryczna, podobnie jak tensor korelacji par κ. Warto
zwróci¢ uwag¦, i» ∆k1λ1 −k1,−λ1 zale»y od k1 jedynie poprzez funkcj¦ charakterystyczn¡
przedziaªu [0, kc/2). W szczególno±ci, dla k1 o dªugo±ci spoza tego przedziaªu tensor
korelacji par zeruje si¦ � stany o p¦dach przekraczaj¡cych (co do warto±ci) kc/2 s¡ niesko-
relowane.

Elementy macierzy ∆µν s¡ w ogólno±ci liczbami zespolonymi. W naszym przypadku
wybór odpowiedniej konwencji fazowej sprawi jednak, »e b¦d¡ to liczby rzeczywiste.

3.3.6 Energia kinetyczna T

W równaniach HFB (3.15) pojawia si¦ równie» macierz jednocz¡stkowego operatora
energii kinetycznej T µ

ν . W bazie ∣kλ⟩macierz ta ma szczególnie prost¡, diagonaln¡ posta¢:

Tk1λ1 k2λ2 =
h̵2k21
2m δk1k2δλ1λ2 . (3.31)

Elementy macierzy T µ
ν s¡ rzecz jasna liczbami rzeczywistymi.

3.3.7 Macierz energii jednokwazicz¡stkowych E

Dla porz¡dku zapiszmy jeszcze w bazie ∣kλ⟩ pojawiaj¡c¡ si¦ po prawej stronie równa«
HFB diagonaln¡ macierz E. Jej elementy na diagonali s¡ dodatnimi liczbami rzeczy-
wistymi. Nosz¡ one nazw¦ energii jednokwazicz¡stkowych i st¡d te» nazwa caªej macierzy.

Skoro macierz E jest diagonalna, to mo»emy zapisa¢, i»:

Ek1λ1 k2λ2 = E(k1λ1)δk1k2δλ1λ2 . (3.32)

gdzie: E(k1λ1) jest pewn¡ dodatni¡ funkcj¡ liczb kwantowych k1, λ1.
Poniewa» w dalszej cz¦±ci wykªadu macierz E b¦dzie si¦ pojawia¢ bardzo rzadko,

u»ycie tej samej litery na oznaczenie powy»szej funkcji nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumie«.
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Na zako«czenie wprowadzania potrzebnych macierzy, warto nadmieni¢, »e z ich po-
moc¡ wzór (3.21) na ±redni¡ energi¦ w stanie iloczynowym przyjmuje szczególnie prost¡
posta¢ (por. (D 9.91)):

EHFB = Tr (Tρ + 1
2Γρ −

1
2∆κ

∗) (3.33)

a w notacji abstrakcyjno-wska¹nikowej:

EHFB = T µ
νρ

ν
µ + 1

2Γ
µ
νρ

ν
µ − 1

2∆
µν (κ∗)νµ . (3.34)

Zapisawszy w bazie ∣kλ⟩ wszystkie macierze pojawiaj¡ce si¦ w równaniach HFB (3.15),
tj. wzory (3.8), (3.28), (3.30), (3.31) oraz (3.32), mo»emy przyst¡pi¢ do zapisania tych»e
równa« w tej bazie. Dokonamy tego wyraz po wyrazie.

3.3.8 Pierwsze równanie HFB

Wyraz (T + Γ − µδ)µσAσ
ν ma posta¢:

∑
λ

∑
k

(T + Γ − µδ)
k1λ1 kλ

Akλk2λ2 = (Ξ(k1λ1) − µ)uk1λ1δk1k2δλ1λ2 (3.35)

gdzie wprowadzono funkcj¦ pomocnicz¡:

Ξ(k1λ1) ∶= h̵2k21
2m −

g
2L3 ∑

k<kc
v2
k1+k,−λ1

(3.36)

Wyraz ∆µπBπν ma posta¢:

∑
λ

∑
k

∆k1λ1 kλBkλk2λ2 =
g

2L3 I[0,kc/2) (k1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
skλ1ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
s̄k1λ1vk1λ1δk1k2δλ1λ2 (3.37)

Z kolei wyraz z prawej strony równania Aµ
ρE

ρ
ν ma posta¢:

∑
λ

∑
k

Ek1λ1 kλAkλk2λ2 = E(k1λ1)uk1λ1δk1k2δλ1λ2 (3.38)

Wszystkie trzy wyrazy maj¡ wspólny czynnik δk1k2δλ1λ2 . Równanie jest wi¦c trywialn¡
to»samo±ci¡ dla k1 ≠ k2 lub λ1 ≠ λ2. Aby rozpatrzy¢ pozostaªe przypadki, podstawmy
k2 równe k1 oraz λ2 równe λ1.

Pierwsze równanie HFB sprowadza si¦ do:

(Ξ(k1λ1) − µ)uk1λ1 +
g

2L3 I[0,kc/2) (k1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
skλ1ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
s̄k1λ1vk1λ1 = E(k1λ1)uk1λ1 (3.39)

gdzie λ1 przebiega zbiór {↑, ↓}, natomiast k1 � zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3}.
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3.3.9 Drugie równanie HFB

Wyraz −(∆∗)µσAσ
ν ma posta¢:

−∑
λ

∑
k

∆̄k1λ1 kλAkλk2λ2 = −
g

2L3 I[0,kc/2) (k1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
s̄kλ1ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
uk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2 (3.40)

Wyraz − (T ∗ + Γ∗ − µδ) π
µ Bπν ma posta¢:

−∑
λ

∑
k

(T + Γ − µδ)
k1λ1 kλ

Bkλk2λ2 = (Ξ(k1λ1) − µ) s̄k1λ1vk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2 (3.41)

gdzie korzystali±my z tego, »e macierze T i Γ s¡ rzeczywiste oraz »e uµ i vµ s¡ liczbami
rzeczywistymi.

Funkcja pomocnicza Ξ zde�niowana jest wzorem (3.36).
Z kolei wyraz z prawej strony równania BµρE

ρ
ν ma posta¢:

∑
λ

∑
k

Ek1λ1 kλBkλk2λ2 = −E(k1λ1)s̄k1λ1vk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2 (3.42)

Tym razem wszystkie trzy wyrazy maj¡ wspólny czynnik δk1,−k2δλ1,−λ2 . Równanie
jest wi¦c trywialn¡ to»samo±ci¡ dla k1 ≠ −k2 lub λ1 ≠ −λ2. Aby rozpatrzy¢ pozostaªe
przypadki, podstawmy k2 równe −k1 oraz λ2 równe −λ1.

Drugie równanie HFB sprowadza si¦ do:

− g
2L3 I[0,kc/2) (k1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
s̄kλ1ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
uk1λ1 + (Ξ(k1λ1) − µ) s̄k1λ1vk1λ1 = (3.43)

= −E(k1λ1)s̄k1λ1vk1λ1

Powy»sze równanie wygodnie przemno»y¢ obustronnie przez −sk1λ1 , otrzymuj¡c:

g
2L3 I[0,kc/2) (k1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
s̄kλ1ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
sk1λ1uk1λ1 − (Ξ(k1λ1) − µ) vk1λ1 = E(k1λ1)vk1λ1 (3.44)

gdzie λ1 przebiega zbiór {↑, ↓}, natomiast k1 � zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3}.

3.3.10 Wybór konwencji fazowej

Otrzymane przez nas równania HFB (3.39) i (3.44) mo»na znacznie upro±ci¢. Aby
tego dokona¢, dobrze jest najpierw wybra¢ wygodn¡ konwencj¦ fazow¡.

Ze wzgl¦du na fakt, »e czynniki fazowe skλ1 pojawiaj¡ si¦ pod sumami liczonymi po k,
warto przyj¡¢, »e czynniki te nie zale»¡ od k. Co wi¦cej, dobrze, aby czynniki fazowe byªy
liczbami rzeczywistymi, dzi¦ki czemu macierze B i ∆ b¦d¡ rzeczywiste.

Te dwa wymogi wraz z wªasno±ci¡ sµ̃ = −sµ ograniczaj¡ liczb¦ mo»liwych konwencji
do dwóch. Pierwsza z nich stanowi, i» dla dowolnego k:

sk↑ = s↑ = 1 oraz sk↓ = s↓ = −1 (3.45)
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Drug¡ mo»liw¡ konwencj¦ uzyskuje si¦ z powy»szej przez zamian¦ miejscami ↑ z ↓.
Wybór pomi¦dzy tymi dwoma konwencjami jest dowolny. Tu wybierzemy konwencj¦
(3.45).

Dzi¦ki przyj¦ciu takiej konwencji fazowej, w której czynnik fazowy skλ1 nie zale»y od k,
w oczywisty sposób prawdziwa jest nast¦puj¡ca to»samo±¢:

s̄k1λ1 ∑
k<kc/2

skλ1ukλ1vkλ1 = ∑
k<kc/2

ukλ1vkλ1 . (3.46)

Zastosowanie tej to»samo±ci do równa« HFB sprowadza je do nast¦puj¡cej postaci:

(Ξ(k1λ1) − µ)uk1λ1 + I[0,kc/2) (k1)∆(λ1)vk1λ1 = E(k1λ1)uk1λ1 (3.47)

I[0,kc/2) (k1)∆(λ1)uk1λ1 − (Ξ(k1λ1) − µ) vk1λ1 = E(k1λ1)vk1λ1 (3.48)

gdzie λ1 przebiega zbiór {↑, ↓}, natomiast k1 � zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3}.
Wprowadzono tu kolejn¡ funkcj¦ pomocnicz¡:

∆(λ1) ∶= g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukλ1vkλ1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(3.49)

∆ oznacza tu pewn¡ rzeczywist¡ funkcj¦ wspóªrz¦dnej spinowej. Jest ona równa ele-
mentowi macierzowemu ∆k1λ1 −k1,−λ1 dla ka»dego k1 takiego, »e k1 < kc/2, zatem u»ycie
tego samego symbolu nie powinno prowadzi¢ do nieporozumie«.

3.3.11 Konsekwencje symetrii odwrócenia spinu

Jednym z warunków, jakie narzucili±my na rozwa»any przez nas gaz fermionów jest
wymóg, aby opis tego ukªadu byª niezmienniczy ze wzgl¦du na zamian¦ kierunków spinów
(por. podpunkt c) w podrozdziale 3.2). Skutkiem tego, dla ka»dego k zachodzi¢ b¦d¡
równo±ci:

uk↑ = uk↓ =∶ uk oraz vk↑ = vk↓ =∶ vk. (3.50)

To z kolei oznacza, »e funkcje pomocnicze Ξ oraz ∆ nie b¦d¡ w istocie zale»e¢ od
spinu. Ta ostatnia stanowi¢ b¦dzie zatem pojedyncz¡ liczb¦ rzeczywist¡, któr¡ b¦dziemy
nazywa¢ szczelin¡ energetyczn¡.

Wreszcie, zale»ne od wszystkich wy»ej wymienionych wielko±ci poprzez równania HFB
energie kwazicz¡stkowe równie» b¦d¡ indeksowane jedynie p¦dem: E (k ↑) = E (k ↓) =∶ Ek.

Równania HFB ulegn¡ dalszemu uproszczeniu, przyjmuj¡c posta¢:

(Ξ(k1) − µ)uk1 + I[0,kc/2) (k1)∆ vk1 = Ek1uk1 (3.51)

I[0,kc/2) (k1)∆uk1 − (Ξ(k1) − µ) vk1 = Ek1vk1 (3.52)

co warto dla przejrzysto±ci zapisa¢ w postaci macierzowej9:

[ Ξ(k1) − µ I[0,kc/2) (k1)∆
I[0,kc/2) (k1)∆ −Ξ(k1) + µ

] [ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (3.53)

9W odró»nieniu od ogólnej postaci (3.14), tu elementami macierzy 2 × 2 i 2 × 1 s¡ liczby.
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gdzie:

Ξ(k1) ∶= h̵2k21
2m −

g
2L3 ∑

k<kc
v2
k1+k (3.54)

∆ ∶= g
2L3 ∑

k<kc/2
ukvk (3.55)

Natomiast wspóªczynnik Lagrange'a µ zadany b¦dzie przez warunek (por. (3.24)):

N = 2∑
k

v2
k

(3.56)

3.3.12 Sprowadzenie równa« HFB do ukªadu dwóch równa«

Skoncentrujmy si¦ teraz na cz¦±ci ukªadu równa« HFB odpowiadaj¡cej p¦dom
o warto±ciach k1 ≥ kc/2. Jako »e dla takich p¦dów funkcja charakterystyczna w (3.53)
wynosi zero, ka»de równanie zawiera¢ b¦dzie macierz diagonaln¡:

[ Ξ(k1) − µ 0
0 −Ξ(k1) + µ

] [ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (3.57)

gdzie k1 tym razem przebiega zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3} ∖B(0, kc/2).
Ze wzgl¦du na diagonaln¡ posta¢ macierzy ukªadu oraz na warunek normalizacyjny

(3.9) otrzymamy, »e albo uk1 = 1 i vk1 = 0, albo uk1 = 0 i vk1 = 1. Innymi sªowy, stany
o warto±ci p¦du wy»szej ni» poªowa p¦du obci¦cia s¡ albo caªkowicie nieobsadzone, albo
caªkowicie obsadzone.

To, która z tych mo»liwo±ci zachodzi dla konkretnego stanu bazy p¦dowej, jest
zdeterminowane (od strony matematycznej) warunkiem dodatnio±ci energii jednokwazi-
cz¡stkowych. Dla ka»dego k1, musimy wzi¡¢ Ek1 równ¡ tej z warto±ci wªasnych
±(Ξ(k1) − µ), która jest wi¦ksza od zera.

Warto±¢ Ξ(k1) − µ mo»emy ograniczy¢ zarówno z góry jak i z doªu, albowiem skoro:

∑
k<kc

v2
k1+k ≤ ∑

k

v2
k
= N

2 (3.58)

gdzie sum¦ po podzbiorze stanów bazy ograniczono z góry przez sum¦ rozci¡gni¦t¡ na
wszystkie stany bazy, po czym skorzystano z (3.56), to st¡d otrzymujemy, »e:

h̵2k21
2m −

∣g∣n
4 − µ ≤ Ξ(k1) − µ ≤ h̵2k21

2m +
∣g∣n
4 − µ (3.59)

gdzie wprowadzono ±redni¡ koncentracj¦ cz¡stek w ukªadzie:

n ∶= N
L3 (3.60)

Dla k1 ≥ kc/2 ograniczenie dolne w (3.59) mo»emy uniezale»ni¢ od k1:

Ξ(k1) − µ ≥ h̵2k2c
8m −

∣g∣n
4 − µ (3.61)
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Przywoªajmy warunek (2.12) stanowi¡cy, »e kc jest �du»e�. Wzmocnijmy go teraz
»¡daniem, by:

h̵2k2c
8m −

∣g∣n
4 − µ > 0 (3.62)

przy czym nale»y pami¦ta¢, »e staªa sprz¦»enia g zwi¡zana jest z kc wzorem (2.51).
Na mocy tego warunku oraz obu wymienionych powy»ej ogranicze« (3.59), (3.61)

otrzymujemy dwa wnioski dotycz¡ce p¦dów k1 takich, »e k1 ≥ kc/2.
Po pierwsze, energie jednokwazicz¡stkowe ograniczaj¡ si¦ przez:

h̵2k21
2m −

∣g∣n
4 − µ ≤ Ek1 ≤

h̵2k21
2m +

∣g∣n
4 − µ (3.63)

Po drugie, zachodzi: uk1 = 1 i vk1 = 0. Innymi sªowy, stany jednocz¡stkowe o warto±-
ciach p¦du przekraczaj¡cych poªow¦ p¦du obci¦cia s¡ caªkowicie nieobsadzone; kula p¦-
dowa B(0, kc/2) zawiera wszystkie stany o niezerowym prawdopodobie«stwie obsadzenia
v2
k1
.
Ten ostatni fakt ma dalsze konsekwencje upraszczaj¡ce nasze obliczenia. Zauwa»my,

»e gdy za chwil¦ przejdziemy do rozwa»ania równa« HFB dla k1 < kc/2, b¦dziemy mogli
poªo»y¢:

∑
k<kc

v2
k1+k =∑

k

v2
k
= N

2 (3.64)

Jest tak, gdy» kula p¦dowa B(k1, kc) zawiera w sobie caª¡ kul¦ p¦dow¡ B(0, kc/2)
dla dowolnego k1 speªniaj¡cego k1 < kc/2. Innymi sªowy, suma z lewej strony powy»szego
ci¡gu równo±ci zawiera ju» wszystkie niezerowe przyczynki. Z kolei druga równo±¢ to nic
innego jak (3.56).

Rozwa»my wi¦c teraz t¦ cz¦±¢ ukªadu równa« HFB, która odpowiada p¦dom o warto±ci
k1 < kc/2. Na mocy równo±ci (3.64) mamy, i»:

Ξ(k1) = h̵2k21
2m + Γ (3.65)

gdzie wprowadzono oznaczenie:

Γ ∶= −gn
4 . (3.66)

Tu Γ stanowi zatem pojedyncz¡ liczb¦ rzeczywist¡. U»ycie tego samego oznaczenia co
dla jednocz¡stkowego potencjaªu ±redniopolowego nie powinno prowadzi¢ do nieporozu-
mie«, podobnie jak nie budzi go u»ywanie znaku ∆ na oznaczenie zarówno szczeliny
energetycznej, jak i wcze±niej potencjaªu korelacji par.

Mo»emy teraz w zwarty sposób zapisa¢ równania HFB dla p¦dów o warto±ci k1 < kc/2:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

h̵2k21
2m + Γ − µ ∆

∆ − ( h̵
2k21
2m + Γ − µ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (3.67)

gdzie k1 tym razem przebiega zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3} ∩B(0, kc/2).
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Macierz powy»szego ukªadu ma warto±ci wªasne równe ±
√
( h̵

2k21
2m + Γ − µ)

2

+∆2.

Z de�nicji, energia kwazicz¡stkowa Ek1 jest równa tej wi¦kszej od zera:

Ek1 =
√
( h̵

2k21
2m + Γ − µ)

2

+∆2 (3.68)

Natychmiast mo»na wi¦c zapisa¢ równania na uk1 oraz vk1 :

uk1 =

¿
ÁÁÀ1

2
+

h̵2k21
2m + Γ − µ

2Ek1

(3.69)

vk1 =

¿
ÁÁÀ1

2
−

h̵2k21
2m + Γ − µ

2Ek1

Niestety, równanie (3.67) nie jest równaniem wªasnym, poniewa» szczelina energety-
czna ∆ zale»y od uk i vk indeksowanych k takimi, »e k < kc/2. W konsekwencji, we wzo-
rach (3.69) wspóªczynniki uk i vk znajduj¡ si¦ równie» po prawej stronie - ukryte w Ek1 .
Wzory te nie s¡ wi¦c jeszcze rozwi¡zaniem, ale dopiero zadaj¡ nieliniowy ukªad równa«
na warto±ci tych wspóªczynników.

Ukªad ten mo»na jednak rosprz¡c, sprowadzaj¡c go do pojedynczego nieliniowego rów-
nania na ∆, zwanego w literaturze równaniem szczeliny energetycznej (ang. gap equation
[9, 15, 22]).

W tym celu przemnó»my stronami wzory (3.69) i skorzystajmy z (3.68):

uk1vk1 =

¿
ÁÁÁÁÀ1

4
−
( h̵

2k21
2m + Γ − µ)

2

4E2
k1

= ∆

2Ek1

(3.70)

Podstawiaj¡c powy»sz¡ równo±¢ do de�nicji szczeliny energetycznej (3.55), otrzymu-
jemy, i»:

∆ = g

4L3
∆ ∑

k<kc/2

1

Ek

(3.71)

Trywialnym rozwi¡zaniem powy»szego równania jest ∆ = 0, opisuj¡ce faz¦ normaln¡
gazu fermionów. Jest to jedyne rozwi¡zanie w przypadku ukªadu cz¡stek nieoddziaªuj¡-
cych (g = 0).

W przypadku, gdy ∆ ≠ 0, podzielmy równanie (3.71) przez g∆
4L3 :

4L3

g
= ∑

k<kc/2

1

Ek

(3.72)

Powy»szy wzór to wªa±nie zapowiadane równanie szczeliny energetycznej10. W rzeczy-
wisto±ci zawiera ono, oprócz ∆, jeszcze jedn¡ niewiadom¡: potencjaª chemiczny µ.

10Sama ∆ ukryta jest w Ek, patrz wzór (3.68).

39



Drugim równaniem, które wespóª z powy»szym caªkowicie zdeterminuj¡ rozwi¡zanie rów-
na« HFB, jest oczywi±cie warunek (3.56) staªej liczby cz¡stek. Przeksztaª¢my go teraz do
postaci niezawieraj¡cej vk1 :

N = 2 ∑
k<kc/2

v2
k
= ∑

k<kc/2

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m + Γ − µ
Ek

⎞
⎠

(3.73)

gdzie skorzystano z drugiego ze wzorów (3.69) oraz ograniczono si¦ do sumowania po kuli
p¦dowej B(0, kc/2) (por. dyskusja po (3.64)). Równanie to nazywa¢ b¦dziemy po prostu
równaniem staªej liczby cz¡stek 11.

Równania (3.72) oraz (3.73) tworz¡ nieliniowy ukªad równa« z dwiema niewiadomymi:
∆ i µ. Po jego rozwi¡zaniu, mo»emy uzyska¢ warto±ci wszystkich wspóªczynników uk i vk
posªuguj¡c si¦ wzorami (3.69).

3.3.13 Przej±cie graniczne L→ +∞
Nadszedª odpowiedni moment, aby wydosta¢ nasz ukªad z pudeªka i na powrót posªugi-

wa¢ si¦ ci¡gª¡ baz¡ stanów jednocz¡stkowych. Przepiszmy równania (3.72) i (3.73), prze-
mno»ywszy je jeszcze przez (2πL )

3
:

32π3

g = (2πL )
3
∑

k<kc/2

1
Ek

(3.74)

8π3n = (2πL )
3
∑

k<kc/2
(1 −

h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

) (3.75)

gdzie n to ±rednia koncentracja cz¡stek (3.60).
Dokonajmy teraz przej±cia granicznego L→ +∞ zgodnie z przepisem (3.5), zachowuj¡c

jednak staª¡ koncentracj¦ cz¡stek n w ukªadzie. Jest rzecz¡ zrozumiaª¡, »e w jednorodnym
i niesko«czonym ukªadzie to wªa±nie ta wielko±¢ b¦dzie miar¡ nagromadzenia cz¡stek, a nie
(niesko«czona!) liczba cz¡stek N .

Otrzymujemy:

32π3

g = ∫
k<kc/2

1
Ek
d3k (3.76)

8π3n = ∫
k<kc/2

(1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

)d3k (3.77)

De�nicja Γ (3.66), a tak»e wzory na Ek (3.68) oraz uk i vk (3.69) nie ulegaj¡ zmianie
w wyniku dokonanego przez nas przej±cia granicznego.

11W literaturze [15] mo»na spotka¢ si¦ ze skrótow¡ nazw¡ number equation.
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3.3.14 Symetria obrotowa i jej konsekwencje

Zwró¢my uwag¦, »e po prawej stronie równania (3.68) nie pojawia si¦ k1, tylko k21.
Oznacza to, »e w rzeczywisto±ci energie kwazicz¡stkowe zale»¡ jedynie od dªugo±ci indek-
suj¡cego je wektora p¦du. W konsekwencji, na mocy wzorów (3.69), to samo dotyczy
tak»e wspóªczynników uk i vk:

Ek1 = Ek1

uk1 = uk1 (3.78)

vk1 = vk1

Z �zycznego punktu widzenia oznacza to, i» rozwi¡zanie samozgodne równa« HFB dla
badanego przez nas ukªadu ma symetri¦ obrotow¡. Wyniku tego nale»aªo si¦ spodziewa¢
� zarówno operator energii kinetycznej, jak i operator zapostulowanego przez nas od-
dziaªywania efektywnego odznaczaj¡ si¦ t¡ symetri¡. Co wi¦cej, rozwa»amy przecie» ukªad
jednorodny.

Fakt ten ma istotne znaczenie rachunkowe. Teraz mo»emy bowiem zamieni¢ caªki
w równaniach (3.76) i (3.77) z trójwymiarowych na jednowymiarowe. Po podstawieniu
pod g wzoru (2.51) i wykonaniu kilku przeksztaªce« otrzymujemy:

R-nie szczeliny energetycznej: m
h̵2 (kc − π

a
) =

kc/2

∫
0

1
Ek
k2dk (3.79)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

(1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

) k2dk (3.80)

gdzie: Γ ∶= − 2π2h̵2n
m(kc−π/a) .

Z pewnych powodów, które stan¡ si¦ jasne w dalszej cz¦±ci wykªadu, pierwsze
z powy»szych równa« zapiszemy nieco inaczej. Przemno»ymy je mianowicie obustron-
nie przez − h̵2

2m oraz zamienimy kc stoj¡ce po lewej stronie (3.79) na 2 ∫
kc/2
0 dk, któr¡ to

caªk¦ przeniesiemy na praw¡ stron¦.
Ostatecznie, równanie szczeliny energetycznej zapiszemy w postaci:

π
2a =

kc/2

∫
0

(1 − h̵2k2

2mEk
)dk (3.81)

3.4 Podsumowanie: rozwi¡zanie równa« HFB oraz

funkcjonaª energii.

Na koniec tego rozdziaªu przedstawmy najwa»niejsze dotychczasowe wyniki dotycz¡ce
rozwi¡zania równa« HFB (3.15) dla jednorodnego rozrzedzonego gazu fermionów. Tam,
gdzie nie zrobili±my tego do tej pory, dokonujemy formalnego przej±cia z L → +∞.
W szczególno±ci, wymaga to zast¡pienia delt Kroneckera odpowiednimi deltami Diraca.
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Parametrami wej±ciowymi s¡:

� n � koncentracja cz¡stek w ukªadzie;

� m � masa pojedynczej cz¡stki;

� a � dªugo±¢ rozpraszania charakteryzuj¡ca oddziaªywanie mi¦dzycz¡stkowe;

� kc � p¦d obci¦cia specy�kuj¡cy efektywny potencjaª tego oddziaªywania.

Rozwa»ania rozproszeniowe w podrozdziale 2.3 doprowadziªy nas do zwi¡zku (2.51)
pomi¦dzy powy»szymi parametrami a staª¡ sprz¦»enia g zawart¡ w efektywnym potencjale
oddziaªywania (2.8):

g = 8π2h̵2

m (kc − π
a
)

(3.82)

Dzi¦ki symetriom, jakie narzucili±my rozwi¡zaniu samozgodnemu w podrozdziale
3.2, zidenty�kowali±my jego baz¦ kanoniczn¡. Jest ni¡ baza p¦dowo-spinowa ∣kλ⟩.
Rozwi¡zanie samozgodne okazaªo si¦ posiada¢ te» symetri¦ obrotow¡, która sprawia, »e
wielko±ci maj¡ce znaczenie �zyczne s¡ indeksowane jedynie przez dªugo±¢ wektora p¦du k,
a nie komplet czterech liczb kwantowych charakteryzuj¡cych ka»dy stan jednocz¡stkowy
tej bazy.

I tak, szukane w równaniach HFB macierze A i B mo»na zapisa¢ w postaci
(por. (3.13)):

Ak1λ1 k2λ2 = uk δ3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (3.83)

Bk1λ1 k2λ2 = −sλ1vk δ
3 (k1 + k2) δλ1,−λ2

gdzie w my±l przyj¦tej przez nas konwencji fazowej (3.45), czynnik fazowy sλ indeksowany
jest jedynie przez kierunek spinu:

s↑ = 1 oraz s↓ = −1 (3.84)

Wspóªczynniki uk i vk s¡ postaci (por. (3.69)):

uk =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

√
1
2 +

h̵2k2

2m +Γ−µ
2Ek

dla k < kc
2

1 dla k ≥ kc
2

(3.85)

vk =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

√
1
2 −

h̵2k2

2m +Γ−µ
2Ek

dla k < kc
2

0 dla k ≥ kc
2

gdzie:
Γ ma sens warto±ci staªego, jednocz¡stkowego potencjaªu ±redniopolowego i wyra»a

si¦ wzorem (3.66):

Γ ∶= −gn
4
= − 2π2h̵2n

m (kc − π
a
)
; (3.86)
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Ek stanowi energi¦ jednokwazicz¡stkow¡ odpowiadaj¡c¡ ka»demu stanowi bazowemu
o wektorze p¦du dªugo±ci k. Dla k < kc/2 wyra»a si¦ ona wzorem (por. (3.68)):

Ek =
√
( h̵2k2

2m + Γ − µ)
2
+∆2. (3.87)

Energie jednokwazicz¡stkowe indeksowane przez k ≥ kc/2maj¡ bardziej skomplikowan¡
posta¢12. Jest wszak»e prawd¡, »e dla k ≥ kc/2 zachodzi (3.63):

h̵2k2

2m − ∣Γ∣ − µ ≤ Ek ≤ h̵2k2

2m + ∣Γ∣ − µ (3.88)

Z kolei ∆ i µ maj¡ sens tzw. szczeliny energetycznej oraz potencjaªu chemicznego.
Wzór (3.87) stanowi doskonaªe uzasadnienie nazwy pierwszej z tych dwu wielko±ci. Al-
bowiem ∆, jako minimum funkcji Ek, opisuje szeroko±¢ �szczeliny� mi¦dzy krzyw¡ widma
jednokwazicz¡stkowego13 a osi¡ k.

Matematycznie, para ∆, µ stanowi rozwi¡zanie poni»szego nieliniowego ukªadu dwóch
równa« (3.81), (3.80):

R-nie szczeliny energetycznej: π
2a =

kc/2

∫
0

(1 − h̵2k2

2mEk
)dk (3.89)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

(1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

) k2dk (3.90)

Zwró¢my uwag¦, »e przy takiej formie zapisu powy»szych równa«, z formalnego punktu
widzenia nic nie stoi na przeszkodzie, aby przej±¢ z kc do niesko«czono±ci14. P¦d obci¦cia
znajduje si¦ w nich bowiem jedynie w górnych granicach caªkowania oraz w de�nicji Γ
(3.86). Stanowi to zwie«czenie procedury renormalizacji, która polegaªa na wprowadze-
niu kc celem unikni¦cia problemów obliczeniowych zwi¡zanych z niesko«czono±ciami.
Rezygnuje si¦ z niego dopiero pod koniec wyprowadzenia, gdy nie gro»¡ ju» »adne mate-
matyczne trudno±ci.

Aby dokona¢ przej±cia granicznego kc → +∞, wystarczy obie caªki zmieni¢ na niewªa±-
ciwe oraz przyj¡¢, »e Γ = 0:

π
2a

kc→+∞=
+∞

∫
0

(1 − h̵2k2

2mEk
)dk oraz 2π2n

kc→+∞=
+∞

∫
0

(1 −
h̵2k2

2m −µ
Ek
) k2dk (3.91)

W Dodatku (Rozdziaª 6) poka»emy, »e powy»sze caªki niewªa±ciwe s¡ zbie»ne.
W dalszej cz¦±ci pracy pozostaniemy jednak»e przy �du»ej�, ale sko«czonej warto±ci

kc. Dzi¦ki temu równania (3.89)-(3.90)15 b¦dziemy w stanie bez wi¦kszych problemów
rozwi¡za¢ numerycznie (Rozdziaª 5).

12Ma to zwi¡zek z niemo»no±ci¡ skorzystania z (3.64).
13Por. Rys. 5.5.
14Tak te» si¦ zreszt¡ czyni w literaturze (por. [9, 15]).
15A tak»e ich uogólnienia na niezerowe temperatury, patrz Rozdziaª 4.
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Nadmie«my, i» równania (3.91) (nieco inaczej zapisane) po raz pierwszy podaª Leggett
w roku 1980 [9]. Por. równie» równania (54),(55) w [12].

Pozostaªe pojawiaj¡ce si¦ w równaniach HFB macierze s¡ postaci:

� Hermitowska macierz g¦sto±ci:

ρk1λ1 k2λ2 = v2k1 δ
3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (3.92)

� Antysymetryczny tensor korelacji par:

κk1λ1 k2λ2 = −sλ1uk1vk1 δ
3 (k1 + k2) δλ1,−λ2 , (3.93)

� Jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy (dla k1 < kc/2)16:

Γk1λ1 k2λ2 = Γ δ3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (3.94)

� Potencjaª korelacji par:

∆k1λ1 k2λ2 = sλ1∆ I[0,kc/2) (k1) δ3 (k1 + k2) δλ1,−λ2 , (3.95)

� Macierz energii kinetycznej:

Tk1λ1 k2λ2 =
h̵2k21
2m δ3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (3.96)

� Macierz energii jednokwazicz¡stkowych:

Ek1λ1 k2λ2 = Ek1 δ
3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (3.97)

Podane powy»ej wzory wykorzystamy teraz, aby przeksztaªci¢ ogólny wzór (3.33) na
warto±¢ oczekiwan¡ hamiltonianu do prostszej postaci, któr¡ wygodnie b¦dzie si¦ posªugi-
wa¢ w konkretnych obliczeniach.

Wzór (3.33) rozpiszmy wpierw dla ukªadu zamkni¦tego w sze±ciennym pudeªku o boku
L, tj. posªuguj¡c si¦ tak¡ dyskretn¡ baz¡ p¦dowo-spinow¡, jakiej u»ywali±my w ci¡gu
niemal caªego tego rozdziaªu. Po »mudnych, ale prostych przeksztaªceniach mo»emy otrzy-
ma¢, i»:

EHFB = h̵2

2m ∑
k<kc/2

[k2 (1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

)] − 2L3

g
(Γ2 +∆2) (3.98)

Dziel¡c powy»sze równanie obustronnie przez L3 sprowadzimy je do postaci, w której
mo»liwe b¦dzie formalne przej±cie L → +∞ zgodnie z przepisem (3.5). Po lewej stronie
pojawi si¦ ±rednia g¦sto±¢ energii dla rozwi¡zania samozgodnego:

ϵHFB ∶= EHFB/L3 (3.99)

16Elementy na diagonali indeksowane dªu»szymi wektorami p¦du s¡ bardziej skomplikowane.
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Dokonuj¡c teraz przej±cia granicznego podobnie jak czynione to byªo w podrozdziale
3.3.14 oraz sprowadzaj¡c uzyskan¡ w ten sposób caªk¦ do caªki jednowymiarowej, otrzy-
mujemy:

ϵHFB =
h̵2

4π2m

kc/2

∫
0

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m + Γ − µ
Ek

⎞
⎠
k4dk − 2

g
(Γ2 +∆2) (3.100)

Równie» w tym wyra»eniu mo»na dokona¢ formalnego przej±cia granicznego kc → +∞.
Wymaga to jednak ostro»nego przeksztaªcenia (3.100) tak, aby uzyskana caªka niewªa±ciwa
byªa zbie»na. Szukana posta¢ jest nast¦puj¡ca:

ϵHFB
kc→+∞= m∆2

4π2h̵2a
+ h̵2

4π2m

+∞

∫
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m − µ
Ek

⎞
⎠
k4 − 2m2∆2

h̵4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dk (3.101)

Tak jak w (3.91), warto±¢ Γ w granicy wynosi 0. Zbie»no±¢ pojawiaj¡cej si¦ tu caªki
niewªa±ciwej udowodnimy w Dodatku.
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Rozdziaª 4

Uogólnienie metody HFB na T > 0 �
metoda FTHFB

Poprzedni rozdziaª traktowaª wyª¡cznie o rozrzedzonym gazie fermionów w tempe-
raturze zera bezwzgl¦dnego. Okazuje si¦ wszak»e, »e metod¦ HFB mo»na bardzo ªatwo
uogólni¢ na temperatury T > 0. Uogólnienie to znane jest jako metoda Finite Temperature
HFB (FTHFB).

Metoda ta pozwala w szczególno±ci bada¢ zale»no±¢ temperaturow¡ takich wielko±ci
jak szczelina energetyczna ∆(T ), potencjaª chemiczny µ(T ) czy g¦sto±¢ energii
wewn¦trznej ϵFTHFB(T ). B¦dziemy przy tym zakªada¢, »e nie wychodzimy poza re»im
niskoenergetycznego rozpraszania (czyli wci¡» obowi¡zuje teoria efektywna wyªo»ona
w Rozdziale 2). Przyjmiemy te», »e ±rednia g¦sto±¢ cz¡stek n nie zmienia si¦ z tem-
peratur¡.

Zapisanie uogólnionych równa« HFB � tzw. równa« FTHFB dla badanego przez nas
ukªadu stanowi cel niniejszego rozdziaªu. Opiera¢ si¦ tu b¦dziemy na pracy Goodmana
[14]. Kilkukrotnie odwoªamy si¦ do podanych (i wyprowadzonych) tam wzorów, przy
czym odpowiednie odno±niki b¦d¡ postaci (G <nr wzoru w [14]>).

Równie» w tym rozdziale posªugiwa¢ si¦ b¦dziemy notacj¡ abstrakcyjno-wska¹nikow¡,
wprowadzon¡ w podrozdziale 3.1.1.

4.1 Metoda FTHFB

W tym podrozdziale poczynimy kilka wst¦pnych uwag na temat metody FTHFB
� podobnie jak uczynili±my to w podrozdziale 3.1.3 dla metody HFB. Omówimy te»
pokrótce istotne dla nas fragmenty pracy Goodmana [14].

Na potrzeby wyprowadzenia równa« FTHFB, ponownie umieszczamy rozwa»any ukªad
w sze±ciennym pudeªku o boku L. Innymi sªowy, jednocz¡stkowa baza p¦dowo-spinowa
∣kλ⟩, jak¡ si¦ posªu»ymy, na czas wyprowadzenia b¦dzie baz¡ dyskretn¡. W pierwszej
cz¦±ci wyprowadzenia b¦dziemy te» u»ywa¢ ogólnej bazy jednocz¡stkowej ∣µ⟩, o której
zaªo»ymy jedynie, »e macierz energii jednokwazicz¡stkowych E jest w niej diagonalna
(por. przypis 3 na s. 29).
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Wykorzystana przez nas w poprzednim rozdziale metoda HFB dotyczyªa ukªadu
w temperaturze zera bezwzgl¦dnego, tote» jedynym stanem ukªadu, jaki byª istotny
w jego opisie, byª stan podstawowy. Stan ten, jak pami¦tamy, aproksymowany byª
pewnym stanem iloczynowym, tj. pró»ni¡ pewnej rodziny operatorów anihilacji αµ

zwi¡zanych z operatorami kreacji-anihilacji �prawdziwych� fermionów transformacj¡ Bo-
golubowa (3.6). Macierze tej transformacji otrzymywane byªy z (warunkowej) minimaliza-
cji warto±ci oczekiwanej hamiltonianu (3.21). Ten szczególny stan iloczynowy nazwali±my
rozwi¡zaniem samozgodnym.

Równie» metoda FTHFB aproksymuje stan podstawowy ukªadu stanem iloczynowym.
Macierze determinuj¡cej go transformacji Bogolubowa wyznaczane w niej s¡ tym razem
poprzez warunkow¡ minimalizacj¦ wielkiego potencjaªu kanonicznego Ω. Ten szczególny
stan równie» nazywa¢ b¦dziemy rozwi¡zaniem samozgodnym. Poniewa» metoda FTHFB
w zasadzie zawiera w sobie metod¦ HFB, nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumie«.

Poniewa» rozszerzamy nasze rozwa»ania na niezerowe temperatury (T > 0), istotne
w opisie stan¡ si¦ stany wzbudzone. Przyjmujemy, »e widmo wzbudze« ukªadu zdetermi-
nowane jest przez te same kwazicz¡stkowe operatory kreacji-anihilacji: α+µ, αµ, których
pró»ni¡ jest rozwi¡zanie samozgodne w danej temperaturze.

Mówi¡c ±ci±lej, za Goodmanem (G 3.1) przyjmujemy, »e operator Ĥ − µN̂ jest dobrze
aproksymowany hamiltonianem ukªadu swobodnych kwazicz¡stek:

Ĥ − µN̂ ≈ E0 − µN +∑
µ

Eµα
+
µαµ (4.1)

gdzie: E0 to energia rozwi¡zania samozgodnego, N stanowi (ustalon¡) liczb¦ cz¡stek
w ukªadzie N ∶= nL3, natomiast Eµ to warto±¢ energii jednokwazicz¡stkowej1 otrzymy-
wana (jak si¦ wkrótce przekonamy) z równa« FTHFB, odpowiadaj¡ca stanowi bazy jed-
nocz¡stkowej µ.

Powy»sza przybli»ona równo±¢ staje si¦ ±cisªa dla kwantowej2 warto±ci ±redniej
obliczanej dla rozwi¡zania samozgodnego.

Wprowadziwszy powy»szy przybli»ony hamiltonian, Goodman zapisuje za jego pomoc¡
operator g¦sto±ci wielkiego rozkªadu kanonicznego D̂HFB (G 3.3). Po kilku przeksztaªce-
niach, w których doniosªe znaczenie ma fakt, »e kwazicz¡stki s¡ fermionami (por. (3.7)),
operator ten udaje si¦ sprowadzi¢ do postaci (por. (G 3.11) i (G 3.5)):

D̂HFB =∏
µ

[fµα+µαµ + (1 − fµ) (1 − α+µαµ)] (4.2)

gdzie funkcja pomocnicza3:

fµ ∶= [1 + exp ( Eµ

kBT
)]
−1

(4.3)

ma sens prawdopodobie«stwa obsadzenia stanu jednokwazicz¡stkowego o energii Eµ

w temperaturze T . Jak nale»aªo si¦ spodziewa¢, mamy tu do czynienia ze statystyk¡

1Rodzinie energii jednokwazicz¡stkowych {Eµ} mo»na zatem nada¢ �zyczn¡ interpretacj¦ przy-
bli»onego widma wzbudze« ukªadu oddziaªuj¡cych fermionów.

2Tzn. nie po zespole statystycznym.
3Nie ma ona »adnego zwi¡zku z amplitud¡ rozpraszania, oznaczon¡ równie» przez f !
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Fermiego-Diraca. Zauwa»my, i» dla T = 0 mamy fµ = 0 dla wszystkich µ. Innymi sªowy,
w zerowej temperaturze ukªad jest w stanie kwazicz¡stkowej pró»ni, co jest caªkowicie
zgodne z naszymi oczekiwaniami.

W dalszej cz¦±ci wykªadu, odwrotno±¢ iloczynu staªej Boltzmanna kB i temperatury
T b¦dziemy oznacza¢ przez β:

β ∶= 1
kBT (4.4)

Posªuguj¡c si¦ wzorem (4.2) oraz odwrotn¡ transformacj¡ Bogolubowa, Goodman po-
daje wzory4 (G 3.17)-(G 3.20) na macierze g¦sto±ci ρ i κ5 dla niezerowych temperatur:

ρµν = Aµ
σ(F T )σπ(A+)πν + (B∗)µσ (δ − F )

π
σ (BT )πν , (4.5)

κµν = Aµ
σ(F T )σπ(B+)πν + (B∗)µσ (δ − F )

π
σ (AT ) ν

π .

gdzie F formalnie stanowi funkcj¦ macierzy energii jednokwazicz¡stkowych E dan¡
wzorem o strukturze identycznej z (4.3):

F ∶= [1 + exp ( 1
kBTE)]

−1
(4.6)

Poniewa» jednak macierz E jest w naszej bazie diagonalna, taka te» b¦dzie macierz
F , przy czym:

Fµν = fµδµν (4.7)

Warto zwróci¢ uwag¦, »e dla T = 0 wzory (4.5) przechodz¡ do postaci znanej z metody
HFB (3.17).

Jak dowodzi Goodman w dalszej cz¦±ci swojej pracy, wzory (4.5) na macierze g¦s-
to±ci stanowi¡ jedyn¡ formaln¡ mody�kacj¦ metody HFB wymagan¡ w celu uwzgl¦d-
nienia niezerowych temperatur. W szczególno±ci, identyczn¡ posta¢ maj¡ de�nicje jed-
nocz¡stkowego potencjaªu ±redniopolowego Γ (3.27) oraz potencjaªu korelacji par∆ (3.29).
Tak»e liczba cz¡stek wi¡»e si¦ z macierz¡ ρ znanym z poprzedniego rozdziaªu wzorem
(3.18). Z kolei energia wewn¦trzna ukªadu wyra»a si¦ wzorem analogicznym do (3.33):

EFTHFB(T ) = Tr [Tkinρ(T ) + 1
2Γ(T )ρ(T ) −

1
2∆(T )κ

∗(T )] (4.8)

gdzie oznaczeniu macierzy energii kinetycznej przydano indeks �kin�, aby unikn¡¢ kon�iktu
z oznaczeniem temperatury.

Nale»y pami¦ta¢, »e macierze g¦sto±ci oraz, w konsekwencji, wszystkie inne zale»ne od
nich macierze zale»¡ tu od temperatury T . Dobitnie ukazano to w powy»szym wyra»eniu,
jakkolwiek zazwyczaj pomija¢ b¦dziemy podkre±lanie tej zale»no±ci, aby nie zaciemnia¢
wzorów.

Dla T = 0 wzór (4.8) przechodzi w (3.33). Jest to zrozumiaªe, albowiem w tempe-
raturze zera bezwzgl¦dnego wszystkie �kopie� ukªadu skªadaj¡ce si¦ na zespóª statysty-
czny s¡ w stanie podstawowym, tote» energia wewn¦trzna jest ±ci±le równa energii tego

4Macierze U , V , którymi posªuguje si¦ Goodman, zwi¡zane s¡ z macierzami A, B relacjami: A = UT

oraz B = V T .
5Antysymetryczny tensor korelacji par κ w [14] oznaczany jest przez t.
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wªa±nie stanu. Nale»y wszak»e mie¢ na uwadze, »e dla ka»dej niezerowej temperatury:
EFTHFB ≠ E0. Energia stanu podstawowego wynikaj¡ca z równa« FTHFB nie b¦dzie nas
jednak interesowa¢ jako niemierzalna.

W Rozdziale 4. swojego artykuªu Goodman wyprowadza równania FTHFB,
przyrównuj¡c do zera wariacj¦ wielkiego potencjaªu termodynamicznego Ω. Potencjaª ten
osi¡ga bowiem minimum dla ukªadu izolowanego mechanicznie oraz o staªej temperaturze
T i potencjale chemicznym µ (por. (G 2.6) oraz dyskusja do« wiod¡ca).

Drobiazgowa argumentacja Goodmana prowadzi do bardzo wa»nego dla nas wyniku
(G 4.34)-(G 4.36): równania FTHFB maj¡ identyczn¡ struktur¦ jak równania HFB (3.14)
lub, równowa»nie (3.15).

(Tkin + Γ − µδ)µσAσ
ν +∆µπBπν = Aµ

ρE
ρ
ν (4.9)

−(∆∗)µσAσ
ν − (T ∗kin + Γ∗ − µδ)

π
µ Bπν = BµρE

ρ
ν

Tak jak poprzednio, µ jest wspóªczynnikiem Lagrange'a maj¡cym sens �zyczny po-
tencjaªu chemicznego. Jego warto±¢ zdeterminowana b¦dzie dodatkowym warunkiem
zwi¡zanym z ustalon¡ liczb¡ cz¡stek N , jaki podamy w dalszej cz¦±ci wykªadu.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e równania FTHFB, mimo peªnej strukturalnej analogiczno±ci
do równa« HFB, s¡ od nich znacznie silniej uwikªane. Prawdopodobie«stwa obsadze«
stanów jednokwazicz¡stkowych fµ zale»¡ zarówno od T , jak i od Eµ. Energie jednokwazi-
cz¡stkowe pojawiaj¡ si¦ zatem zarówno jawnie po prawej stronie powy»szych równa«,
jak i po stronie lewej, ukryte w Γ oraz ∆. Nale»y si¦ równie» spodziewa¢, »e Eµ zale»y
od T dla ka»dego indeksu jednocz¡stkowego µ.

Co ciekawe, mimo skomplikowanej postaci równa« FTHFB oka»e si¦, »e w przypadku
badanego przez nas rozrzedzonego gazu fermionów ulegn¡ one daleko id¡cemu uproszcze-
niu. Ostatecznie pozwoli to sprowadzi¢ je do nieliniowego ukªadu dwóch równa«, podob-
nego do tych uzyskanych w podrozdziale 3.3.14. Jest to przedmiotem kolejnego podroz-
dziaªu.

4.2 Równania FTHFB dla rozrzedzonego gazu

fermionów

4.2.1 Wybór bazy. Macierze A i B.

Zakªadamy, »e badany przez nas ukªad zachowuje wszystkie cztery symetrie
wymienione w podrozdziale 3.2 w dowolnej niezerowej temperaturze. Oznacza to
w szczególno±ci, »e tak jak poprzednio baza p¦dowo-spinowa ∣kλ⟩ jest baz¡ kanoniczn¡
rozwi¡zania samozgodnego oraz: ∣k̃λ⟩ = ∣ − k,−λ⟩.

Macierze wspóªczynników transformacji Bogolubowa A, B maj¡ zatem identyczn¡
posta¢ jak poprzednio, tj. (por. (3.13)):

Ak1λ1 k2λ2 = uk1λ1δk1k2δλ1λ2 , (4.10)

Bk1λ1 k2λ2 = −s̄k1λ1vk1λ1δk1,−k2δλ1,−λ2
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Wspóªczynniki uk1λ1 , vk1λ1 oraz czynnik fazowy sk1λ1 posiadaj¡ wszystkie wªasno±ci
opisane w podrozdziale 3.1.3.

4.2.2 Macierze g¦sto±ci ρ i κ

Aby obliczy¢ elementy hermitowskiej macierzy g¦sto±ci ρ oraz antysymetrycznego ten-
sora korelacji par κ dla badanego ukªadu w niezerowej temperaturze, podstawmy (4.10)
do wzorów Goodmana (4.5). Post¦puj¡c podobnie jak w (3.22), otrzymamy:

ρk1λ1 k2λ2 = [u2k1λ1
fk1λ1 + v2k1λ1

(1 − f−k1,−λ1)] δk1k2δλ1λ2 = (4.11)

= [v2
k1λ1
(1 − fk1λ1 − f−k1,−λ1) + fk1λ1

] δk1k2δλ1λ2 ,

κk1λ1 k2λ2 = −sk1λ1vk1λ1uk1λ1 (1 − fk1λ1 − f−k1,−λ1) δk1,−k2δλ1,−λ2

gdzie w pierwszym ze wzorów skorzystano z warunku normalizacyjnego (3.9), aby
sprowadzi¢ go do wygodniejszej postaci.

W niezerowej temperaturze prawdopodobie«stwo obsadzenia jednocz¡stkowego stanu
bazy kanonicznej ulega pewnemu skomplikowaniu. Istotnie, element diagonalny
macierzy ρ wyra»a si¦ wzorem:

ρkλkλ = v2kλ (1 − fkλ − f−k,−λ) + fkλ (4.12)

Kwadrat wspóªczynnika vkλ traci tu zatem swoj¡ interpretacj¦ zwi¡zan¡ z praw-
dopodobie«stwem obsadzenia stanu ∣kλ⟩. Rzeczywi±cie, nawet gdy jest on równy zero,
prawdopodobie«stwo to jest niezerowe i wynosi fkλ. Jest to formalny wyraz istnienia
w ukªadzie �uktuacji termicznych.

Analogicznie jak w przypadku temperatury zera bezwzgl¦dnego, aby z macierzy ρ
odzyska¢ liczb¦ cz¡stek w ukªadzie N , wystarczy doda¢ do siebie wszystkie jej elementy
diagonalne (por. (3.18)):

N =∑
λ

∑
k

ρkλkλ =∑
λ

∑
k

[v2
kλ (1 − fkλ − f−k,−λ) + fkλ] (4.13)

Sªuszne s¡ równie» wzory (3.19) i (3.20) wyra»aj¡ce ±rednie warto±ci operatorów
jedno- i dwucz¡stkowych poprzez macierze g¦sto±ci. Nale»y wszak»e pami¦ta¢, »e ±rednie
te maj¡ sens ±rednich termodynamicznych. Szczególnym przypadkiem drugiego z tych
wzorów jest (4.8) pozwalaj¡cy obliczy¢ energi¦ wewn¦trzn¡ ukªadu.

4.2.3 Potencjaªy Γ i ∆

Maj¡c macierze g¦sto±ci (4.11), jeste±my w stanie obliczy¢ elementy macierzowe jed-
nocz¡stkowego potencjaªu ±redniopolowego Γ oraz potencjaªu korelacji par ∆ w niezerowej
temperaturze. Jako »e zgodnie z [14] wzory (3.27) i (3.29) s¡ wci¡» w mocy, obliczenia
przebiegaj¡ analogicznie jak w podrozdziaªach 3.3.4 oraz 3.3.5.

Po ich przeprowadzeniu, jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy zapisze si¦ wzorem:

Γk1λ1 k2λ2 = −
g

2L3 δk1k2δλ1λ2 ∑
k<kc
[v2

k1+k,−λ1
(1 − fk1+k,−λ1 − f−k1−k,λ1) + fk1+k,−λ1

] (4.14)
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Z kolei potencjaª korelacji par przyjmie posta¢:

∆k1λ1 k2λ2 =
g

2L3 δk1,−k2δλ1,−λ2I[0,kc/2) (k1) ∑
k<kc/2

skλ1ukλ1vkλ1 (1 − fkλ1 − f−k,−λ1) . (4.15)

Porównuj¡c powy»sze wzory z ich odpowiednikami dla temperatury zera bezwzgl¦d-
nego, mo»na zauwa»y¢, »e istotne w dalszej cz¦±ci wyprowadzenia wªasno±ci potencjaªów
Γ i ∆ nie ulegaj¡ w metodzie FTHFB zmianie. Macierz potencjaªu Γ wci¡» jest diago-
nalna, a macierz potencjaªu ∆ � antysymetryczna. Na diagonalny element macierzowy
potencjaªu Γ odpowiadaj¡cy stanowi ∣k1λ1⟩ wci¡» skªadaj¡ si¦ jedynie6 przyczynki indek-
sowane wektorami p¦du ró»ni¡cymi si¦ (wektorowo) od k1 o wektor dªugo±ci co najwy»ej
kc oraz kierunkiem spinu −λ1. Z kolei elementy macierzy ∆ zale»¡ od k1 jedynie poprzez
funkcj¦ I[0,kc/2) (k1).

4.2.4 Równania FTHFB

Pozostaªe macierze wyst¦puj¡ce w równaniach FTHFB (4.9), tj. macierz operatora
energii kinetycznej Tkin i macierz energii jednokwazicz¡stkowych E maj¡ identyczn¡ posta¢
jak w metodzie HFB, tj. (3.31) i (3.32), odpowiednio.

Mo»emy zatem przej±¢ do zapisania tych równa« w bazie p¦dowo-spinowej. Prze-
ksztaªcenia, jakie musimy wykona¢ po drodze s¡ caªkowicie analogiczne do tych znanych
z podrozdziaªów 3.3.8 oraz 3.3.9. Nie b¦dziemy ich tu zatem przytacza¢.

Równie» konwencja fazowa, na jak¡ zdecydowali±my si¦ podczas analizy równa« HFB
w podrozdziale 3.3.10 jest odpowiednia do naszych obecnych celów. Po jej uwzgl¦dnie-
niu (czego tak»e tu nie przedstawiamy) ukªad równa« FTHFB przyjmie posta¢ niemal
identyczn¡ do (3.47)-(3.48):

(Ξ(k1λ1) − µ)uk1λ1 + I[0,kc/2) (k1)∆(λ1)vk1λ1 = E(k1λ1)uk1λ1 (4.16)

I[0,kc/2) (k1)∆(λ1)uk1λ1 − (Ξ(k1λ1) − µ) vk1λ1 = E(k1λ1)vk1λ1 (4.17)

gdzie λ1 przebiega zbiór {↑, ↓}, natomiast k1 � zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3}.
Ró»nica mi¦dzy równaniami FTHFB a równaniami HFB polega jedynie na de�nicji

dwu funkcji pomocniczych Ξ (por. (3.36)) oraz ∆ (por. (3.49)):

Ξ(k1λ1) ∶= h̵2k21
2m −

g
2L3 ∑

k<kc
[v2

k1+k,−λ1
(1 − fk1+k,−λ1 − f−k1−k,λ1) + fk1+k,−λ1

] (4.18)

∆(λ1) ∶= g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukλ1vkλ1 (1 − fkλ1 − f−k,−λ1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(4.19)

Obie powy»sze funkcje pomocnicze zale»¡ równie» od temperatury T , której jednak nie
umieszczamy jawnie obok ich pozostaªych argumentów, aby nie zaciemnia¢ niepotrzebnie
wzorów.

6Uprzedzamy tu nieco fakty, poniewa» ka»dy przyczynek zawiera równie» wspóªczynnik f−k1−k,λ1 ,
jednak jak za chwil¦ zobaczymy, prawdziwa jest równo±¢: fkλ = f−k,−λ.
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4.2.5 Konsekwencje symetrii odwrócenia spinu

W bie»¡cym wyprowadzeniu nie skorzystali±my jeszcze z zaªo»onej przez nas symetrii
odwrócenia spinu, jak¡ posiada badany ukªad. Teraz wi¦c, tak jak w podrozdziale 3.3.11,
przyjmijmy, i» dla ka»dego k zachodz¡ równo±ci (3.50):

uk↑ = uk↓ =∶ uk oraz vk↑ = vk↓ =∶ vk. (4.20)

Dodatkowo, skoro chcemy zapewni¢ symetri¦ ukªadu ze wzgl¦du na zamian¦ kierunków
spinu na przeciwne, musimy jeszcze za»¡da¢, aby: fk↑ = fk↓ =∶ fk. Innymi sªowy, praw-
dopodobie«stwa obsadze« stanów jednokwazicz¡stkowych odpowiadaj¡cych stanom bazy
jednocz¡stkowej o przeciwnych spinach musz¡ by¢ sobie równe.

Tym razem ju» z tego dodatkowego wymogu postawionego w poprzednim akapicie oraz
z de�nicji fµ (4.3) wynika, »e równie» energie kwazicz¡stkowe mo»na indeksowa¢ jedynie
p¦dem: E (k ↑) = E (k ↓) =∶ Ek.

Dzi¦ki wszystkim wymienionym powy»ej równo±ciom, znacznemu uproszczeniu ulegn¡
same równania FTHFB oraz obie funkcje pomocnicze wprowadzone w podrozdziale 4.2.4.
Zacznijmy od tych drugich, a dokªadniej od funkcji ∆(λ1) (4.19), która nie b¦dzie ju»
zale»e¢ od λ1:

∆(λ1) =∆ = g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukvk (1 − fk − f−k)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

= g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukvk (1 − fk) − ∑

k<kc/2
ukvkf−k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

= g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukvk (1 − fk) − ∑

k<kc/2
u−kv−kfk

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

= g
2L3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

k<kc/2
ukvk (1 − 2fk)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(4.21)

Przechodz¡c do drugiej linijki w powy»szym ci¡gu równo±ci, wyj¦li±my spod nawiasu
f−k i rozdzielili±my sum¦ na dwie. W trzeciej linijce w prawej sumie dokonali±my zamiany
zmiennej sumowania z k na −k, zachowuj¡c to samo oznaczenie tej zmiennej. W czwartej
linijce skorzystali±my z wªasno±ci (3.10) wspóªczynników uk, vk oraz ponownie zª¡czyli±my
obie sumy.

Jakkolwiek podobnego triku nie mo»na wykona¢ w przypadku drugiej funkcji pomoc-
niczej Ξ(k1λ1), to równie» ona zale»e¢ teraz b¦dzie jedynie od p¦du7 k1:

Ξ(k1λ1) = Ξ(k1) = h̵2k21
2m −

g
2L3 ∑

k<kc
[v2

k1+k (1 − fk1+k − f−k1−k) + fk1+k] (4.22)

Zapisuj¡c równania FTHFB z uwzgl¦dnieniem symetrii odwrócenia spinu, oka»e si¦,
»e b¦d¡ one mie¢ identyczn¡ struktur¦ jak równania HFB. Zapiszmy je zatem tak jak

7Oraz, jak ju» wspomnieli±my pod koniec poprzedniego podrozdziaªu, temperatury T .
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(3.53), czyli w przejrzystej, macierzowej postaci:

[ Ξ(k1) − µ I[0,kc/2) (k1)∆
I[0,kc/2) (k1)∆ −Ξ(k1) + µ

] [ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (4.23)

gdzie wspóªczynnik Lagrange'a µ zadany b¦dzie przez warunek (por. (4.13)):

N = 2∑
k

[v2
k
(1 − 2fk) + fk] (4.24)

W powy»szym wzorze uwzgl¦dniono ju» symetri¦ odwrócenia spinu oraz zastosowano
identyczny trik jak przy (4.21).

Tak jak poprzednio, liczb¦ rzeczywist¡ ∆ b¦dziemy nazywa¢ szczelin¡ energetyczn¡.

4.2.6 Sprowadzenie równa« FTHFB do ukªadu dwóch równa«

Dalsza cz¦±¢ analizy równa« FTHFB maj¡ca na celu ich uproszczenie przebiega podob-
nie jak w podrozdziale 3.3.12 w przypadku równa« HFB. Zaczynamy wi¦c od rozwa»enia
tej cz¦±ci równa«, które odpowiadaj¡ p¦dom o warto±ciach k1 ≥ kc/2. Ze wzgl¦du na
zerowanie si¦ funkcji charakterystycznej w (4.23), nast¡pi automatyczna diagonalizacja
wyst¦puj¡cej w nich macierzy 2 × 2:

[ Ξ(k1) − µ 0
0 −Ξ(k1) + µ

] [ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (4.25)

gdzie k1 przebiega zbiór {2πL n ∣n ∈ Z3} ∖B(0, kc/2).
Dalsze rozumowanie, przebiegaj¡ce analogicznie do tego w 3.3.12, wª¡cznie z narzu-

conym tam dodatkowym warunkiem na p¦d obci¦cia kc (3.62) prowadzi do wniosku, i»
(tak jak poprzednio) dla wszystkich k1 ≥ kc/2 zachodzi:

h̵2k21
2m −

∣g∣n
4 − µ ≤ Ek1 ≤

h̵2k21
2m +

∣g∣n
4 − µ, (4.26)

a tak»e: uk1 = 1 i vk1 = 0.
Ten ostatni fakt wykorzystamy teraz w uproszczeniu wzoru (4.22) na funkcj¦ pomoc-

nicz¡ Ξ(k1) dla k1 < kc/2.

Ξ(k1) = h̵2k21
2m −

g
2L3 ∑

k<kc
[v2

k1+k (1 − fk1+k − f−k1−k) + fk1+k] = (4.27)

= h̵2k21
2m −

g
2L3 {∑

k

[v2
k
(1 − fk − f−k) + fk] − ∑

k≥kc
fk1+k} =

= h̵2k21
2m −

g
2L3 (N2 − ∑

k≥kc
fk1+k) .

gdzie przechodz¡c do drugiej linijki rozszerzyli±my obszar sumowania na wszystkie
warto±ci k na identycznej zasadzie jak w uzasadnieniu wzoru (3.64), przy czym musieli±my
tu jeszcze odj¡¢ wyraz ∑k≥kc fk1+k, aby wszystko si¦ zgadzaªo. W przej±ciu do trzeciej li-
nijki skorzystali±my z (4.24).
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Jak wida¢, funkcja pomocnicza Ξ nie przyj¦ªa tym razem prostej, kwadratowej postaci
(3.65). Jednak»e, jak za chwil¦ poka»emy, dla rozrzedzonego gazu Fermiego prawd¡ jest,
i» dla ka»dego k1 takiego, »e k1 < kc/2:

N
2 ≫ ∑

k≥kc
fk1+k (4.28)

Dzi¦ki temu b¦dzie mo»na opu±ci¢ kªopotliw¡ sum¦ w ostatniej linijce (4.27).
Dowód powy»szego stwierdzenia wymaga wszak»e wzmocnienia warunku (3.62),

stanowi¡cego, i» kc jest �du»e� (por. (2.12)). Zaªo»ymy mianowicie (nawet nieco wi¦cej,
ni» trzeba), »e:

N
2 ≫ ∑

k≥kc/2
fk = ∑

k≥kc/2

1
1+exp(βEk) (4.29)

Z �zycznego punktu widzenia, w warunku tym »¡damy, aby ±rednia ª¡czna liczba
kwazicz¡stek obsadzaj¡cych stany jednokwazicz¡stkowe o energiach wy»szych ni» pewna,
zale»na od kc warto±¢ progowa, byªa znikoma w porównaniu do N

2 . Innymi sªowy, chcemy,
by �ogon� rozkªadu Fermiego-Diraca byª zaniedbywalny w obliczeniach. Zwró¢my uwag¦,
»e w postawionym przez nas warunku istotn¡ rol¦ odgrywa równie» temperatura (ukryta
w czynniku β).

Do dyskusji warunku (4.29) wrócimy jeszcze w Rozdziale 5, przy okazji omawiania
wyników oblicze« numerycznych.

Wynikanie zale»no±ci (4.28) z powy»szego warunku najªatwiej dostrzec nast¦puj¡co.
Zauwa»my, »e kula p¦dowa B(0, kc/2) jest zawarta w kuli B(k1, kc) dla ka»dego k1 takiego,
»e k1 < kc/2. Gdy zast¡pimy teraz obie kule p¦dowe ich dopeªnieniami, kierunek inkluzji
ulegnie odwróceniu:

B(k1, kc) ⊇ B(0, kc/2) ⇔ {k1 + k ∣k ≥ kc} ⊆ {k ∣k ≥ kc/2} (4.30)

A zatem, skoro w (4.29) N jest znacznie wi¦ksze od sumy liczonej po zbiorze
{k ∣k ≥ kc/2}, tym bardziej jest ono wi¦ksze od sumy liczonej po jego podzbiorze w (4.28)8.

Z powy»szych rozwa»a« wynika wi¦c, »e funkcj¦ pomocnicz¡ Ξ(k1) jednak mo»na
(dla k1 < kc/2) zapisa¢ w prostej postaci (3.65):

Ξ(k1) = h̵2k21
2m + Γ, gdzie: Γ ∶= −gn

4 . (4.31)

Oznacza to, »e w przypadku rozrzedzonego gazu fermionów, niezerowa temperatura
ukªadu nie mody�kuje jednocz¡stkowego potencjaªu ±redniopolowego w »aden istotny
sposób. Jak si¦ jednak za chwil¦ przekonamy, zasadniczo wpªywa na warto±¢ szczeliny
energetycznej.

Posªuguj¡c si¦ (4.31), mo»emy teraz w zwarty sposób zapisa¢, a nast¦pnie rosprz¡c
równania FTHFB (4.23) odpowiadaj¡ce p¦dom o dªugo±ciach mniejszych ni» kc/2:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

h̵2k21
2m + Γ − µ ∆

∆ − ( h̵
2k21
2m + Γ − µ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[ uk1

vk1

] = Ek1 [
uk1

vk1

] (4.32)

8Istotny jest tu fakt, »e fk jest nieujemne dla ka»dego k.
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Równania te maj¡ identyczn¡ struktur¦ jak (4.32). Analogicznie jak w podrozdziale
3.3.12, wynikaj¡ z nich nast¦puj¡ce równania na energie jednokwazicz¡stkowe Ek1 oraz
wspóªczynniki uk1 , vk1 (por. (3.68)-(3.69)):

Ek1 =
√
( h̵

2k21
2m + Γ − µ)

2

+∆2

uk1 =

¿
ÁÁÀ1

2
+

h̵2k21
2m + Γ − µ

2Ek1

(4.33)

vk1 =

¿
ÁÁÀ1

2
−

h̵2k21
2m + Γ − µ

2Ek1

dla ka»dego k1 takiego, »e k1 < kc/2.
Z powy»szych równa« wynika, i» (por. (3.70)):

uk1vk1 =
∆

2Ek1

(4.34)

Podstawiaj¡c t¡ zale»no±¢ do równania zadaj¡cego szczelin¦ energetyczn¡ ∆ (4.21),
otrzymujemy:

∆ = g

4L3
∆ ∑

k<kc/2

1 − 2fk
Ek

(4.35)

Tak jak poprzednio, skupiamy si¦ jedynie na nietrywialnym rozwi¡zaniu ∆ ≠ 0.
Dziel¡c powy»sze równanie obustronnie przez g∆

4L3 oraz dodatkowo zauwa»aj¡c, »e:
(1 − 2fk) = tanh (12βEk), otrzymujemy uogólnienie równania szczeliny energetycznej
(3.72) na niezerowe temperatury:

4L3

g
= ∑

k<kc/2

1

Ek

tanh (12βEk) (4.36)

Analogicznie jak miaªo to miejsce w przypadku równa« HFB, drugim równaniem,
które wespóª z (4.36) pozwoli obliczy¢ ∆ i µ, a z nich, na mocy wzorów (4.33), otrzyma¢
rozwi¡zanie równa« FTHFB, jest warunek wyra»aj¡cy ustalon¡ liczb¦ cz¡stek w ukªadzie
(4.24). Zapiszmy go tutaj, uwzgl¦dniwszy zerowanie si¦ wspóªczynników vk przy k ≥ kc/2,
dodatkowy warunek na kc (4.29) oraz ostatni ze wzorów (4.33):

N = 2 ∑
k<kc/2

[v2
k
(1 − 2fk) + fk] = ∑

k<kc/2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −

h̵2k2

2m + Γ − µ
Ek

tanh (12βEk)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

(4.37)

Jest to uogólnienie równania staªej liczby cz¡stek (3.73) na niezerowe temperatury.
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4.2.7 Przej±cie graniczne L→ +∞. Symetria obrotowa.

Kolejnym krokiem jest formalne przej±cie z L do niesko«czono±ci, dzi¦ki czemu równa-
nia (4.36), (4.37) stan¡ si¦ równaniami caªkowymi, podobnie jak miaªo to miejsce w pod-
rozdziale 3.3.13.

Dokonujemy tego za pomoc¡ przepisu (3.5), a rozumowanie przebiega podobnie jak
we wzmiankowanym w poprzednim akapicie podrozdziale. Co wi¦cej, zauwa»my ju» w tym
momencie, »e tak»e dla niezerowych temperatur mamy do czynienia z symetri¡ obrotow¡
ukªadu (por. podrozdziaª 3.3.14). Wynika to ze wzorów (4.33), które maj¡ zreszt¡ iden-
tyczn¡ struktur¦ jak ich odpowiedniki z metody HFB.

Zapiszmy przeto jedynie wynik, w którym dokonano ju» zamiany caªek trójwymia-
rowych na jednowymiarowe.

R-nie szczeliny energetycznej:

m
h̵2 (kc − π

a
) =

kc/2

∫
0

1
Ek

tanh (12βEk)k2dk (4.38)

R-nie staªej liczby cz¡stek:

2π2n =
kc/2

∫
0

[1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

tanh (12βEk)] k2dk (4.39)

gdzie:

Ek =
√
( h̵2k2

2m + Γ − µ)
2
+∆2 (4.40)

Tak jak poprzednio, przeksztaª¢my równanie (4.38) do nieco innej postaci
(por. (3.81)):

π
2a =

kc/2

∫
0

[1 − h̵2k2

2mEk
tanh (12βEk)]dk (4.41)

Na koniec tego podrozdziaªu, dokonajmy jeszcze przej±cia granicznego w warunku
(4.29), okre±laj¡cego zakres stosowalno±ci powy»szych wyników. Zgodnie z przepisem
(3.5), po kilku przeksztaªceniach otrzymamy:

n≫ 1
π2

+∞

∫
kc/2

k2

1+exp(βEk) dk (4.42)

4.3 Podsumowanie: rozwi¡zanie równa« FTHFB oraz

funkcjonaª energii.

Podobnie jak uczyniono to w podrozdziale 3.4, tak i bie»¡cy rozdziaª zako«czymy
podsumowaniem zawartych w nim rozwa»a«9. Skupimy si¦ tu wszak»e jedynie na tych

9Oraz dokonuj¡c przej±cia granicznego L→ +∞ tam, gdzie jeszcze tego nie zrobili±my.

56



wynikach, które odró»niaj¡ metod¦ FTHFB od jej szczególnego przypadku opisuj¡cego
temperatur¦ zera bezwgl¦dnego.

Zacznijmy od parametrów wej±ciowych, gdzie do zestawu czterech wielko±ci: n, m, a
oraz kc doszªa pi¡ta - temperatura T . W podanych poni»ej wzorach wyst¦powa¢ b¦dzie
niemal wyª¡cznie ukryta w czynniku β, zde�niowanym wzorem (4.4):

β ∶= 1
kBT (4.43)

W naszej analizie przyj¦li±my, »e rozrzedzony gaz fermionów w niezerowej tempe-
raturze nie traci »adnej z symetrii narzuconych w podrozdziale 3.2. Dlatego te» baz¡
kanoniczn¡ rozwi¡zania samozgodnego przy T > 0 nadal jest baza p¦dowo-spinowa ∣kλ⟩.
Rozwi¡zanie to okazaªo si¦ posiada¢ równie» symetri¦ obrotow¡, tote» wielko±ci zwi¡zane
z poszczególnymi stanami bazy jednocz¡stkowej maj¡ce znaczenie �zyczne mo»na indek-
sowa¢ nie za pomoc¡ wektora p¦du k, a jedynie jego dªugo±ci k.

Aby unikn¡¢ komplikacji, byli±my zmuszeni wzmocni¢ warunek na p¦d obi¦cia kc.
Mianowicie musi on by¢ na tyle du»y, aby speªniona byªa nierówno±¢ (4.42):

n≫ 1
π2

+∞

∫
kc/2

k2

1+exp(βEk) dk (4.44)

Wzór ten wyra»a zaªo»enie, »e obsadzenie stanów jednokwazicz¡stkowych odpowiada-
j¡cych p¦dom przekraczaj¡cym co do dªugo±ci warto±¢ kc/2 jest zaniedbywalne.

Poniewa», jak ju» wspomniano, baza p¦dowo-spinowa równie» przy T > 0 jest baz¡
kanoniczn¡ rozwi¡zania samozgodnego, macierze A, B zapisane w tej bazie maj¡ posta¢
tak¡ jak podano w podsumowaniu metody HFB, tj. (3.83). Ponadto, w metodzie FTHFB
posªu»yli±my si¦ t¡ sam¡ konwencj¡ fazow¡ (3.84).

Wzory na wspóªczynniki uk, vk oraz na energie jednokwazicz¡stkowe Ek (dla k < kc/2)
charakteryzuj¡ si¦ identyczn¡ struktur¡ jak dla T = 0 (por. (3.85) i (3.87)). W szczegól-
no±ci:

Ek =
√
( h̵2k2

2m + Γ − µ)
2
+∆2 dla k < kc/2. (4.45)

przy czym jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy, którego warto±¢ wyra»a staªa Γ,
okazaª si¦ niewra»liwy na podniesienie temperatury. Tote» tak jak dla T = 0 (por. (3.86)):

Γ ∶= −gn
4 = −

2π2h̵2n
m(kc−π/a) (4.46)

Analogicznie jak miaªo to miejsce w dyskusji wzoru (3.87), tu tak»e energie jednokwazi-
cz¡stkowe indeksowane przez k ≥ kc/2 maj¡ bardziej skomplikowan¡ posta¢, jakkolwiek
prawdziwe s¡ oszacowania (4.26)

h̵2k21
2m −

∣g∣n
4 − µ ≤ Ek1 ≤

h̵2k21
2m +

∣g∣n
4 − µ. (4.47)

Gªówn¡ nowo±ci¡, jak¡ wnosi metoda FTHFB jest dodatkowy, �termiczny� czynnik
tanh (12βEk) pojawiaj¡cy si¦ w równaniu szczeliny energetycznej (3.89) oraz równaniu
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staªej liczby cz¡stek (3.90). Uogólnienie tych równa« na niezerowe temperatury ma posta¢:

R-nie szczeliny energetycznej: π
2a =

kc/2

∫
0

[1 − h̵2k2

2mEk
tanh (12βEk)]dk (4.48)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

[1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

tanh (12βEk)] k2dk (4.49)

Obecno±¢ tangensa hiperbolicznego, którego przebieg zale»y od temperatury T
ukªadu sprawia, »e niewiadome w powy»szych równaniach: szczelina energetyczna ∆
oraz potencjaª chemiczny µ staj¡ si¦ funkcjami T . Jak si¦ przekonamy w Rozdziale 5,
istnieje taka temperatura Tz, w której warto±¢ szczeliny energetycznej spada do zera.

Podobnie jak to uczynili±my w podrozdziale 3.4, tak i tu nadmie«my, »e w powy»szym
ukªadzie dwu równa« szczególnie ªatwo mo»na dokona¢ formalnego przej±cia granicznego
kc → +∞. Uzyskane równania ró»ni¡ si¦ od (3.91) jedynie obecno±ci¡ czynnika �ter-
micznego�:

π
2a

kc→+∞=
+∞

∫
0

[1 − h̵2k2

2mEk
tanh (12βEk)]dk, (4.50)

2π2n
kc→+∞=

+∞

∫
0

[1 −
h̵2k2

2m −µ
Ek

tanh (12βEk)] k2dk.

gdzie we wzorze na Ek (4.45) nale»y poªo»y¢ Γ = 0.
Zbie»no±¢ powy»szych caªek wynika ze zbie»no±ci ich odpowiedników przy T = 0.

Zostaje to udowodnione w Dodatku.

Z pozostaªych pojawiaj¡cych si¦ w równaniach FTHFB macierzy, jedynie macierze
g¦sto±ci ρ, κ s¡ nieco innej postaci ni» te podane w podrozdziale 3.4. Mianowicie:

� Hermitowska macierz g¦sto±ci:

ρk1λ1 k2λ2 = [v2k1 tanh (
1
2βEk1) + 1

1+exp(βEk1
)] δ

3 (k1 − k2) δλ1λ2 , (4.51)

� Antysymetryczny tensor korelacji par:

κk1λ1 k2λ2 = −sλ1uk1vk1 tanh (12βEk1) δ3 (k1 + k2) δλ1,−λ2 , (4.52)

Pozostaªe macierze, a wi¦c: jednocz¡stkowy potencjaª ±redniopolowy Γ, potencjaª ko-
relacji par ∆, macierz energii kinetycznej Tkin oraz macierz energii jednokwazicz¡stkowych
E wyra»aj¡ si¦ wzorami (3.94)-(3.97).

Ostatnia kwestia, jaka pozostaªa nam do rozwa»enia w tym rozdziale, to posta¢
funkcjonaªu energii (wewn¦trznej) EFTHFB, danego ogólnym wzorem (4.8). Podstawimy
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teraz do niego omówione przed chwil¡ macierze, aby uzyska¢ zwart¡ posta¢ tego funkcjo-
naªu, stosown¡ dla rozrzedzonego gazu.

Obliczenia przeprowad¹my dla ukªadu zamkni¦tego w sze±ciennym pudeªku o boku
L, tj. przy u»yciu dyskretnej bazy p¦dowo-spinowej. W efekcie otrzymamy uogólnienie
wzoru (3.98) na niezerowe temperatury:

EFTHFB = h̵2

2m ∑
k<kc/2

[k2 (1 −
h̵2k2

2m +Γ−µ
Ek

tanh (12βEk))] − 2L3

g
(Γ2 +∆2) + (4.53)

+ h̵2

m ∑
k≥kc/2

k2

1+exp (βEk)

Oprócz znajomego tangensa hiperbolicznego, w powy»szym wzorze obowi¡zuj¡cym
przy T > 0 pojawiªa si¦ suma po stanach bazy jednocz¡stkowej spoza kuli p¦dowej
B(0, kc/2). Stanowi ona poprawk¦ do energii wewn¦trznej ze wzgl¦du na obsadzenia
tych wysokoenergetycznych stanów.

Dziel¡c powy»sze równanie obustronnie przez L3 sprowadzimy je do postaci, w której
mo»liwe b¦dzie formalne przej±cie L → +∞ zgodnie z przepisem (3.5). Po lewej stronie
pojawi si¦ ±rednia g¦sto±¢ energii dla rozwi¡zania samozgodnego:

ϵFTHFB ∶= EFTHFB/L3 (4.54)

W wyniku przej±cia granicznego i kilku dalszych przeksztaªce«, otrzymujemy:

ϵFTHFB =
h̵2

4π2m

kc/2

∫
0

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m + Γ − µ
Ek

tanh (12βEk)
⎞
⎠
k4dk − 2

g
(Γ2 +∆2) + (4.55)

+ h̵2

2π2m

+∞

∫
kc/2

k4

1 + exp (βEk)

�¡danie, aby poprawka do energii wewn¦trznej (wyraz w drugiej linijce powy»szego
wzoru) byªa zaniedbywalna ma posta¢ warunku:

2π2m
h̵2 ϵHFB ≫

+∞

∫
kc/2

k4

1+exp (βEk) (4.56)

Jest on podobny do (4.44) i razem z nim z grubsza okre±laj¡ minimaln¡ warto±¢ p¦du
obci¦cia, przy której u»ywane przez nas wzory mo»na bezpiecznie stosowa¢.

Speªnienie obu warunków: (4.44) oraz (4.56) sprawdzimy bezpo±rednio w kolejnym
Rozdziale 5, po±wi¦conym wynikom oblicze« numerycznych.

Ostatecznie, zapiszmy wzór (4.55) w nast¦puj¡cej postaci, najwygodniejszej dla
oblicze« numerycznych:

ϵFTHFB =
m∆2

4π2h̵2a
+ h̵2

4π2m

kc/2

∫
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m + Γ − µ
Ek

tanh (12βEk)
⎞
⎠
k4 − 2m2∆2

h̵4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dk − (4.57)

− π2h̵2n2

m (kc − π/a)
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gdzie wyraz: 2Γ2/g rozpisano zgodnie ze wzorami (3.82) oraz (4.46)

Równie» w wyra»eniu (4.57) mo»na dokona¢ formalnego przej±cia granicznego
kc → +∞. Uzyskane wyra»enie stanowi uogólnienie (3.101) na sko«czone temperatury:

ϵFTHFB
kc→+∞= m∆2

4π2h̵2a
+ h̵2

4π2m

+∞

∫
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
1 −

h̵2k2

2m − µ
Ek

tanh (12βEk)
⎞
⎠
k4 − 2m2∆2

h̵4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dk (4.58)

Warto±¢ Γ w granicy niesko«czonego kc wynosi 0. Zbie»no±¢ pojawiaj¡cej si¦ tu caªki
niewªa±ciwej udowodnimy w Dodatku (Rozdziaª 6).
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Rozdziaª 5

Analiza numeryczna rozrzedzonego

gazu Fermiego w przybli»eniu FTHFB

Wªa±ciwo±ci badanego przez nas jednorodnego rozrzedzonego gazu fermionów
okre±lone s¡ w równaniach FTHFB (4.48)-(4.49) przez cztery wielko±ci1: koncen-
tracj¦ cz¡stek n, temperatur¦ T oraz dwa parametry potencjaªu oddziaªywania mi¦dzy-
cz¡stkowego2 � dªugo±¢ rozpraszania a oraz p¦d obci¦cia kc.

Przez analiz¦ tego ukªadu rozumie si¦ okre±lenie, w jaki sposób jego wªa±ciwo±ci zale»¡
od tych czterech parametrów wej±ciowych.

Nieliniowy ukªad dwóch równa« FTHFB rozwi¡zywany byª numerycznie w programie
Wolfram Mathematica 5.2 za pomoc¡ specjalnie do tego celu napisanego bloku instrukcji.
Równie» za pomoc¡ tego programu obliczano g¦sto±¢ energii wewn¦trznej ze wzoru (4.57),
sporz¡dzano wykresy itp. Wyszczególnienie i opis najwa»niejszych u»ytych instrukcji
mo»na znale¹¢ w Dodatku (podrozdziaª 6.3).

Plan rozdziaªu jest nast¦puj¡cy. Na pocz¡tek przedstawione s¡ uwagi natury tech-
nicznej dotycz¡ce ukªadu jednostek, formy prezentacji wyników oblicze« oraz postaci
równa« FTHFB i wzoru na g¦sto±¢ energii wewn¦trznej, w jakich zostaªy one zaimplemen-
towane numerycznie. Dalej nast¦puje wªa±ciwa analiza, skupiaj¡ca si¦ wpierw na dwóch
z czterech parametrów wej±ciowych, kolejno: koncentracji n oraz p¦dzie obci¦cia kc. Dalej,
pod k¡tem zale»no±ci od temperatury T gruntownie przebadany jest gaz w granicy uni-
tarnej. Analiza zale»no±ci wªa±ciwo±ci gazu od dªugo±ci rozpraszania a (oraz pokrótce
od T dla 1/a ≠ 0) zamieszczona jest na ko«cu rozdziaªu.

1Masy m nie bierzemy tu pod uwag¦.
2Por. Rozdziaª 2.

61



5.1 Uwagi techniczne

5.1.1 Ukªad jednostek i sposób prezentacji wyników

Wygodnym i powszechnie stosowanym3 sposobem prezentacji wyników liczbowych
dotycz¡cych gazów Fermiego jest wyra»anie ich jako wielokrotno±ci odpowiednich
wielko±ci charakteryzuj¡cych ukªad fermionów nieoddziaªuj¡cych (doskonaªy gaz Fer-
miego).

W tym kontek±cie wygodnie jest w obliczeniach przyj¡¢ taki ukªad jednostek, w którym
h̵2

2m = 1 oraz kB = 1. Wówczas wielko±ci odnosz¡ce si¦ do doskonaªego gazu Fermiego
wyra»aj¡ si¦ doskonale znanymi wzorami4:

� P¦d Fermiego

kF = (3π2n)1/3 , (5.1)

� Energia i temperatura Fermiego (równe sobie na mocy kB = 1):

EF = TF = k2F , (5.2)

� G¦sto±¢ energii doskonaªego gazu Fermiego w stanie podstawowym:

ϵDGF = 3
5nEF . (5.3)

Z powy»szych wzorów wynika, »e przyj¦ta przez nas koncentracja cz¡stek n deter-
minowa¢ b¦dzie zestaw czterech wielko±ci, za pomoc¡ których wyra»ane b¦d¡ wszys-
tkie pozostaªe parametry i wielko±ci charakteryzuj¡ce badany przez nas rozrzedzony gaz
fermionów oddziaªuj¡cych.

Jak si¦ za chwil¦ oka»e, jest to sªuszny sposób opisu takiego gazu, albowiem wyra»one
w ten sposób wyniki b¦d¡ niezale»ne5 od warto±ci n.

Zaªo»ona dokªadno±¢ uzyskiwanych w programie wyników to cztery b¡d¹ pi¦¢ cyfr
znacz¡cych (w zale»no±ci od wielko±ci �zycznej). Ze wzgl¦du wszak»e na zale»no±¢
wyników od kc uczciwe jest prezentowanie ostatecznych wyników z dokªadno±ci¡ do trzech
cyfr znacz¡cych (por. równie» podrozdziaª 5.3).

5.1.2 Równania FTHFB w ró»nych przypadkach

Po»yteczne b¦dzie ponowne przywoªanie w tym miejscu równa« FTHFB. Przemawia
za tym kilka wzgl¦dów.

Po pierwsze, dzi¦ki przyj¦tym w poprzednim podrozdziale ukªadzie jednostek zyskaj¡
one nieco na przejrzysto±ci.

3Por. np. [12, 15, 20].
4Por. np. [22, 29].
5Przynajmniej w ramach (przybli»onej) metody FTHFB oraz w rozwa»anym zakresie koncentracji n.
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Po drugie, cho¢ z formalnego punktu widzenia równania (4.48)-(4.49) s¡ sªuszne dla
∆ ≠ 0, to ich numeryczna implementacja wymaga osobnego rozwa»enia przypadku T = 0
i T > 0.

Po trzecie, z do±wiadczenia wiadomo, »e fermionowe gazy atomowe nie wykazuj¡
korelacji w wysokich temperaturach, co oznacza, »e musi istnie¢ taka temperatura Tz,
w której warto±¢ szczeliny energetycznej6 ∆ spada ostatecznie do zera. Wynika st¡d, »e
b¦dziemy musieli równie» rozwi¡za¢ równania, do których sprowadz¡ si¦ równania FTHFB
przy ∆→ 0 (z których otrzymamy Tz), a w ko«cu przy ∆ = 0 i T > Tz.

Charakterystyczn¡ temperatur¦ Tz b¦dziemy nazywa¢ po prostu temperatur¡ zaniku
korelacji7.

Przypadek T = 0

Równania FTHFB sprowadzaj¡ si¦ tu po prostu do równa« HFB (3.89)-(3.90):

R-nie szczeliny energetycznej: π
2a =

kc/2

∫
0

(1 − k2

E0, k
)dk (5.4)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

(1 − k2+Γ−µ0

E0, k
) k2dk (5.5)

gdzie: E0, k ∶=
√
(k2 + Γ − µ0)2 +∆2

0.
Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e równie» ∆ i µ zostaªy opatrzone indeksem �0�. Szczelina

energetyczna i potencjaª chemiczny s¡ funkcjami temperatury, a indeks ten to skrótowy
zapis warto±ci tych funkcji w punkcie T = 0:

∆0 ∶=∆(0) oraz µ0 ∶= µ(0) (5.6)

Przypadek 0 < T < Tz
Jedyna ró»nica wzgl¦dem (4.48)-(4.49) to przyj¦cie h̵2

2m = kB = 1:

R-nie szczeliny energetycznej: π
2a =

kc/2

∫
0

[1 − k2

Ek
tanh (Ek

2T
)]dk (5.7)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

[1 − k2+Γ−µ
Ek

tanh (Ek

2T
)] k2dk (5.8)

gdzie: Ek ∶=
√
(k2 + Γ − µ)2 +∆2.

6Jak wspomniano w podrozdziale 3.3.5, potencjaª korelacji par, a zatem i szczelina energetyczna
stanowi¡ miar¦ korelacji obecnych w ukªadzie mi¦dzy stanami bazy jednocz¡stkowej.

7Randeria [15] u»ywa oznaczenia T0 i okre±le« crossover scale, a tak»e pairing scale.
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Przypadek T = Tz
Temperatura zaniku korelacji Tz zde�niowana jest jako taka, w której nast¦puje∆→ 0.

Dlatego jej warto±¢ mo»emy otrzyma¢ z równa« (5.7)-(5.8), w których dokonano wªa±nie
takiego przej±cia granicznego. Mamy zatem:

R-nie szczeliny energetycznej: π
2a =

kc/2

∫
0

[1 − k2

k2+Γ−µz
tanh (k

2+Γ−µz

2Tz
)]dk (5.9)

R-nie staªej liczby cz¡stek: 2π2n =
kc/2

∫
0

[1 − tanh(k
2+Γ−µz

2Tz
)] k2dk (5.10)

Drug¡ obok Tz niewiadom¡ w powy»szym ukªadzie równa« jest µz ∶= µ (Tz).

Przypadek T > Tz
W tym przypadku ∆ = 0, tote» mamy do czynienia z ukªadem w stanie normalnym,

niewykazuj¡cym »adnych korelacji. Równanie (5.7) nie obowi¡zuje, albowiem ogólniejsze
od niego równanie (3.71) jest teraz speªnione w sposób trywialny.

Poniewa» jednak mamy obecnie tylko jedn¡ niewiadom¡ (potencjaª chemiczny µ),
równanie staªej liczby cz¡stek (5.8) jest wystarczaj¡ce:

2π2n =
kc/2

∫
0

[1 − tanh(k
2+Γ−µ
2T )] k2dk (5.11)

Mo»na powiedzie¢, »e gdy ∆ = 0, metoda FTHFB sprowadza si¦ do prostszej metody
Hartree-Focka dla niezerowych temperatur. Opisuje ona system jako doskonaªy gaz Fer-
miego8.

5.1.3 Przybli»ona posta¢ wzoru (4.57) na ϵFTHFB

Uwzgl¦dniaj¡c ukªad jednostek wprowadzony w podrozdziale 5.1.1 oraz motywacje
przedstawione na pocz¡tku poprzedniego podrozdziaªu, zapiszmy wzór (4.57) na g¦sto±¢
energii wewn¦trznej dla poszczególnych przedziaªów temperatur:

Dla T = 0:

ϵFTHFB0 = ∆2
0

8π2a +
1

2π2

kc/2

∫
0

[(1 − k2+Γ−µ0

E0, k
) k4 − ∆2

0

2 ]dk −
2π2n2

kc−π/a (5.12)

8Por. Rozdziaª 8. w [13], a tak»e uwaga pod koniec podrozdziaªu 3.1 w [15].
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Dla 0 < T < Tz:

ϵFTHFB = ∆2

8π2a +
1

2π2

kc/2

∫
0

[(1 − k2+Γ−µ
Ek

tanh (Ek

2T
)) k4 − ∆2

2 ]dk −
2π2n2

kc−π/a (5.13)

Dla T ≥ Tz:

ϵFTHFB = 1
2π2

kc/2

∫
0

(1 − tanh(k
2+Γ−µ
2T )) k4dk − 2π2n2

kc−π/a (5.14)

Zapiszmy teraz za pomoc¡ pojedynczego, formalnego wzoru funkcj¦ pojawiaj¡c¡ si¦
pod caªk¡ we wzorach (5.12)-(5.14):

w(k) ∶= [1 − k
2 + Γ − µ
Ek

tanh(Ek

2T
)] k4 − ∆2

2
(5.15)

Podczas formuªowania instrukcji w ±rodowisku Mathematica, w toku wst¦pnych
oblicze« numerycznych okazaªo si¦, »e szczególna posta¢ tej funkcji prowadzi do poja-
wienia si¦ silnego szumu numerycznego dla du»ych k (por. Rys. 5.1). Bierze si¦ on
st¡d, i» dla k znacznie wi¦kszych od ∆1/2 zawarto±¢ nawiasu kwadratowego w (5.15) jest
bliska zeru, a program musi przemno»y¢ j¡ jeszcze przez k4. Bez wzgl¦du na kolejno±¢
wykonywania dziaªa« nast¦puje tu utrata dokªadno±ci oblicze«.

Szum numeryczny uniemo»liwiaª zaimplementowanym w programie algorytmom
caªkowania wykonanie oblicze« z »¡dan¡ dokªadno±ci¡, prowadz¡c do znacznego
wypaczenia wyników. Problem ten pojawiaª si¦, ilekro¢ przyjmowano kc rz¦du
kilkudziesi¦ciu-kilkuset9 kF i wi¦cej.

Aby temu zaradzi¢, postanowiono dla k > 30kF zast¦powa¢ funkcj¦ w(k) jej postaci¡
asymptotyczn¡. Rozwijaj¡c j¡ w szereg Maclaurina ze wzgl¦du na argument 1/k, mo»na
otrzyma¢, i»:

w(k) k→+∞= ∆2(µ − Γ)
k2

+ 3∆2 [4(µ − Γ)2 −∆2]
k4

+ ∆2(µ − Γ) [4(µ − Γ)2 − 3∆2]
2k6

(5.16)

Powy»szy szereg10 uci¦to po wyrazie zawieraj¡cym k−6. Nie jest to decyzja zu-
peªnie arbitralna. Jak bowiem wspomniano, problem szumu numerycznego pojawiaª si¦
dopiero od pewnej warto±ci p¦du obci¦cia. Wyniki caªkowania przy maªym kc, mimo ich
nie�zyczno±ci11, mo»na byªo zatem wykorzysta¢ w celu sprawdzenia sªuszno±ci powy»szej
�metody asymptotycznej�.

Okazaªo si¦, »e obcinaj¡c szereg (5.16) ju» po wyrazie zawieraj¡cym k−4 uzyskiwano
zgodno±¢ w otrzymywanych warto±ciach ϵFTHFB przekraczaj¡c¡ pi¦¢ cyfr znacz¡cych,

9Zale»nie od parametrów wej±ciowych.
10Reszta tego szeregu (w postaci Peano) jest o (k−8).
11Por. warunek (2.12).
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a wi¦c satysfakcjonuj¡c¡ (por. podrozdziaª 5.1.1). Dla wi¦kszej pewno±ci uwzgl¦dniono
jeszcze jeden wyraz szeregu.

W celu zilustrowania powy»szej argumentacji zestawiono poni»ej fragmenty wykresów
funkcji w(k) przed (Rys. 5.1) i po (Rys. 5.2) skorzystaniu z jej postaci asymptotycznej
(5.16). Parametry wej±ciowe: n = 100m−3, 1/a = 0, kc = 370kF .
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Rysunek 5.1: Fragment wykresu funkcji w(k) obliczonej numerycznie dla ww. parametrów
wej±ciowych. Ju» dla k rz¦du kilkunastu kF zauwa»alny staje si¦ szum numeryczny, który
w miar¦ narastania uniemo»liwia numeryczne caªkowanie tej funkcji.

10 20 30 40 50
k @k_FD

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w
H
k
L
@
1
0
^
-
5

k
F
^
4
D

Rysunek 5.2: Fragment wykresu funkcji (5.16), stanowi¡cej asymptotyczn¡ posta¢ funkcji
w(k). Parametry wej±ciowe oraz zakresy obu osi s¡ identyczne jak poprzednio. Mo»na
zauwa»y¢, »e przebieg krzywej wykresu odpowiada temu z lewej cz¦±ci Rys. 5.1, wolnej
od szumu numerycznego. Samo zjawisko szumu na powy»szym wykresie nie pojawia si¦.
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5.2 Stabilno±¢ wyników ze wzgl¦du na koncentracj¦

cz¡stek n

Przechodzimy teraz do wªa±ciwej analizy wyników metody FTHFB. Rozpoczniemy od,
jak si¦ okazuje najprostszej, zale»no±ci od n.

Rozwa»my pi¦¢ warto±ci koncentracji: n = 10i m−3, gdzie i = 0, 1, 2, 3, 4.
Dla takich n rozwi¡zano równania FTHFB w dwu temperaturach: T = 0

(por. (5.4)-(5.5)) oraz T = Tz (por. (5.9)-(5.10)), przy czterech warto±ciach p¦du obci¦cia:
kc = 1000kF , 2000kF , 3000kF , 4000kF oraz przy dwu warto±ciach dªugo±ci rozpraszania12:
1/a = 0 i 1/a = kF .

Numeryczne rozwi¡zanie powy»szych 80 ukªadów równa« FTHFB przyniosªo nast¦pu-
j¡cy rezultat. Wszystkie rozwa»ane w niniejszej pracy wielko±ci charakteryzuj¡ce gaz Fer-
miego, a wi¦c: potencjaª chemiczny i szczelina energetyczna, g¦sto±¢ energii wewn¦trznej
oraz temperatura zaniku korelacji, gdy wyrazi si¦ je za pomoc¡ odpowiednio: EF , ϵDGF
oraz TF nie zale»¡ od koncentracji cz¡stek n.

Przykªadowo, dla kc = 2000kF oraz 1/a = 0 dla wszystkich rozwa»anych warto±ci n
uzyskano wyniki:

∆0 [EF ] µ0 [EF ] ϵFTHFB0 [ϵDGF] Tz [TF ] µz [EF ] ϵFTHFBz [ϵDGF]
0,68(6) 0,59(0) 0,59(0) 0,49(6) 0,74(7) 1,5(9)

Tablica 5.1: Przykªadowy zestaw wyników uzyskany podczas badania ich zale»no±ci od n,
sªuszny dla wszystkich rozwa»anych warto±ci koncentracji.

To, »e wªa±ciwo±ci rozrzedzonego gazu Fermiego nie zale»¡ od jego g¦sto±ci jest
caªkowicie zrozumiaªe w granicy unitarnej ze wzgl¦du na �uniwersalno±¢� przejawian¡
przez badany ukªad13. Jak wida¢, rozwa»any gaz posiada t¦ cech¦ równie» ogólnie
w re»imie unitarnym � przynajmniej dla przeanalizowanego w tej pracy zakresu n.

W ±wietle powy»szego, jest rzecz¡ zrozumiaª¡, »e w dalszej cz¦±ci analizy mo»emy
bez straty ogólno±ci trzyma¢ si¦ jednej warto±ci n. Od tej pory przyjmujemy wi¦c:
n = 100m−3. Umotywowane jest to tym, i» wi¦ksze warto±ci koncentracji prowa-
dziªy niekiedy do (sygnalizowanej przez ±rodowisko Mathematica) powolnej zbie»no±ci
obliczanych numerycznie caªek.

5.3 Stabilno±¢ wyników ze wzgl¦du na p¦d obci¦cia kc

Dokonamy teraz analizy zale»no±ci rozwi¡za« równa« FTHFB od warto±ci p¦du ob-
ci¦cia kc, podobnej do tej przeprowadzonej w poprzednim podrozdziale.

W tym celu rozwa»my nast¦puj¡ce warto±ci p¦du obci¦cia14: kc = 10 i kF , gdzie:
i = 6, 7, . . . , 320.

12Poniewa» zajmujemy si¦ gazem w re»imie unitarnym, wygodniej ni» dªugo±ci¡ rozpraszania jest
posªugiwa¢ si¦ jej odwrotno±ci¡ 1/a.

13Por. podrozdziaª 1.3, a tak»e [12, 21].
14To, »e najni»sza rozwa»ona warto±¢ kc/kF wynosi 60 ma zwi¡zek z zastosowaniem �metody asymp-

totycznej� przy obliczaniu ϵFTHFB (por. 5.1.3). Chodziªo o to, aby unikn¡¢ mody�kowania kodu.
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Dla takich kc rozwi¡zano równania FTHFB w dwu temperaturach: T = 0 oraz T = Tz
i przy dwu warto±ciach dªugo±ci rozpraszania15: 1/a = 0 oraz 1/a = kF .

Numeryczne rozwi¡zanie opisanych powy»ej 1260 ukªadów równa« FTHFB przyniosªo
nast¦puj¡ce rezultaty. Dla obu rozwa»onych warto±ci 1/a wielko±ci charakteryzuj¡ce
badany ukªad, a wi¦c: potencjaª chemiczny i szczelina energetyczna, g¦sto±¢ energii
wewn¦trznej oraz temperatura zaniku korelacji ze wzrostem p¦du obci¦cia kc zbiegaj¡
monotonicznie do pewnych sko«czonych, wªa±ciwych sobie granic. Mówi¡c nieco bardziej
obrazowo, w granicy bardzo du»ych warto±ci p¦du obci¦cia rozwi¡zania równa« FTHFB
przestaj¡ od niego zale»e¢.

Przykªadowo, dla 1/a = kF otrzymano nast¦puj¡c¡, malej¡c¡ zale»no±¢ ∆0(kc):
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Rysunek 5.3: ∆0 w funkcji p¦du obci¦cia. W granicy du»ych kc warto±¢ szczeliny ener-
getycznej w temperaturze T = 0 stabilizuje si¦ na poziomie ok. 1,333EF .

Z kolei g¦sto±¢ energii wewn¦trznej ϵFTHFB0 zale»y tu od kc w sposób rosn¡cy:
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Rysunek 5.4: ϵFTHFB0 w funkcji p¦du obci¦cia. W granicy du»ych kc warto±¢ g¦sto±ci
energii w temperaturze T = 0 stabilizuje si¦ na poziomie ok. −3,875 ϵDGF.

15Zgodnie z ustaleniami poprzedniego podrozdziaªu, przyj¦to: n = 100m−3.
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Przedstawianie tu pozostaªych zbadanych zale»no±ci mija si¦ z celem. Ich charakter
oddaj¡ w peªni dwa reprezentatywne wykresy przedstawione powy»ej.

Powy»szy rezultat staje si¦ zrozumiaªy, je±li przywoªamy sens �zyczny kc oraz jego
rol¦ w przedstawionych w Rozdziaªach 2, 3, 4 wyprowadzeniach. Przypomnijmy, »e
wprowadzenie p¦du obci¦cia byªo wymuszone konieczno±ci¡ renormalizacji potencjaªu
kontaktowego (2.8), na którym zbudowali±my nasz¡ teori¦ efektywn¡.

Jest rzecz¡ intuicyjnie zrozumiaª¡, »e prawidªowo przeprowadzona renormalizacja
pozwala otrzyma¢ sko«czone wyniki, gdy w ko«cowych wzorach przejdziemy z wprowa-
dzonym w jej ramach parametrem do stosownej granicy (tu: kc → +∞). Wªa±nie tak
rzecz si¦ miaªa, gdy dokonali±my przej±cia granicznego w równaniach HFB (3.91) oraz
FTHFB (4.50). Nie dziwi przeto stabilizowanie si¦ warto±ci wielko±ci termodynamicznych
charakteryzuj¡cych badany ukªad wraz ze wzrostem kc.

Poniewa», jak pokazali±my, rozwi¡zania równa« FTHFB sªabo zale»¡ od p¦du obci¦cia
dla du»ych jego warto±ci, mo»emy zdecydowa¢ si¦ odt¡d na jedn¡, odpowiednio du»¡
warto±¢ kc i twierdzi¢, »e uzyskane wyniki stosuj¡ si¦ równie» do wy»szych jego warto±ci
(z pewn¡ satysfakcjonuj¡c¡ dokªadno±ci¡).

B¦dziemy wi¦c odt¡d przyjmowa¢: kc = 3000kF . Wybór ten podyktowany jest
nast¦puj¡cymi argumentami.

Po pierwsze, wszystkie uzyskane w opisanej powy»ej analizie wykresy (w tym te na
Rys. 5.3 i 5.4) s¡ ju» przy 3000kF na tyle pªaskie, »e odczytywana z nich w tym punkcie
warto±¢ zmiennej zale»nej jest równa warto±ci granicznej z dokªadno±ci¡ przynajmniej do
trzeciej cyfry znacz¡cej. Jest to zupeªnie satysfakcjonuj¡ce, zwªaszcza »e w tej pracy nie
wychodzimy poza � ze swej natury przybli»on¡ � metod¦ FTHFB. Co wi¦cej, w litera-
turze (por. [12]) warto±ci ∆0, Tz i innych wielko±ci charakteryzuj¡cych rozrzedzony gaz
Fermiego podawane s¡ wªa±nie z dokªadno±ci¡ do dwóch-trzech cyfr znacz¡cych.

Po drugie, wzi¦cie wy»szych warto±ci kc utrudnia obliczenia numeryczne. Pokonywanie
tych trudno±ci wi¡»e si¦ natomiast z wydªu»aniem czasu oblicze«.

Po trzecie, przy kc = 3000kF speªnione s¡ ju» warunki (4.44) oraz (4.56)16.

5.4 Termodynamika gazu Fermiego w granicy unitarnej

W niniejszym podrozdziale zbadamy, jakie wªasno±ci termodynamiczne posiada
rozrzedzony gaz Fermiego w granicy unitarnej w przybli»eniu FTHFB. W pierwszej kolej-
no±ci opiszemy stan podstawowy ukªadu oraz przeanalizujemy zale»no±ci: szczeliny ener-
getycznej ∆, potencjaªu chemicznego µ i g¦sto±ci energii wewn¦trznej ϵFTHFB w funkcji
temperatury. Nast¦pnie wyka»emy, »e badany ukªad odznacza si¦ stabilno±ci¡ równowagi
termodynamicznej.

16Próba numerycznego obliczenia pojawiaj¡cych si¦ w nich caªek dla rozwa»onych w tym podrozdziale
warto±ci 1/a oraz T prowadzi ka»dorazowo do zerowego wyniku � le»y on poni»ej maksymalnej dokªadno±ci
±rodowiska Mathematica.
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5.4.1 Wªa±ciwo±ci ukªadu w stanie podstawowym oraz w nieze-
rowych temperaturach.

Bie»¡cy podrozdziaª traktuje o granicy unitarnej, w zwi¡zku z czym kªadziemy:
1/a = 0. Zgodnie z dotychczasowymi ustaleniami przyjmujemy równie»: n = 100m−3 oraz
kc = 3000kF .

W pierwszej kolejno±ci obliczono warto±ci funkcji ∆(T ), µ(T ) oraz ϵFTHFB(T ) w tem-
peraturze T = 0 (rozwi¡zuj¡c (5.4)-(5.5), a nast¦pnie obliczaj¡c (5.12)) oraz w tempe-
raturze T = Tz (jej warto±¢ otrzymano rozwi¡zuj¡c (5.9)-(5.10), a nast¦pnie obliczono
przy niej (5.14)). Uzyskane wyniki zawarto w tabeli:

∆0 [EF ] µ0 [EF ] ϵFTHFB0 [ϵDGF] Tz [TF ] µz [EF ] ϵFTHFBz [ϵDGF]
0,68(6) 0,59(0) 0,59(0) 0,49(6) 0,74(7) 1,6(0)

Tablica 5.2: Podstawowe wielko±ci charakteryzuj¡ce gaz Fermiego w granicy unitarnej
w przybli»eniu FTHFB.

Nim przejdziemy dalej, poczy«my kilka uwag.
Zacznijmy od uwagi natury technicznej. Warto zauwa»y¢, »e warto±ci zawarte

w powy»szej tabeli pokrywaj¡ si¦ niemal dokªadnie17 z tymi w Tabeli 5.1. której
zawarto±¢ byªa wynikiem przyj¦cia w obliczeniach: kc = 2000kF . Jest to wi¦c dobra
ilustracja faktu, »e dla przyj¦tej w naszych analizach warto±ci p¦du obci¦cia otrzymywane
wyniki praktycznie ju» od niego nie zale»¡.

Przejd¹my teraz do uwag i wyników natury �zycznej.
Pierwszy wa»ny wniosek jest taki, i» metoda FTHFB sªusznie przewiduje, »e pojawie-

nie si¦ korelacji w ukªadzie (∆ ≠ 0) w niskich temperaturach prowadzi do obni»enia jego
energii. Cz¡stkom �opªaca si¦� tworzy¢ pary kanonicznie sprz¦»one18.

Jak mogli±my si¦ spodziewa¢, nasze przybli»enie okre±la temperatur¦ Tz, w której
zanikaj¡ korelacje, a ukªad przechodzi w faz¦ normaln¡. Jak wiadomo z dokªadniejszych
modeli (por. np. [12, 15, 30]), nie jest to temperatura przej±cia ukªadu z fazy normalnej
do nadciekªej (oznaczana zazwyczaj przez Tc). Ta pierwsza sygnalizuje bowiem jedynie
tworzenie si¦ par kanonicznie sprz¦»onych, podczas gdy ta druga � ich kondensacj¦. Przy-
bli»enie FTHFB niestety nie pozwala na okre±lenie Tc. Mo»na jedynie stwierdzi¢, i»
Tc ≤ Tz.

Kolejnym wynikiem jest równo±¢ bezwymiarowych stosunków:
µ0/EF = ϵFTHFB0/ϵDGF = 0,59(0). Zbie»no±¢ ta nie jest przypadkowa, ale stanowi
jedn¡ z konsekwencji �uniwersalno±ci� ukªadu w granicy unitarnej19.

17Jedynie warto±¢ ϵFTHFBz ró»ni si¦ co do ostatniej cyfry znacz¡cej.
18Por. podrozdziaª 3.1.3.
19Konkretniej, mo»na j¡ otrzyma¢ z równania stanu (1.2), por. [12], podrozdziaª IV F.
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Na poni»szym wykresie przedstawiono otrzymane widmo energii jednokwazi-
cz¡stkowych Ek w stanie podstawowym20:
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Rysunek 5.5: Widmo energii jednokwazicz¡stkowych. Dla przejrzysto±ci wykre±lono je
w funkcji Tkin(k) ∶= k2, tj. energii kinetycznej. Linia przerywana, przerzucona przez
�szczelin¦� oddzielaj¡c¡ o± odci¦tych od krzywej wykresu ma dªugo±¢ ∆. St¡d wªa±nie
bierze si¦ nazwa tej ostatniej wielko±ci � szczelina energetyczna.

Poni»ej przedstawiono równie» rozkªad prawdopodobie«stwa obsadze« stanów jed-
nocz¡stkowej bazy p¦dowej. Jak pokazano w podrozdziale 3.3.3, prawdopodobie«stwo
obsadzenia stanu indeksowanego p¦dem o dªugo±ci k jest równe v2k (o ile T = 0), a to
ostatnie dane jest wynikaj¡cym z równa« FTHFB wzorem (4.33).
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Rysunek 5.6: Rozkªad prawdopodobie«stwa obsadze« stanów jednocz¡stkowej bazy p¦-
dowej w stanie podstawowym ukªadu. Jak wida¢, istnienie korelacji prowadzi do ob-
sadzenia stanów powy»ej poziomu Fermiego.

20Jest to nic innego jak odpowiednio wyskalowany wykres funkcji
√
(k2 + Γ − µ0)2 +∆2

0, por. np. pod-
rozdziaª 5.1.2, przypadek T = 0.
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W temperaturze zaniku korelacji powy»szy wykres ma posta¢ blisk¡ schodkowej,
charakteryzuj¡cej ukªad fermionów nieoddziaªuj¡cych. Niewielkie rozmycie bierze si¦
wówczas jedynie z �uktuacji termicznych.

Porównajmy zestawione w Tabeli 5.2 wyniki z literatur¡. Jak mo»na przeczyta¢
w podrozdziale V A przegl¡dowej pracy [12], otrzymana w przybli»eniu ±redniopolowym21

warto±¢ szczeliny energetycznej w stanie podstawowym wynosi: ∆0 = 0,69EF , natomiast
g¦sto±¢ energii wewn¦trznej: ϵFTHFB0 = 0,59EDGF. Z kolei z wykresu Fig.2. w [15]
mo»na odczyta¢ Tz ≈ 0,5TF . Ta zgodno±¢ ±wiadczy o prawidªowym wyprowadzeniu
i rozwi¡zaniu równa« FTHFB dla badanego ukªadu.

Przejdziemy obecnie do opisu przebiegu funkcji ∆(T ), µ(T ) oraz ϵFTHFB(T ).
Przedstawione poni»ej wykresy otrzymano, rozwi¡zuj¡c równania FTHFB oraz

obliczaj¡c ϵFTHFB w temperaturach: T = i
2000TF , gdzie: i = 1, 2, . . . 2000.

Dzi¦ki znajomo±ci Tz mo»na byªo ka»dorazowo okre±li¢, czy nale»y rozwi¡za¢ równania
(5.7)-(5.8), czy te» równanie (5.11). Na wszystkie trzy wykresy naniesiono przerywan¡
lini¦ o równaniu T = Tz.
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Rysunek 5.7: Szczelina energetyczna w funkcji temperatury. Taki ksztaªt krzywej
∆(T ) wyst¦puje równie» w prostym modelu Goodmana [14], a tak»e w teorii BCS
(por. Rys. 51.1 w [22]). Ten i kolejne wykresy wskazuj¡, »e zanik korelacji ma charakter
przej±cia fazowego.

21Metoda FTHFB jest wªa±nie tego rodzaju przybli»eniem.
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Rysunek 5.8: Potencjaª chemiczny w funkcji temperatury. Funkcja µ(T ) ma nieci¡gª¡
pochodn¡ w punkcie T = Tz. Oznacza to (Por. podrozdziaª 2.1 w [29]), i» mamy tu
do czynienia z przej±ciem fazowym pierwszego rodzaju. Zwró¢my uwag¦, »e potencjaª
chemiczny zmienia znak na ujemny w dostatecznie du»ej, wy»szej od Tz temperaturze.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T @T_FD

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Ε
@
E
_
D
G
F
D

Rysunek 5.9: G¦sto±¢ energii wewn¦trznej w funkcji temperatury. Równie» funkcja
ϵFTHFB(T ) ma w punkcie T = Tz nieci¡gª¡ pochodn¡. Dla T > Tz g¦sto±¢ energii narasta
w przybli»eniu liniowo z temperatur¡.

Ciekawy rezultat otrzyma si¦ wykre±laj¡c zale»no±¢ ciepªa wªa±ciwego w staªej obj¦-
to±ci w funkcji temperatury. Aby wielko±¢ ta miaªa sens, przyjmijmy na chwil¦, »e nasz
ukªad nie jest niesko«czony, ale ma sko«czon¡ obj¦to±¢ V . Jest ona przy tym na tyle
du»a, »e z dala od brzegu wyniki otrzymane dla gazu jednorodnego s¡ wci¡» w mocy.

Wtedy z de�nicji:

cV ∶= (
∂EFTHFB

∂T
)∣

V,N=const.
(5.17)
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Z przyczyn, które za chwil¦ stan¡ si¦ jasne, interesowa¢ nas b¦dzie wykres funkcji
cV
N (T ), gdzie N ∶= nV ma sens liczby cz¡stek w ukªadzie. Prawdziwa jest równo±¢:

cV
N
(T ) = 1

n
(∂ϵFTHFB

∂T
)∣

V =const.
(T ) = 1

n
ϵ′
FTHFB

(T ) (5.18)

�¡dany wykres mo»emy zatem otrzyma¢, obliczaj¡c odpowiednie ilorazy ró»nicowe
zebranych przez nas warto±ci funkcji ϵFTHFB(T ). W efekcie otrzymujemy:
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Rysunek 5.10: Ciepªo wªa±ciwe w staªej V na cz¡stk¦ rozrzedzonego gazu Fermiego
w granicy unitarnej w funkcji temperatury. Funkcja ta ma nieci¡gªo±¢ w T = Tz.

Zwró¢my uwag¦, »e dla T > Tz funkcja cV
N (T ) opisuje doskonaªy gaz Fermiego22

(por. Rys. 5.4 w [22]). Okazuje si¦ te», »e dla 0 ≤ T ≤ 0,08TF funkcj¦ t¡ mo»na dobrze
przybli»y¢ znan¡ z teorii BCS formuª¡23:

cV
N
(T ) ≈ C exp(−∆(T )

T
) (5.19)

gdzie C jest pewn¡ staª¡, tu równ¡ ok. 50.

Na koniec tego podrozdziaªu zwró¢my jeszcze uwag¦ na wyra¹nie rosn¡cy charak-
ter funkcji µ(T ) dla T < Tz. W dokªadniejszych modelach wykorzystuj¡cych metody
kwantowego Monte Carlo [30] potencjaª chemiczny jest w tych temperaturach z dobrym
przybli»eniem staªy. Najprawdopodobniej efekt ten jest wi¦c wynikiem zgrubno±ci przy-
bli»enia FTHFB.

5.4.2 Stabilno±¢ równowagi termodynamicznej

Niniejszy rozdziaª bazuje na wyprowadzeniu zawartym w [31]. Przytoczmy tu naj-
wa»niejsze elementy tego wyprowadzenia.

22Zgadza si¦ to z uwag¡ poczynion¡ w podrozdziale 5.1.2 przy omawianiu przypadku T > Tz.
23Por. �36. w [22], pami¦taj¡c, »e w u»ywanym przez nas ukªadzie jednostek kB = 1.
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Tak jak uczynili±my to podczas badania ciepªa wªa±ciwego w staªej obj¦to±ci pod
koniec poprzedniego podrozdziaªu, tak i tu przyjmijmy, »e ukªad ma staª¡, sko«czon¡
obj¦to±¢ V , która jest na tyle du»a, »e z dala od brzegu wci¡» stosuj¡ si¦ wyniki dotycz¡ce
ukªadu jednorodnego.

Zacznijmy od przyj¦cia, »e prawdziwe jest nast¦puj¡ce równanie stanu (por. [21]):

E = 3
5 EFN ξ(T /TF ) (5.20)

gdzie: E oznacza energi¦ wewn¦trzn¡, N � liczb¦ cz¡stek w ukªadzie, natomiast ξ jest
pewn¡ funkcj¡24.

Takie równanie stanu stanowi bezpo±redni¡ konsekwencj¦ wspominanej ju» �uniwer-
salno±ci� granicy unitarnej.

Posªuguj¡c si¦ termodynamiczn¡ de�nicj¡ ci±nienia25, w wyniku nietrudnego rachunku
mo»na otrzyma¢, i»:

pV = 2
3E (5.21)

a wi¦c identycznie jak dla gazu doskonaªego26. Pozwala nam to wyrazi¢ ci±nienie rozrze-
dzonego gazu Fermiego w granicy unitarnej w przybli»eniu FTHFB po prostu jako:

p = 2
3ϵFTHFB (5.22)

Zaªó»my teraz za [30], »e prawdziwa jest równie» nast¦puj¡ca zale»no±¢ termodyna-
miczna:

p (µ,T ) = 2
5β [Th (

µ
T
)]5/2 (5.23)

gdzie: p oznacza ci±nienie, β to staªa równa w naszym ukªadzie jednostek27 1
6π2 , natomiast

h jest pewn¡ nieujemn¡ funkcj¡.
Ukªad izolowany o staªej obj¦to±ci V w stanie równowagi termodynamicznej osi¡ga

minimum energii wewn¦trznej [29]. Ze wzgl¦du na równo±¢ (5.21), osi¡gnie równie» mini-
malne ci±nienie. Warunek stabilno±ci tej równowagi (w zadanych µ oraz T ) mo»na wi¦c
wyrazi¢ jako dodatni¡ okre±lono±¢ nast¦puj¡cej macierzy drugich pochodnych28:

H ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2p
∂µ2

∂2p
∂µ∂T

∂2p
∂µ∂T

∂2p
∂T 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.24)

24Warto zwróci¢ uwag¦, »e jej przebieg w przybli»eniu FTHFB przedstawiony jest na Rys. 5.9.
25p = − ( ∂E

∂V
) ∣S,N=const.

26Por. np. [22, 29].
27Nie ma zatem nic wspólnego z u»ywan¡ przez nas wcze±niej odwrotno±ci¡ iloczynu temperatury

i staªej Boltzmanna (4.4).
28W rzeczywisto±ci jest to warunek silniejszy ni» trzeba, albowiem na mocy równania stanu (5.20)

i (5.21) ci±nienie ukªadu o staªej obj¦to±ci jest funkcj¡ jedynie temperatury, a zatem potencjaª chemiczny
nie jest tu zmienn¡ niezale»n¡: µ = µ(T ).

75



Ze znanego twierdzenia Sylvestera29 wynika, »e powy»sza macierz jest dodatnio
okre±lona wtedy i tylko wtedy, gdy:

∂2p

∂µ2
> 0 oraz detH > 0 (5.25)

Podstawiaj¡c (5.23) do (5.25), po elementarnych, acz »mudnych rachunkach mo»na
otrzyma¢ warunek równowa»ny powy»szemu:

H jest dodatnio okre±lona dla zadanych µ, T ⇔ h′′ ( µT ) > 0 (5.26)

Innymi sªowy, wypukªo±¢ funkcji h gwarantuje stabilno±¢ równowagi mechanicznej
(i vice versa).

Aby zbada¢, czy funkcja h speªnia warunek (5.26) w przybli»eniu FTHFB, obliczmy
jej warto±ci posªuguj¡c si¦ wzorem:

h ( µT ) =
1
T [

5
3β ϵFTHFB]

2/5
(5.27)

wynikaj¡cym z (5.22) i (5.23) oraz znajomo±ci¡ funkcji µ(T ) i ϵFTHFB(T ) otrzymanych
w poprzednim podrozdziale30. Poni»ej przedstawiono wykres funkcji h:
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Rysunek 5.11: Wykres funkcji h. Jako »e przyj¦li±my kB = 1, zarówno argumenty, jak
i warto±ci tej funkcji s¡ bezwymiarowe. Naniesiono równie» lini¦ przerywan¡ o równaniu:
µ/T = µz/Tz. Na lewo od niej znajduje si¦ zatem faza normalna gazu.

Optycznie nie sposób stwierdzi¢ na pewno, czy funkcja h jest wsz¦dzie wypukªa.
Poni»ej przestawiamy zatem wykres tej funkcji po jednokrotnym zró»niczkowaniu:

29Por. np. [32], Rozdziaª V �5.
30Por. Rys. 5.8 i 5.9.
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Rysunek 5.12: Wykres funkcji h′. Tu równie» naniesiono lini¦ przerywan¡ o równaniu:
µ/T = µz/Tz, rozgraniczaj¡c¡ dwie fazy gazu.

Funkcja ta jest rosn¡ca na caªym rozwa»anym przedziale. Oznacza to, »e h′′ > 0
(z wyj¡tkiem punktu µz/Tz, gdzie druga pochodna nie jest okre±lona).

Uzyskali±my tu zatem dwa wyniki odnosz¡ce si¦ do rozrzedzonego gazu Fermiego
w granicy unitarnej w przybli»eniu FTHFB.

Po pierwsze, zaªo»enie (5.23), okazaªo si¦ sªuszne, poniewa» funkcja h okazaªa si¦ by¢
dobrze okre±lon¡ funkcj¡ jednej zmiennej.

Po drugie, zawsze31 speªniony jest warunek stabilno±ci równowagi termodynamicznej
ukªadu.

5.5 Poza granic¡ unitarn¡. Zale»no±¢ od 1/a.
Niniejszy, ostatni podrozdziaª stanowi krótk¡ analiz¦ wpªywu warto±ci parametru 1/a

na rozwi¡zanie równa« FTHFB. Analiza ta wi¡»e si¦ zatem z wyj±ciem poza granic¦ uni-
tarn¡. Pozostajemy wszak»e w re»imie unitarnym � przej±ciowym mi¦dzy re»imami BCS
i BEC. Przypomnijmy32, »e re»imowi BCS odpowiada: 1/a → −∞ (sªabe przyci¡gaj¡ce
oddziaªywanie mi¦dzyfermionowe), podczas gdy re»imowi BEC: 1/a→ +∞ (silne przyci¡-
gaj¡ce oddziaªywanie mi¦dzyfermionowe).

Badanie, o którym mowa, mogªoby stanowi¢ powielenie przedstawionej w podrozdziale
5.4.1 analizy gazu w granicy unitarnej. Byªby to jednak znaczny przerost formy nad
tre±ci¡, poniewa» przebiegi zale»no±ci ∆(T ), µ(T ) oraz ϵFTHFB(T ) s¡ pod wieloma wzgl¦-
dami33 podobne do tych prezentowanych na Rys. 5.7-5.10.

Zasadnicza ró»nica tkwi natomiast w warto±ciach takich wielko±ci jak ∆0 czy Tz.
Niniejsza analiza b¦dzie zatem polega¢ na zbadaniu zale»no±ci tych dwu wielko±ci, a tak»e:

31Przynajmniej w rozwa»anym przedziale warto±ci zmiennej µ/T .
32Por. podrozdziaª 1.3.
33Takimi jak monotoniczno±¢, obecno±¢ nieci¡gªo±ci pochodnej w Tz i ogólne podobie«stwo wizualne.
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µ0, µz, ϵFTHFB0 oraz ϵFTHFBz w funkcji bezwymiarowej, uniwersalnej i w zwi¡zku z tym
powszechnie stosowanej34 zmiennej (kFa)−1.

Dane zgromadzono w sposób analogiczny jak podczas wypeªniania Tabeli 5.2
(podrozdziaª 5.4.1). Ró»nica polegaªa na przyjmowaniu 1/a ≠ 0. Konkretniej, obliczenia
przeprowadzono dla: 1/a = ± i

2500 kF gdzie: i = 1, 2, . . . 4000. Innymi sªowy, rozwa»ono
8000 warto±ci zmiennej (kFa)−1 równomiernie rozmieszczonych w przedziale [−1,6 ; 1,6]
(z wyª¡czeniem zera).

Rezultaty przedstawiono na poni»szych wykresach.
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Rysunek 5.13: Szczelina energetyczna w stanie podstawowym w funkcji (kFa)−1. Naras-
taj¡ca w stron¦ re»imu BEC warto±¢ ∆0 jest konsekwencj¡ rosn¡cej siªy oddziaªywania
mi¦dzyfermionowego.
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Rysunek 5.14: Temperatura zaniku korelacji w funkcji (kFa)−1 (obja±nienia poni»ej).

Przebieg krzywej �FTHFB� na powy»szym wykresie odpowiada dokªadnie temu na
wykresie Fig.2. w [15]. Krzywa �BCS� dana jest wzorem wynikaj¡cym z �prostej� teorii

34Por. np. [9, 12, 20, 30].
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BCS, w której potencjaª oddziaªywania ma nieznikaj¡ce elementy macierzowe jedynie dla
stanów o energiach bliskich EF (por. tam»e, podrozdziaª 3.1). Jak wida¢, obie krzywe
zbiegaj¡ si¦ dla 1/a→ −∞.

Ciekawy wynik ilustruj¡cy przechodzenie rezultatów metody FTHFB w te znane
z �prostej� teorii BCS otrzyma si¦, wykre±laj¡c krzyw¡ ∆0

Tz
( 1
kF a
). W teorii BCS

stosunek tych dwu wielko±ci jest staª¡ uniwersaln¡ wynosz¡c¡: πe−γ ≈ 1,76
(por. wzór (51.44) w [22]). Tu otrzymujemy:
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Rysunek 5.15: Stosunek ∆0 do Tz w funkcji (kFa)−1. Przerywan¡ lini¡ w lewym górnym
rogu wykresu nakre±lono fragment prostej o równaniu ∆0/Tz = πe−γ. Jak wida¢, w granicy
1/a→ −∞ wynik uzyskany metod¡ FTHFB przechodzi w ten znany z teorii BCS. Z kolei
w granicy unitarnej: ∆0/Tz ≈ 1,38.

Na kolejnych dwu wykresach gruba linia ci¡gªa odnosi si¦ do warto±ci danej wielko±ci
w temperaturze zerowej, podczas gdy cienka linia przerywana � do warto±ci danej wielko±ci
w temperaturze zaniku korelacji.
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Rysunek 5.16: Potencjaª chemiczny przy T = 0 oraz przy T = Tz w funkcji (kFa)−1.
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Przebieg obu krzywych na powy»szym wykresie ma podobny charakter, który warto
tak»e porówna¢ z Fig.3. w [15]. W rozwa»anym przedziale zmiennej (kFa)−1 zawsze:
µz > µ0, co jednak najpewniej stanowi artefakt metody FTHFB (por. ko«cówka pod-
rozdziaªu 5.4.1).
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Rysunek 5.17: G¦sto±¢ energii wewn¦trznej przy T = 0 oraz przy T = Tz w funkcji (kFa)−1.

Jak wida¢, wraz z narastaniem siªy oddziaªywania mi¦dzyfermionowego maleje energia
stanu podstawowego � cz¡stki par Coopera tworz¡ �cia±niejszy� ukªad. W re»imie BCS,
poniewa» oddziaªywanie �czuj¡� jedynie cz¡stki obsadzaj¡ce stany bliskie poziomowi Fer-
miego, energia wewn¦trzna w stanie podstawowym jest rz¦du energii doskonaªego gazu
Fermiego.

Je±li idzie o przebieg krzywej ϵFTHFBz, to za jego narastanie dla 1/a→ +∞ odpowiada
przede wszystkim narastanie samej temperatury zaniku korelacji.

Zauwa»my na koniec, »e przy 1/a ≈ 0,55kF warto±¢ µ0 zmienia znak na ujemny. Zgod-
nie z termodynamiczn¡ de�nicj¡ potencjaªu chemicznego35, przy 1/a > 0,55kF oddziaªy-
wanie mi¦dzyfermionowe jest ju» na tyle silne, »e ewentualne wprowadzanie do ukªadu
kolejnych cz¡stek prowadziªoby do zmniejszenia jego energii wewn¦trznej.

5.6 Podsumowanie

Celem pracy byªo zastosowanie metody FTHFB do opisu jednorodnego, rozrzedzonego
gazu Fermiego w re»imie unitarnym, wª¡cznie z samodzielnym skonstruowaniem efektyw-
nego potencjaªu oddziaªywania mi¦dzyfermionowego. Zgodno±¢ rezultatów uzyskanych
w niniejszej pracy z tymi wynikaj¡cymi z teorii pola ±redniego [9, 12] ±wiadczy o tym, i»
cel ten zostaª osi¡gni¦ty.

Przybli»enie FTHFB poprawnie przewiduje pojawianie si¦ korelacji w ukªadzie przy
dostatecznie niskiej temperaturze. Stanowi przy tym uogólnienie opisu w ramach �prostej�

35µ = ( ∂E
∂N
) ∣S,V =const.
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teorii BCS, w której oddziaªuj¡ jedynie cz¡stki obsadzaj¡ce stany bliskie poziomowi Fer-
miego.

Przybli»enie to jest niestety zbyt zgrubne, aby wyodr¦bni¢ temperatur¦ krytyczn¡
Tc, poni»ej której gaz staje si¦ nadprzewodnikiem wzgl¦dnie nadciecz¡36. Równie»
przewidywane przez metod¦ FTHFB warto±ci ∆0, µ0 oraz ϵFTHFB okazuj¡ si¦ zawy»one
w porównaniu do tych uzyskanych w ramach dokªadniejszych modeli, jak przedstawiono
to w poni»szej tabeli (dane, uzyskane metodami QMC, zaczerpni¦to z rozdziaªu IV F
pracy przegl¡dowej [12]):

∆0 [EF ] µ0 [EF ] ϵFTHFB0 [ϵDGF]
FTHFB 0,68(6) 0,59(0) 0,59(0)
QMC 0,50 ± 0,03 0,42 ± 0,01 0,42 ± 0,01

Tablica 5.3: Porównanie warto±ci trzech wynikaj¡cych z przybli»enia FTHFB wielko±ci
odnosz¡cych si¦ do gazu w granicy unitarnej z przewidywaniami dokªadniejszych modeli
opartych na QMC.

Jakkolwiek wi¦c metoda FTHFB poprawnie odtwarza wynikaj¡c¡ z �uniwersalno±ci�
granicy unitarnej równo±¢ stosunków µ0/EF = ϵFTHFB0/ϵDGF, to zawy»a ich warto±¢
o ok. 30 %. To samo tyczy si¦ warto±ci szczeliny energetycznej w zerowej temperaturze.

Z drugiej strony, mimo swojej prostoty, metoda FTHFB podaje nienajgorszy jako±-
ciowy opis przebiegu funkcji termodynamicznych ∆(T ), µ(T ) oraz ϵFTHFB(T ), o czym
mo»na si¦ przekona¢ porównuj¡c uzyskane krzywe z tymi uzyskanymi metodami QMC
[30]. Z przebiegów tych wynika w szczególno±ci stabilno±¢ równowagi termodynamicznej
gazu w granicy unitarnej (por. podrozdziaª 5.4.2).

Jako taka, metoda FTHFB dostarcza¢ mo»e po»ytecznego pierwszego, ±red-
niopolowego przybli»enia �zyki rozrzedzonego gazu Fermiego w re»imie unitarnym,
stanowi¡c baz¦ dla bardziej wyra�nowanych podej±¢.

36Wedªug ±cisªych, opartych na metodach Kwantowego Monte Carlo (QMC) obliczeniach wynosi ona
ok. 0,16TF [30].
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Rozdziaª 6

Dodatek: Uzupeªnienie

matematyczno-programistyczne

6.1 Obliczenie caªki I(κ, kα)
W tym podrozdziale obliczymy caªk¦ I(κ, kα) zde�niowan¡ w podrozdziale 2.2 wzorem

(2.38):

I(κ, kα) ∶= lim
ε→0+

κ

∫
0

k2dk

k2α − k2 + iε
(6.1)

Zacznijmy od podstawienia: x = k2α − k2. Sprowadzi ono powy»sz¡ caªk¦ do postaci:

I(κ, kα) =
1

2
lim
ε→0+

k2α

∫
k2α−κ2

√
k2α − x
x + iε

dx (6.2)

Taki sposób zapisu umo»liwia wygodne skorzystanie ze znanego twierdzenia
Sochockiego-Weierstrassa1 stanowi¡cego, i»:

1

x + iε
= P 1

x
− iπδ(x) (6.3)

gdzie powy»sz¡ równo±¢ nale»y rozumie¢ jako równo±¢ dystrybucyjn¡, w której
poszczególne skªadniki maj¡ sens nast¦puj¡cych dystrybucji:

1
x+iε ∶ f ↦ lim

ε→0+

+∞

∫
−∞

f(x)
x+iεdx,

P 1
x ∶ f ↦ lim

a→0+
(
−a

∫
−∞
+
+∞

∫
a
) f(x)

x dx,

δ(x) ∶ f ↦ f(0).
1Por. np. (12.64) w [8], a tak»e (7.17) w [24], gdzie jednak twierdzenie to pozostaje bezimienne.
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Oznaczenie P wyst¦puj¡ce w drugiej z powy»szych dystrybucji zadaje pewn¡
szczególn¡ metod¦ obliczania niektórych caªek niewªa±ciwych (podan¡ powy»ej). Wynik
zastosowania tej metody nazywa si¦ warto±ci¡ gªówn¡2 danej caªki.

Trzecia z powy»szych dystrybucji to oczywi±cie delta Diraca.
Stosuj¡c twierdzenie Sochockiego-Weierstrassa do (6.2), otrzymujemy:

I(κ, kα) = −
1

2
πikα +

1

2
lim
a→0+

⎛
⎜
⎝

−a

∫
k2α−κ2

+
k2α

∫
a

⎞
⎟
⎠

√
k2α − x
x

dx (6.4)

W tym momencie wygodnie wróci¢ do pierwotnych oznacze«. Dokonuj¡c odwrotnego
podstawienia: k =

√
k2α − x, otrzymamy:

I(κ, kα) = −
1

2
πikα + lim

a→0+

⎛
⎜⎜
⎝

√
k2α−a

∫
0

+
κ

∫
√
k2α+a

⎞
⎟⎟
⎠

k2

k2α − k2
dk (6.5)

Aby znale¹¢ caªk¦ nieoznaczon¡ funkcji k2

k2α−k2
, mo»na posªu»y¢ si¦ klasyczn¡ metod¡

caªkowania funkcji wymiernych3. Oka»e si¦, i»:

∫
k2

k2α − k2
dk = −k + kα

2
ln
kα + k
kα − k

+C (6.6)

gdzie C to staªa caªkowania.
Podstawiaj¡c (6.6) do (6.5), otrzymamy:

I(κ, kα) = −
1

2
πikα − κ +

kα
2

lim
a→0+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ln
kα + κ
kα − κ

− ln
kα +
√
k2α + a

kα −
√
k2α + a

+ ln
kα +
√
k2α − a

kα −
√
k2α − a

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(6.7)

Do pojawiaj¡cej si¦ tu granicy nie mo»na przej±¢ od razu, albowiem pojawi si¦
wyra»enie nieoznaczone typu ∞−∞. Zamieniaj¡c jednak sum¦ logarytmów na logarytm
iloczynów, a nast¦pnie wchodz¡c z limesem pod znak logarytmu4 oraz stosuj¡c jednora-
zowo reguª¦ de l'Hôpitala, ostatecznie (pomijamy tu »mudne rachunki) otrzymamy wynik
oznaczony w niniejszej pracy numerem (2.39):

I(κ, kα) =
kα
2
(ln κ + kα

κ − kα
− iπ) − κ (6.8)

6.2 Zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych

W tym podrozdziale udowodnimy zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych (3.91) oraz (3.101)
oraz ich odpowiedników w przypadku niezerowych temperatur: (4.50) oraz (4.58).

2Por. np. Rozdziaª 7.4. w [24].
3Por. Rozdziaª VIII �2. w [32].
4Korzystamy tu z ci¡gªo±ci funkcji lnx.
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Zauwa»my na wst¦pie, »e wszystkie funkcje podcaªkowe w rozwa»anych caªkach s¡
ci¡gªe, a zatem caªkowalne na przedziaªach ograniczonych5. Dzi¦ki temu, mo»emy swobod-
nie wybra¢ doln¡ granic¦ caªkowania kd. Innymi sªowy, wystarczy, »e poka»emy zbie»no±¢
rozwa»anych caªek niewªa±ciwych obliczanych na przedziale (kd,+∞). Jak si¦ za chwil¦
oka»e, wygodnie b¦dzie przyj¡¢, i» zawsze kd >

√
∣µ∣.

Kluczowe w poni»szych dowodach s¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

∀x > −1 1 − 1√
1+x ≤

1
2x

∀x ∈ (−1,0) 1√
1+x − 1 <

−x
1+x

∀x ≥ 0 1√
1+x − 1 ≤ −

1
2x +

3
8x

2

(6.9)

Pierwszy z powy»szych faktów wynika z nierówno±ci: 1√
1+x ≥ 1−

1
2x, któr¡ mo»na ªatwo

udowodni¢ za pomoc¡ twierdzenia Lagrange'a (o warto±ci ±redniej). Druga nierówno±¢
wynika z trywialnej relacji 1 + x <

√
1 + x speªnionej dla ujemnych x. Trzeci¡ mo»na

prostymi przeksztaªceniami algebraicznymi sprowadzi¢ do równowa»nej postaci:

x3 (9x2 − 15x + 40) ≥ 0 (6.10)

w oczywisty sposób speªnion¡ dla nieujemnych x.
Przejd¹my teraz do pierwszej z caªek (3.91). Dla wi¦kszej przejrzysto±ci przyjmiemy,

»e: h̵2

2m = 1.

Poka»emy, »e funkcja:

1 − k2√
(k2 − µ)2 +∆2

(6.11)

jest bezwzgl¦dnie caªkowalna (po k) na przedziale (0,+∞).
Istotnie, moduª tej funkcji mo»na ograniczy¢ z góry przez funkcj¦ caªkowaln¡, co jest

warunkiem wystarczaj¡cym jego caªkowalno±ci6. Aby to wykaza¢, skorzystamy z dwóch
pierwszych nierówno±ci (6.9) dla x = −2µ

k2 +
1
k4 (µ2 +∆2):

RRRRRRRRRRR
1 − k2√

(k2 − µ)2 +∆2

RRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR
1 − 1
√
1 − 2µ

k2 +
1
k4 (µ2 +∆2)

RRRRRRRRRRRRRR
≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1
2k4 (µ2 +∆2) − µ

k2 dla 2µk2 ≤ (µ2 +∆2)

2µk2−(µ2+∆2)
(k2−µ)2+∆2 dla 2µk2 > (µ2 +∆2)

≤

(6.12)

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1
2k4 (µ2 +∆2) + ∣µ∣k2 dla 2µk2 ≤ (µ2 +∆2)

2∣µ∣k2
(k2−µ)2 dla 2µk2 > (µ2 +∆2)

≤

≤ µ
2 +∆2

2k4
+ ∣µ∣
k2
+ 2∣µ∣k2
(k2 − µ)2

5Por. Rozdziaª IX �1. w [32].
6Por. Twierdzenie 1., Rozdziaª XIII �1. w [32].
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Poniewa» funkcja podcaªkowa mo»e przyjmowa¢ zarówno warto±ci dodatnie, jak
i ujemne, zmuszeni byli±my rozwa»y¢ dwa przypadki, posªuguj¡c si¦ raz pierwsz¡, raz
drug¡ z nierówno±ci (6.9). Znalazªszy dodatnie ograniczenia górne dla ka»dego z tych
przypadków, w ostatnim przej±ciu dokonali±my ich zsumowania, otrzymuj¡c wspóln¡ dla
ich obu funkcj¦ ograniczaj¡c¡.

Funkcja ta jest caªkowalna na przedziale (kd,+∞), gdzie: kd >
√
∣µ∣. Dowód tego

stwierdzenia polega albo na »mudnym, ale nietrudnym obliczeniu caªki z tej funkcji
wymiernej, albo na powoªaniu si¦ na kryterium caªkowalno±ci Cauchy'ego7. Wynika st¡d
bezwzgl¦dna caªkowalno±¢ funkcji (6.11).

Podobnie poka»emy teraz, »e funkcja:

⎛
⎝
1 − k2 − µ√

(k2 − µ)2 +∆2

⎞
⎠
k2 (6.13)

jest bezwzgl¦dnie caªkowalna (po k) na przedziale (0,+∞).
Istotnie, dla k >

√
∣µ∣:

RRRRRRRRRRR

⎛
⎝
1 − k2 − µ√

(k2 − µ)2 +∆2

⎞
⎠
k2
RRRRRRRRRRR
=
⎛
⎜
⎝
1 − 1
√
1 + ∆2

(k2−µ)2

⎞
⎟
⎠
k2 ≤ ∆2k2

2(k2 − µ)2
(6.14)

Tym razem, jako »e wyra»enie podpierwiastkowe jest zawsze niemniejsze ni» 1,
funkcja (6.13) jest nieujemna. Skorzystanie z pierwszej z nierówno±ci (6.9) pozwala
otrzyma¢ ograniczenie górne, b¦d¡ce funkcj¡ caªkowaln¡ na przedziale (kd,+∞), gdzie:
kd >

√
∣µ∣. Tak jak poprzednio, caªkowalno±¢ tej funkcji (wymiernej) mo»na wykaza¢

albo bezpo±rednim rachunkiem, albo powoªuj¡c si¦ na kryterium Cauchy'ego. Ko«czy to
dowód bezwzgl¦dnej caªkowalno±ci funkcji (6.13).

Poka»emy wreszcie, »e funkcja:

⎛
⎝
1 − k2 − µ√

(k2 − µ)2 +∆2

⎞
⎠
k4 − ∆2

2
(6.15)

jest bezwzgl¦dnie caªkowalna (po k) na przedziale (0,+∞).
7Por. Rozdziaª XIII �1. w [32].
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Istotnie, korzystaj¡c tym razem z pierwszej i trzeciej z nierówno±ci (6.9), w których
poªo»ono x = ∆2

(k2−µ)2 , otrzymamy (dla k >
√
∣µ∣):

RRRRRRRRRRR

⎛
⎝
1 − k2 − µ√

(k2 − µ)2 +∆2

⎞
⎠
k4 − ∆2

2

RRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR

⎛
⎜
⎝
1 − 1
√
1 + ∆2

(k2−µ)2

⎞
⎟
⎠
k4 − ∆2

2

RRRRRRRRRRRRRR
≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆2

2 (
k4

(k2−µ)2 − 1) dla (1 − k2−µ√
(k2−µ)2+∆2

) k4 ≥ ∆2

2

∆2

2 (1 −
k4

(k2−µ)2 +
3∆2k4

4(k2−µ)4) dla (1 − k2−µ√
(k2−µ)2+∆2

) k4 < ∆2

2

=

(6.16)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆2(2µk2−µ2)
2(k2−µ)2 dla (1 − k2−µ√

(k2−µ)2+∆2
) k4 ≥ ∆2

2

−∆2(2µk2−µ2)
2(k2−µ)2 + 3∆4k4

8(k2−µ)4 dla (1 − k2−µ√
(k2−µ)2+∆2

) k4 < ∆2

2

≤

≤ ∆2 (2∣µ∣k2 + µ2)
2(k2 − µ)2

+ 3∆4k4

8(k2 − µ)4

Zatem równie» moduª funkcji (6.15) daje si¦ ograniczy¢ z góry przez funkcj¦ wymiern¡,
caªkowaln¡ na przedziale (kd,+∞), gdzie: kd >

√
∣µ∣. Analogicznie jak miaªo to miejsce

w poprzednich dwu przypadkach, stanowi to dowód, i» funkcja (6.15) jest bezwzgl¦dnie
caªkowalna.

Przejdziemy teraz do dowodu zbie»no±ci caªek w (4.50) oraz (4.58). Jak poka»emy
poni»ej, dowód ten mo»na przeprowadzi¢ tak, »e w zasadniczej cz¦±ci stanowi on wniosek
z wykazanej przed chwil¡ bezwzgl¦dnej caªkowalno±ci funkcji (6.11), (6.13) i (6.15).

Istotnie, rozwa»my funkcj¦ podcaªkow¡ pierwszej z interesuj¡cych nas caªek8:

1 − k
2

Ek

tanh (12βEk) (6.17)

gdzie: Ek ∶=
√
(k2 − µ)2 +∆2

Moduª tej funkcji mo»na oszacowa¢ z góry nast¦puj¡co:

∣1 − k
2

Ek

tanh (12βEk)∣ ≤ [1 − tanh (12βEk)] + ∣1 −
k2

Ek

∣ tanh (12βEk) ≤ (6.18)

≤ [1 − tanh (12βEk)] + ∣1 −
k2

Ek

∣

W pierwszym przej±ciu dodano i odj¦to odpowiedni tangens hiperboliczny oraz sko-
rzystano z nierówno±ci: ∣a ± b∣ ≤ ∣a∣ + ∣b∣. W drugim przej±ciu stoj¡cy w drugim skªadniku
tangens hiperboliczny oszacowano z góry przez 1.

8Dla przejrzysto±ci wci¡» przyjmujemy, i»: h̵2

2m
= 1.
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Zwró¢my uwag¦, »e absolutn¡ caªkowalno±¢ drugiego skªadnika w (6.18) udowodni-
li±my ju» za pomoc¡ ci¡gu nierówno±ci (6.12) oraz nast¦puj¡cej po nim dyskusji. Pozostaje
zatem jedynie pokaza¢, »e wªasno±¢ t¡ posiada równie» funkcja: 1 − tanh (12βEk).

Zanim jednak tego dokonamy, rozwa»my pozostaªe dwie interesuj¡ce nas funkcje pod-
caªkowe:

[1 − k
2 − µ
Ek

tanh (12βEk)]k2 (6.19)

oraz [1 − k
2 − µ
Ek

tanh (12βEk)] k4 −
∆2

2
(6.20)

Oszacujmy z góry ich moduªy w podobny sposób jak uczynili±my to w (6.18). Dla
funkcji (6.19) mamy:

∣1 − k
2 − µ
Ek

tanh (12βEk)∣k2 ≤ [1 − tanh (12βEk)]k2 + ∣1 −
k2 − µ
Ek

∣k2 (6.21)

Z kolei dla funkcji (6.20) mo»emy zapisa¢:

∣[1 − k
2 − µ
Ek

tanh (12βEk)] k4 −
∆2

2
∣ ≤ (6.22)

≤ [1 − tanh (12βEk)] (k4 +
∆2

2
) + ∣(1 − k

2 − µ
Ek

) k4 − ∆2

2
∣

Analogicznie jak miaªo to miejsce w dyskusji do wzoru (6.18), caªkowalno±ci drugich
skªadników w powy»szych oszacowaniach dowiedziono ju» wcze±niej9. Teraz wystarczy
jedynie, »e wyka»emy caªkowalno±¢ nast¦puj¡cej (dodatniej) funkcji:

[1 − tanh (12βEk)]kn (6.23)

dla n = 0,2,4. Mo»na wszak»e pokaza¢, »e funkcja ta jest caªkowalna na przedziale (0,+∞)
dla dowolnej liczby naturalnej n.

Istotnie, prawdziwy jest ci¡g nierówno±ci:

[1 − tanh (12βEk)]kn ≤
2kn

1 + expβEk

≤ 2kne−β
√
(k2−µ)2+∆2 ≤ 2kneβ∣µ∣e−βk2 (6.24)

Caªka z otrzymanego powy»ej ograniczenia górnego, stanowi¡cego iloczyn jednomianu
i funkcji Gaussa, obliczona na przedziale (0,+∞), istnieje10. Implikuje to caªkowalno±¢
funkcji (6.23). To z kolei, na mocy caªej przedstawionej powy»ej argumentacji, gwarantuje
nam ju» zbie»no±¢ caªek (4.50) oraz (4.58).

Na koniec zwró¢my uwag¦, »e caªkowalno±¢ funkcji (6.23) byªa ju» przez nas milcz¡co
zakªadana w podrozdziale 4.3. Istotnie, gdyby tak nie byªo, wówczas warunki (4.44)
i (4.56) naªo»one na p¦d obci¦cia kc nie miaªyby sensu.

9Por. wzory (6.14), (6.16) i dyskusja do nich.
10Jej warto±¢ nie jest tu najistotniejsza; mo»na j¡ znale¹¢ np. z pomoc¡ [33] lub dowolnych innych

tablic caªek.
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6.3 Najwa»niejsze bloki instrukcji

Niniejszy podrozdziaª zawiera kluczowe fragmenty bloków instrukcji napisanych
w ±rodowisku (i j¦zyku) Mathematica, stworzonych specjalnie na potrzeby tej pracy.

Przez �kluczowe fragmenty� nale»y rozumie¢ ten zestaw instrukcji, który sªu»yª do
rozwi¡zywania ukªadu równa« FTHFB oraz obliczania g¦sto±ci energii wewn¦trznej
ϵFTHFB dla zadanych parametrów wej±ciowych. Pomijamy wi¦c tu komendy inicjalizu-
j¡ce zmienne, wy±wietlaj¡ce wyniki na ekranie, a tak»e p¦tle przemiataj¡ce caªy zakres
warto±ci rozwa»anej zmiennej kontrolnej, w których to p¦tlach umieszczone byªy wy»ej
wymienione instrukcje.

Tak jak opisano w podrozdziale 5.1.2, rozwi¡zuj¡c numerycznie równania FTHFB,
nale»y rozwa»y¢ cztery przypadki. Ukªad tego podrozdziaªu jest wi¦c taki jak podroz-
dziaªu 5.1.2. Poszczególne bloki instrukcji zamieszczono poni»ej i opatrzono je krótkim
komentarzem.

Przypadek T = 0.

int1[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2] ,int1[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2] ,int1[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2] ,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;

int2[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int2[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int2[d_?NumericQ,m_?NumericQ]:=
NIntegrate [(1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2])k2,NIntegrate [(1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2])k2,NIntegrate [(1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2])k2,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;

{∆0, µ0} ={∆0, µ0} ={∆0, µ0} =
{d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int1[d,m],2π2n == int2[d,m]} ,{d,dmin,dmax},{d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int1[d,m],2π2n == int2[d,m]} ,{d,dmin,dmax},{d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int1[d,m],2π2n == int2[d,m]} ,{d,dmin,dmax},
{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];

ϵ = NIntegrate [k4 (1 + 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,ϵ = NIntegrate [k4 (1 + 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,ϵ = NIntegrate [k4 (1 + 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,

{k,0,Sqrt [µ0 − Γ]} ,{k,0,Sqrt [µ0 − Γ]} ,{k,0,Sqrt [µ0 − Γ]} ,
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];

ϵ+=NIntegrate [k4 (1 − 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,ϵ+=NIntegrate [k4 (1 − 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,ϵ+=NIntegrate [k4 (1 − 1/Sqrt [1 + (∆0/ (k2 + Γ − µ0))2]) − ∆2
0/2,

{k,Sqrt [µ0 − Γ] ,30kF} ,{k,Sqrt [µ0 − Γ] ,30kF} ,{k,Sqrt [µ0 − Γ] ,30kF} ,
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];

ϵ+=ϵ+=ϵ+=
(∆2

0(∆2
0(∆2
0

(k5c (1125k2F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0) − 8100000k4F (Γ − µ0)−(k5c (1125k2F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0) − 8100000k4F (Γ − µ0)−(k5c (1125k2F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0) − 8100000k4F (Γ − µ0)−
(−3∆2

0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0)+(−3∆2
0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0)+(−3∆2
0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆0 − 2µ0) (2Γ +∆0 − 2µ0)+

486000000k4ck
5
F (Γ − µ0) + 777600000k5F (−3∆2

0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)))486000000k4ck
5
F (Γ − µ0) + 777600000k5F (−3∆2

0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)))486000000k4ck
5
F (Γ − µ0) + 777600000k5F (−3∆2

0 + 4 (Γ − µ0)2) (Γ − µ0)))
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/243000000k5ck5F ;/243000000k5ck5F ;/243000000k5ck5F ;

ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;

ϵ+=∆2
0σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+=∆2
0σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+=∆2
0σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;

Dwie pierwsze instrukcje to de�nicje caªek pojawiaj¡cych si¦ po prawej stronie równa«
(5.4)-(5.5). Zmienne d i m maj¡ce sens szczeliny energetycznej i potencjaªu chemicznego
s¡ tu parametrami.

Komenda NIntegrate wywoªuje adaptacyjny algorytm caªkowania numerycznego
funkcji zadanej jako pierwszy argument11. Drugi argument zadaje zmienn¡ i przedziaª
caªkowania (od 0 do kc/2). Dalej nast¦puje specy�kacja szeregu opcji takich jak »¡dana
dokªadno±¢12 wyniku caªkowania (AccuracyGoal).

Trzecia instrukcja to numeryczne rozwi¡zanie równa« FTHFB (5.4)-(5.5) zako«czone
przypisaniem rozwi¡za« do zmiennych13 ∆0 i µ0. Odbywa si¦ to za pomoc¡ komendy
FindRoot, która w tym wypadku posªuguje si¦ dwuwymiarowym wariantem metody
siecznych14.

Pierwszym argumentem jest lista dwóch równa« do rozwi¡zania. Drugim i trzecim
� przedziaªy, w których ma znajdowa¢ si¦ rozwi¡zanie (trzeba je poda¢ samemu). Dalej
nast¦puje specy�kacja dwóch opcji: maksymalnej liczby iteracji algorytmu (MaxItera-
tions) oraz »¡danej dokªadno±ci wyniku (AccuracyGoal).

Nadmie«my, »e konieczno±¢ samodzielnego okre±lania przedziaªów, w których
FindRoot poszukiwaª rozwi¡zania nie byªa znacz¡cym ograniczeniem. Zwªaszcza, »e
odpowiednio zag¦szczaj¡c zbiór warto±ci zmiennej kontrolnej, jako �przedziaª poszuki-
wa«� mo»na byªo wzi¡¢ bliskie otoczenie ostatnich uzyskanych warto±ci badanej wielko±ci.

Ostatnie kilka komend to podzielone na etapy obliczanie g¦sto±ci energii wewn¦trznej
ze wzoru (5.12). Wyra»enia podcaªkowe s¡ tu zapisane w postaci, która okazaªa si¦ min-
imalizowa¢ (ale nie eliminowa¢) zjawisko szumu numerycznego opisane w podrozdziale
5.1.3. Instrukcja trzecia od doªu zawiera wycaªkowane na przedziale (30kF , kc/2) asymp-
totyczne wyra»enie (5.16).

Przypadek 0 < T < Tz
int3[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int3[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int3[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=
NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2] ,NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2] ,NIntegrate [1 − k2/Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2] ,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;

11Por. Mathematica 5.2 Help Browser.
12Wyra»ona w liczbie �wiarygodnych� cyfr znacz¡cych.
13Mathematica pozwala posªugiwa¢ si¦ indeksami dolnymi i górnymi (maj¡cymi sens wykªadników

pot¦g).
14Por. tam»e.
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int4[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int4[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int4[d_?NumericQ,m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=
NIntegrate[NIntegrate[NIntegrate[
k2k2k2

(1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2](1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2](1 − (k2 + Γ −m) /Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]
Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2]) ,Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2]) ,Tanh [b Sqrt [(k2 + Γ −m)2 + d2]/2]) ,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;

{∆, µ} = {d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int3[d,m,1/T ],2π2n == int4[d,m,1/T ]} ,{∆, µ} = {d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int3[d,m,1/T ],2π2n == int4[d,m,1/T ]} ,{∆, µ} = {d,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int3[d,m,1/T ],2π2n == int4[d,m,1/T ]} ,
{d,dmin,dmax},{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{d,dmin,dmax},{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{d,dmin,dmax},{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];

ϵ = NIntegrate [k4ϵ = NIntegrate [k4ϵ = NIntegrate [k4
(1 +Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,(1 +Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,(1 +Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,
{k,0,Sqrt[µ − Γ]},{k,0,Sqrt[µ − Γ]},{k,0,Sqrt[µ − Γ]},
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];

ϵ+=NIntegrate [k4ϵ+=NIntegrate [k4ϵ+=NIntegrate [k4
(1 −Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,(1 −Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,(1 −Tanh [Sqrt [(k2 + Γ − µ)2 +∆2]/ (2T )] /Sqrt [1 + (∆ /(k2 + Γ − µ))2]) − ∆2/2,
{k,Sqrt[µ − Γ],30kF} ,{k,Sqrt[µ − Γ],30kF} ,{k,Sqrt[µ − Γ],30kF} ,
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 12];

ϵ+= (∆2 (k5c (1125k2F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ) − 8100000k4F (Γ − µ)−ϵ+= (∆2 (k5c (1125k2F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ) − 8100000k4F (Γ − µ)−ϵ+= (∆2 (k5c (1125k2F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ) − 8100000k4F (Γ − µ)−
(−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ)+(−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ)+(−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)) − 243000000k2ck5F (2Γ −∆ − 2µ)(2Γ +∆ − 2µ)+
486000000k4ck

5
F (Γ − µ) + 777600000k5F (−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)))486000000k4ck
5
F (Γ − µ) + 777600000k5F (−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)))486000000k4ck
5
F (Γ − µ) + 777600000k5F (−3∆2 + 4(Γ − µ)2) (Γ − µ)))

/243000000k5ck5F ;/243000000k5ck5F ;/243000000k5ck5F ;

ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;

ϵ+=∆2σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+=∆2σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+=∆2σ /(8π2a) − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;

Powy»szy zestaw instrukcji jest niemal identyczny jak w przypadku T = 0. Ró»ni
si¦ przede wszystkim obecno±ci¡ tangensów hiperbolicznych w wyra»eniach podcaªkowych.

Analogicznie jak poprzednio, dwie pierwsze instrukcje to de�nicje caªek pojawiaj¡cych
si¦ po prawej stronie równa« (5.7)-(5.8). Zmienna b stanowi trzeci parametr tych caªek,
maj¡cy sens odwrotno±ci temperatury.

Trzecia instrukcja to numeryczne rozwi¡zanie ww. równa« wraz z przypisaniem
rozwi¡za« do zmiennych ∆, µ. Przypomnijmy, »e temperatura T jest tu zadana.

Na ko«cu nast¦puje podzielone na kilka etapów obliczanie g¦sto±ci energii wewn¦trznej
ze wzoru (5.13). Tu równie» posªugujemy si¦ �metod¡ asymptotyczn¡� wprowadzon¡
w podrozdziale 5.1.3.
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Przypadek T = Tz
int5[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int5[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int5[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=
NIntegrate [1 − k2Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)] / (k2 + Γ −m) ,NIntegrate [1 − k2Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)] / (k2 + Γ −m) ,NIntegrate [1 − k2Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)] / (k2 + Γ −m) ,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;

int6[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int6[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=int6[t_?NumericQ,m_?NumericQ]:=
NIntegrate [(1 −Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)])k2,NIntegrate [(1 −Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)])k2,NIntegrate [(1 −Tanh [(k2 + Γ −m)/ (2t)])k2,
{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 18] ;

{Tz, µz} ={Tz, µz} ={Tz, µz} =
{t,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int5[t,m],2π2n == int6[t,m]} ,{t, tmin, tmax},{t,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int5[t,m],2π2n == int6[t,m]} ,{t, tmin, tmax},{t,m}/.FindRoot [{1/2(σπ/a) == int5[t,m],2π2n == int6[t,m]} ,{t, tmin, tmax},
{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];

ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µz) / (2Tz)]) ,ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µz) / (2Tz)]) ,ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µz) / (2Tz)]) ,
{k,0,30kF} ,{k,0,30kF} ,{k,0,30kF} ,
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];

ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;

ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;

Tym razem do rozwi¡zania s¡ równania (5.9)-(5.10), których rozwi¡zaniem jest para
Tz, µz. Dlatego zamiast zmiennej d w de�nicjach caªek int5 i int6 w li±cie parametrów
wyst¦puje zmienna t, maj¡ca sens temperatury zaniku korelacji.

W trzeciej instrukcji, analogicznie jak poprzednio, w celu rozwi¡zania ww. równa«
wykorzystywana jest komenda FindRoot wraz z przypisaniem znalezionych przez ni¡
rozwi¡za« do zmiennych o nazwach Tz i µz.

Znacznemu uproszczeniu ulega natomiast procedura obliczania g¦sto±ci energii
wewn¦trznej (wzór (5.14)). W szczególno±ci, dzi¦ki temu, »e znika szczelina energety-
czna, zeruje si¦ rozwini¦cie asymptotyczne (5.16).

Funkcja w(k) (5.15) jest rzecz jasna dodatnia, dlatego ±ci±lej rzecz bior¡c, powinni±my
poprawi¢ nasze rozwini¦cie asymptotyczne. Mo»na jednak pokaza¢ (dowód pomijamy), »e

jego wyraz wiod¡cy jest proporcjonalny do: k−2 exp (−k2+Γ−µz

Tz
). Mo»emy je wi¦c zanied-

ba¢.

Przypadek T > Tz
int7[m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int7[m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=int7[m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=
NIntegrate [k2 (1 −Tanh [b (k2 + Γ −m)/2]) ,NIntegrate [k2 (1 −Tanh [b (k2 + Γ −m)/2]) ,NIntegrate [k2 (1 −Tanh [b (k2 + Γ −m)/2]) ,
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{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;{k,0, kc/2} ,AccuracyGoal→ 5,MaxRecursion→ 20,GaussPoints→ 12] ;

µ =m/.FindRoot [2π2n == int7[m,1/T ],µ =m/.FindRoot [2π2n == int7[m,1/T ],µ =m/.FindRoot [2π2n == int7[m,1/T ],
{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];{m,mmin,mmax},MaxIterations→ 500,AccuracyGoal→ 4];

ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µ)/ (2T )]) ,ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µ)/ (2T )]) ,ϵ = NIntegrate [k4 (1 −Tanh [(k2 + Γ − µ)/ (2T )]) ,
{k,0,30kF} ,{k,0,30kF} ,{k,0,30kF} ,
AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];AccuracyGoal→ 4,MaxRecursion→ 15,WorkingPrecision→ 50,GaussPoints→ 18];

ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;ϵ/=2π2;

ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;ϵ+= − 2π2n2/ (kc − σπ/a) ;

Ostatni przypadek jest równocze±nie najprostszy.
Najpierw nast¦puje de�nicja caªki pojawiaj¡cej si¦ po prawej stronie równania (5.11).

Caªka ta ma tylko jeden parametr m, maj¡cy sens potencjaªu chemicznego.
Nast¦pnie wspomniane równanie jest rozwi¡zywane za pomoc¡ komendy FindRoot,

tym razem w wersji jednowymiarowej.
Na koniec obliczana jest g¦sto±¢ energii wewn¦trznej. Nast¦puje to w identyczny

sposób jak w przypadku T = Tz.
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