Komputerowa analiza
danych doswiadczalnych
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Metoda najwieksze]
wiarygodnosci

Proby z rozktadow
czgstkowych

Rozktady t-Studenta | >

Testy statystyczne
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~Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Jak juz pamietamy, w najogolniejszym przypadku mamy pewng ilosc
p parametrow r=(x, », ,A,) ktore chcemy estymowac. Wtedy funkcja
wiarygodnosSci | rownania wiarygodnosci:

oA

1

N . N
L:Hf(X(J)’)\‘> IZIHL:ZIDf(X<J),)\) ﬂ:(), 121)2 )))) P
j=1 i=1 '

Niestety, w przypadku wielu parametrow wszystko nam sie komplikuje
dodatkowo z uwagi na mozliwe korelacje pomiedzy parametrami

Analogicznie jak dla 1 parametru, rozwijamy funkcje wiarygodnosci:

L(X(l) X(2) ,,,,, X(J),)\‘):i hlf(X(J),?\.) ?\-:<’>\\J1’7\\J2:’)\¥JP)
j=1 2 2 2
. _ 0’1 0’1 0’1
na szereg Taylora wokot punktu: o3l dnon, U dnon,
* Korzystajac ze znikania 1-szych A o°l o°l 0’1
pochodnych dostajemy wtedy: Ohy 0Ny pn2  OMOA,
~ ~ ~ 2 2 2
—[1(A)=1(X))=1/2(A=N)" A(A=N)+... o1 o1l ol
10)=1(R)=1/2(A-R) A(A-3) A T ok
. . p
 (Gdzie macierz A: .
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Jednoczesna estymacja kilku parametréow

W granicy N->oc mozna zastgpi¢c macierz A odpowiednimi
warto$ciami oczekiwanymi (niezaleznymi od proby) B=E(A)

- de facto zamieniamy A, A,..,A, NA &k, X, ..., A

p

» Jesli zaniedbamy wyrazy wyzszych rzeddw w rozwinieciu na szereg
Taylora, dostaniemy wowczas funkcje wiarygodnosci postaci:

L=kexp|—1/2(A—A)" B(A—2)| C=B"'

* Analogicznie jak dla jednego parametru, mamy tutaj p-wymiarowy
rozktad normalny z macierzg kowariancji (dla estymatorow)

» Wariancje estymatoréw najwigkszej wiarygodnosci
dane sa przez elementy diagonalne macierzy C: o (A)=c;

* Elementy pozadiagonalne sg kowariancjami poszczegolnych par

estymatorow:  coy(%,,%,)=c Mo by s N
 Mozemy zdefiniowac Wspolczynnlk korelacji miedzy
estymatorami: ~ ~ . cov(h,, k)
Aok )=— s
P M= o )

'KADD 21/22, Wyktad 9 5/68



Jednoczesna estymacja kilku parametréow

Analogicznie jak w przypadku z jednym parametrem, niepewnoscig
estymacji (typu A) bedzie pierwiastek kwadratowy z wariancji
estymatora:

u(xi)zg<xi):\/?n

W przypadku 1D stwierdzilismy, ze za pomocg estymatora i jego
niepewnosci mozemy zdefiniowac przedziat obejmujacy wartosc
prawdziwg estymowanego parametru z prawdopodobienstwem 68,3%.
W przypadku wielowymiarowym przedziat ten bedzie okreslony réwniez
przez petng macierz kowariancji (zaleznosci miedzy parametrami)

Innymi stowy: obszar taki sprowadza sie do elipsy kowariancji,
analogicznej jak dla zmiennych losowych — czyli mamy elipsy
kowariancji dla estymowanych parametrow naszego rozktadu

Rownanie elipsoidy kowariancji (p-wymiarowa przestrzen):
g(n)=1=2{I(x)-1(X)|=(A—R) B(A—1)

Dla g(»)=1 mamy obszar ufnosci z prawdopodobienstwem 68,3%

KADD 21/22, Wyktad 9 6168
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~Jednoczesna estymacja kilku parametrow

* Przyktad: badamy zasieg czastek o w materii powstatych w wyniku
rozpadu promieniotworczego. Zasieg podlega rozktadowi
normalnemu wokot wartosci sredniej — Innymi stowy, w wyniku
eksperymentu mamy probe losowa o liczebnosci N z rozktadu
normalnego

* Funkcja wiarygodnosci w tym przypadku:

I\J

i) 2

v —[xV—a [ e 1S ( - )

L= [=InL= ——Z — N In A\, —const
,1:[1 M2n D o = 2

e Uklad rownan WlarygoanSC|

. Rozwiqzanie.

'KADD 21/22, Wyktad 9 8168



Jednoczesna estymacja kilku parametréow

Wyznaczamy macierz A, a nastepnie B | macierz C poprzez
policzenie drugich pochodnych | w granicy y -« zastgpienie ich
wartosciami oczekiwanymi:

8212:_% 821 B 22 X(J)_}\‘l 8212_32<X(1)_7\1)2+N
87\1 7\2 67“18%2_ k;’ 57\3 7»; 7»;
~7 N
B= N/}\z ON2 C:B—1: 7\-§/N 0
0 2N/n, 0 22N

Elementy diagonalne macierzy C to odchylenia standardowe
estymowanych parametrow

Elementy pozadiagonalne wynoszg 0, za?em brak jest korelacji

'KADD 21/22, Wyktad 9
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- Metoda najw. wiar. a programy do analizy

7.1 The Fit Method

The Fit method is implemented in ROOT for the histogram classes TH1 | the sparce histogram classes, THnSparse , the graph

classes, TGraph , TGraph2D and TMultiGraph for fitting a collection of Graphs with the same function.

7.1.1 The TH1::Fit Method

To fit a histogram programmatically, you can use the TH1::Fit method. Here is the signatures of THL1::Fit and an explanation
of the parameters:

TFitResultPtr Fit(TFl *function, Option_t *option, Option_t *goption,
Axis t xxmin, Axis t xxmax)

® function a pointer to the fitted function (the fit model) object. One can also use the function name. This name may be one of
ROOT pre-defined function names or a user-defined function. See the next paragraph for the list of pre-defined functions.

e *pption: The second parameter is the fitting option. Here is the list of fitting options:
© * W " Set all weights to 1 for non empty bins; ignore error bars
o " WW " Set all weights to 1 including empty bins; ignore error bars
O * I " Use integral of function in bin instead of value at bin center

B se log likelihood method (default is chi-square method). To be used when the histogram represents count

O * WL " Weighted log likelihood method. To be used when the histogram has been filled with weights different than 1.

o

o]

“ P " Use Pearson chi-square method, using expected errors instead of the observed one given by THI1: :GetBinError
(default case). The expected error is instead estimated from the the square-root of the bin function value.

'KADD 21/22, Wyktad 9 10 / 68



Metoda najw. wiar. a programy do analizy

» Use the pdf of observables and maximize the product of L
: : Entries 10000
likelihoods. Mean 10
RMS 2121

— In practice: minimize the -2*logarithm of the likelihoods

 Binned data
— Use Poisson pdf for bin content

32 f ndf 14.76 157
Constant 1866+ 22.9
Mean 110+ 00
Sigma 2.138+0.015

— Example: data normally distributed

- 3 2 e 1-1(‘ In ar!aﬁlmaqw I[’“ﬂ;':'hn
L= HPoisson N, Aexp I E) L —
A ErCr 4 g o gpRpDODE=
i=hins e 3 st RUBE B
© o e Rl
 Unbinned data = : 3 S
— Example: normall distributed points about o .
o - :
. O | — + ........ + ............. + ................
2 = B i
\1' G' o} 2 =
f=measurements (.}C- _ a,) g
2lnc= ) |[—1+2In(V270) @l g
I=measurements o-a' % . g 2 % % % % % % =
- ) 3 88 883 R =
— It looks familiar, doesn’t it? ; wE R mom ok B
5

* 10 uncertainty: increase of -2In. by 1




Metoda najw. wiar. a programy do analizy

myh2->Fit ("gaus","","",-2.,2.); * Some predefined fit functions
AN — available:
Siuctien F.lt Plolitmg Fit range — Exponential
name options options G :
— Gaussian
myh2—>GetFunction("gaus”)—>Draw();*Hhﬁ o foawda
~ The pont be used t c
: G PORCLCRR BC BOCELD — Polynomial (up to 9™ degree)
Retrieve a manipulate the function: plotting,
pointer to the changing style, inspecting
fted 1T parameters... * Most common options:
“L” likelihood fit
TFitResultPtr fitres = myh2->Fit(”gaus”,”S”); - w1~ likelihood fit with weighed

points

fitres->Parameter (2) ; - “0” quiet mode: do not print info

fitres->ParError (2) ; on screen

fitres->Chi2 () ;

: — “S” save the results in a
SRR T TFitResultPtr opbect.




body

O
=
)

-
C
Q
O

)

N

| AT T e
VL — -
LY 7 T P T 2 )
U £ A e e e e T FEE s e
TR F = = e
|- S AWy o — : e
N A AT A SR e e
[N - F- - R - AT R B
FoaF. e 7 P T S R —
AT AEET o T S TR s R T
AR LRREET O L Lol v IR SRR T R
BOUPREE . Wi o OORRRTT T O A

Tl RS TR T L i T
AL WEEY AT RS e e
D e R & A e




Stopnie swobody

n

Wariancje populacji okreslamy przez sume kwadratow réznic:
1 1 [ 1< :

X)= X,—X|’'= X;—— - -

sin=L 3 x-xp= | S xi-1{3 x| > x,

\ Dlaczego 1/(n-1)? To jest Srednia roznicy
kwadratow, powinno bycC 1/n

* Zajmijmy sie kwadratami réznic: Z X-XP

_1
" n

<l

« Wartosci X, moga przybiera¢ dowolne wartosci

 Dowolnosc ta jest jednak ograniczona ograniczony warunkiem (wigzanie)
Istnienia wartosci Sredniej:

B _
X:E; X,={D [X;—X|=0

 Mowimy, ze liczba stopni swobody dla sumy kwadratow wynosi n-1

* Suma kwadratow dzielona przez liczbe stopni swobody to odchylenie
Srednie kwadratowe (root-mean square - RMS)

'KADD 21/22, Wyktad 9 14 68
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Proby z rozktadow czastkowych

 Czasem mamy do czynienia z sytuacja, gdy nie da sie wybrac losowo
proby z populacji generalnej

 Mozemy jednak podzieli¢ populacje generalng na podpopulacje:
* Przykiad:

- badamy jakas ceche wszystkich studentow w Europie — populacja
generalna

— najtatwiej to zrobiC poprzez badanie tej cechy na poszczegodlnych
uniwersytetach — podpopulacje

- rozktad podpopulacji nie jest taki sam jak rozkiad populacji
generalnej

— podpopulacje sg jednak zwigzane z catg populacja

* W jaki sposob wnioskowac o catej populacji na podstawie prob
losowych wybranych z podpopulac;ji?

'KADD 21/22, Wyktad 9 16 / 68



Proby z rozktadow czastkowych

« Dzielimy populacje generalng G na t podpolujacji G,
» Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa nalezy do Gi: P(X€G;)=p

« Podpopulacje G,, ktore sa opisane gestosciami prawdopodobienstwa
f(x) 1 maja odpowiednie dystrybuanty F.(x):

f f.(x)dx=P(X<x|x€G,)
* Dla cate) populacji mamy zatem:

II
MH

F(x):P(X<x|x€G):iP(X<x|X€Gi)P(XEG) P(X€G,F Zpl F,(

[l
—_

i

* Dla gestosci prawdopodobienstwa populacji: - f(x)=,

I
M
AS

—
x

e Obliczamy wartosc¢ oczekiwang populacji G:

o0 t

R=E(X|= | xf(x)dx= ZP,IXf x5 pi%,

—® i=1

'KADD 21/22, Wyktad 9 17/ 68



Proby z rozktadow czastkowych

* Wartosc oczekiwana populacji G:

lo'e} t

v=E(X)= [ xf<x>dx=§ piJ A (x) a1 pis,

—® i=1

* Whiosek: wartos¢ oczekiwana z populacji to srednia wazona wartosci
oczekiwanych podpopulacji pomnozonych przez ich
prawdopodobienstwa

« Jak zatem wyznaczyC wariancje populacji na podstawie podpopulacji?

):Z PiE(KX_;‘i)"'()A‘i_)A‘)r): Z pi(0i2+($<i_)?)2)

=1 i=1

~
~

* Whiosek: wariancja populaciji jest Srednig wazona wariancji z
podpopulacji o, i wariancji wartosci Sredniej podpopulacji x; wzgledem
wartosci Sredniej z catej populacji x

* To nie koniec... Teraz musimy wybrac proby losowe z podpopulacji i
policzy¢ estymatory

'KADD 21/22, Wyktad 9 18/ 68



Proby z rozktadow czastkowych

« Teraz z kazdej podpopuIaCJl wybierzmy prébke o licznosci n,, w sumie
n elementow: = Z n. Srednia arytmetyczna z calej proby wynosi

wtedy: n=1

ZZX = an

11]1

e Wartosc oczeklwana | warlanCJa (niepewnosc) sredniej z catej proby:

t
v 1
(X ) E Z probki z poszczegolnych podpopulacii

t t
e S X

i=1

'KADD 21/22, Wyktad 9 19/ 68



Estymatory dla rozktaddéw czgstkowych

« Zauwazmy jednak, ze wartosc Srednia )_(p nie moze byc¢ estymatorem

wartosci oczekiwanej z catej populacji x, gdyz zalezy ona od dowolnego
wyboru wielkosci n, prébek czastkowych

E(S(X,,X,,....X,)

=M\, dla kazdego n

. Jesh jednak porownany Wzory na Srednig z populacji i catej proby:
X Z pi i Z nl Xz
=1
* To widac, ze jezeli warunek pl:nl-/n jest spetniony, to wartos¢ srednia z
populacji x moze by¢ estymowana przez wyznaczenie najpierw
wartosci srednich poszczegolnych prob X, wewnatrz poszczegdlnych
podpopulacji, a potem przez wyrazenie:

X = Z p. X, - estymator warto$ci $redniej z populacji
- 1n zalezeny od wartosci srednich z préb
pi:# t t 2
2 (37 2 2( < i 2
: : : o | X|= "o (X, )= — O,
* Wariancja powyzszego estymatora: X ; pio(X) ; n, '

* Oczywiscie, chcielibysmy tak dobierac probki,
by byta ona jak najmniejsza: i=1

'KADD 21/22, Wyktad 9 20 / 68




Estymatory dla rozktaddéw czgstkowych
* (Gdzie my to wszystko wykorzystujemy | po co?

- Mozemy sobie wyobraziC badania spoteczne, gdzie prébujemy
wnioskowac na temat catej populacji poprzez analizy
poszczegolnych podgrup (podpopulaciji) — np. analizujemy dane na
temat wszystkich studentow w Europie poprzez poszczegolne
analizy studentow poszczegolnych typow uczelni (np. osobno
techniczne, medyczne, ogolne) = s cover

® Fire damage
Rock cover (30 cm x 30 cm)
m Rock cover (S0 cm x 50 cm)

— Albo rozktad powierzchni °
zajmowanej przez pewien

gatunek trawy " J ‘ JIJ
- Czy przeprowadzamy o I 1 B I

Percentage
=

(=]

badania kliniczne leku _— Total
w wielu o$rodkach A e
FIGURE 6: Percentage basal grass cover, fire damage and rock cover per
2 = . subpopulation and total population of Haworthia koelmaniorum var. Mcmurtryi
W rOZ nyCh kraJaCh within the study area.

'KADD 21/22, Wyktad 9 2168
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Rozktad 2

e Zaldzmy (dla uproszczenia), ze badamy populacje opisang
standardowym rozktadem Gaussa o wartosci oczekiwanej O |
wariancji 1

* Pobieramy z niego probe n-elementowa i tworzymy sume kwadratow:

=X+ X+ 4+ X

 Zmienna y? podlega rozktadowi chi-kwadrat o n stopniach swobody

* Funkcja gestosci prawdopodobienstwa:

f(x2):k.(xz)x—1e—1/2x2 k:I‘(}\,)ZK

e Dystrybuanta:

x

J’ux 1 —1/2u
7y
A)2"

- gd2|e A=1/2n anto liczba stopni swobody

'KADD 21/22, Wyktad 9 2368



Rozktad 2

* Funkcja charakterystyczna rozktadu y2 ma postac:
¢.(¢)=(1-2it)”

e Korzystajac z jej wtasnosci funkcji charakterystycznej otrzymujemy
natychmiast, ze suma dwdch réznych y2 o n, i n, stopniach swobody
daje rowniez rozktad y2 o n=n,+n, stopniach swobody

* ROzniczkujac funkcje charakterystyczng mozemy wyznaczy¢ wartosc

oczekiwang | wariancje rozktadu y2: E [XZ}:—icpxz (0)=2h=n

E\(X°P|==i¢..""(0)=4217+4 ]
o’ (X*)=E|(X*f | ~(E[X*])'=4)=2n

e Czyli wartos¢ wartosc oczekinawa rozktadu y2wynosi n a wariancja 2n

'KADD 21/22, Wyktad 9 24|68



Rozktad 2

* Wykresy rozktadu i dystrybuanty rozktadu y2 dlan od 1 do 20

skala logarytmiczna

1 —

= or .9
- 0.8-
. 0.7"
107 B
§ 0.6: /
0.5 /
0.4~
10 B
- [ 008 SO0 OO O SR SRR Y I B g e D e g 0.3?
2L LA AN B N W SO i o
r e O
B E ?i%'m - ERUNEN NN V. R U VU SN SRR DU U 0_19/
10'3 1 I P {540 P . T ) L1 I s o L | L - T 1 J—#”V/\/\\\I\\\I\\I\\\I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 xzzo 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X ¥Z

* W rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z petnym
rozktadem Gaussa o dowolnym a | 0. Wprowadzamy wtedy
odpowiednie przeskalowanie 5 5 5

2 2_(X1_a) +(X2—(1) +"°+<Xn_a)
X =X"= .
* a w ogolnym przypadku wielowymiarowym, gdy zmienne sg zalezne:

v=X'=X-a'B|X-a

'KADD 21/22, Wyktad 9 2568
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Rozktad t-Studenta

e Zalozmy X,,..., X, sg zmiennymi losowymi pochodzgcymi z rozkiadu
normalnego ar(,, o2)

e Estymator wartosci oczekiwanej (Srednia z proby) to:

_ 1 <
X==-) X,
n ;
a estymator wariancji to:
1 = _
S? = > (X - X)?

n—1 i=1

— " ma rozktad normalny standardowy
o/+~/n (o $redniej 1 i odchyleniu 0)

X—p

« Azmienna S/v/7n | gdzie zastapiliémy odchylenie jego estymatorem
ma rozkiad t-Studenta o n-1 stopniach swobody

* Witedy, zmienna

'KADD 21/22, Wyktad 9 27168



Rozktad t-Studenta

* Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

( ) \/ﬁF(E) 1% \ v— liczba stopni swobody

e Jak widac, rozkiad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem O

* Rozktad dazy do rozktadu
Gaussa gdy v~

e Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla
Gaussa): P(|t|<t)=2F(|t|)-1

'KADD 21/22, Wyktad 9 28/ 68
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Poziom ufnosci

* Rozklady 2 oraz t-Studenta pozwalajg nam wprowadzi¢ pojecie
poziomu ufnosci dla estymowanych wartosci srednich oraz warianciji

* Wartosc¢ srednia z proby %
., : _ . —
- pokazalismy, ze rozkiad t-Studenta ma wielkosc S/m

- mozemy zatem zdefiniowac prawdopodobienstwo wokot wartosci
oczekiwane]

Critical T-value
(depends on
conlidence level)

Standard Error

Distribution of sample means (X)

around population mean (u) ; :}: Tc . S/\/ﬁ f\

\—v—/
Sample Mean th
ﬂr{ﬁter:al \l\ (1 _%) perc entile

Margin of Errar
' \\l/
I |J : o 1 — o
] ] —
’ ) . ’ _j interval L
confidence interval

- oczekujemy, ze nasz wynik (estymowana wartosc srednia z proby)
miesci sie w przedziale wyznaczonym przez poziom ufnosci

- Dla duzych wartosci n mozemy to prawdopodobienstwo estymowac

\ rozkladem normalnym (t-Student - rozkiad normalny) .
KADD 21/22, Wyktad 9 30 /68
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Poziom ufnosci

Sampling Distribution Mean Income p=$32,383 | 0 =$22,874 | N =100
Al -
2
wn
S 3
g SAMPLING
— : DISTRIBUTION
S | m<s$27.845 95% OF SAMPLES YIELD M > $36,921 FOR SAMPLE
£ = 2.5% $27,845 < M < $36,921 = 25% MEANS
A= :
y
0- T l T
$25 521 $27 808 $30,096 $32 383 $34 670 $36 958 $39 245
el : CONFIDENCE
SAMPLE 2 = INTERVALS
SAMPLE 3 : DIFFERENT
SAMPLE ... : SAMPLES
95% OF ALL SAMPLES YIELD 95% CI THAT CONTAINS
KADD 21/22, Wyktad 9 31/68



Poziom ufnosci

* Rozklady y2 oraz t-Studenta pozwalajg ham wprowadzi¢ pojecie
poziomu ufnosci dla estymowanych wartosci Srednich oraz wariancji

 Wariancja z proby n—1

S 2 — estymatyor wariancji

- Mozna, ze rozkiad y2 ma wielko$¢ g*
- mozemy zatem zdefiniowac prawdopodobienstwo wokot wariancji

(n —1)s
Xa/2 X%—O&/2

- oczekujemy, ze nasz wynik (estymowana wariancja z proby)
miesci sie w przedziale wyznaczonym przez poziom ufnosci

'KADD 21/22, Wyktad 9 32168
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* Przykiad: rozwazamy zmienng losowg X opisang standardowym
rozktadem Gaussa (Srednia 0, odchylenie 1). Pobieramy 10-
elementowa probe, uzyskalismy Srednig arytmetyczna: x=0,5

* Jak na podstawie te] jednej realizacji proby (np. wyniku
eksperymentu) mozemy stwierdzi¢, czy pochodzi ona z takiej
populacji? Innymi stowy, naszg hipoteza jest: proba losowa
pochodzi z rozktadu Gaussa o Sredniej 0 i odchyleniu 1

* Procedura weryfikacji hipotezy nazywana jest testem statystycznym

« Jezeli hipoteza jest stuszna (nhasze zatozenie) to wartoS¢ Srednia
(bedaca rowniez zmienng losowa) X ma rozktad normalny ze Srednig
O i odchyleniem std. 1/.10

o} (X)=L o (X)= 12 (X)=

ﬁ‘H
(@)
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Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak na podstawie konkretnej realizacji proby sprawdzic, czy
zatozona hipoteza jest prawdziwa?

- I: musimy ustali¢c pewng wartos¢ prawdopodobienstwa o (zwanego
poziomem istotnosci,z reguly mata wartosc, np. 0,01, albo 0,03,
czy 0,05)

- II: pytamy, czy prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych
wartosci proby jest mniejsze niz o: P(]X]|=0,5)<a

- nhierdwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby préba
pochodzita z rozktadu okreSlonego przez testowang hipoteze -
mozemy ja odrzucic

- prawdopodobienstwo zaobserwowania tego, ze |X| jest duze,
jest bardzo mate, ale takie nam sie trafito — wiec
prawdopodobnie (z prawdodobienstwem 1-a) nhasza hipoteza
nie jest stuszna

- lI: jesli prawdopodobienstwo jest mniejsze niz przyjeta wartosc
prawdopodobienstwa (poziom istotnosci) a, odrzucamy hipoteze na
zadanym poziomie istotnosSci

'KADD 21/22, Wyktad 9 35/68




Weryfikacja hipotez statystycznych

Rozklad wartosci sredniej

= FTest ¥(|X|2X'G)<0€ = et P(Xz=x',)<a
035 np. x',=0,5 O35Fednostronny
0.3 0.3
0.25 0.25F
0.2 02F
0.15 0.15 f— s
0.1 015 =
0.05 0.05F
0; R VAT,

» Jesli (w naszym przyktadzie) wartosSc Srednia znajduje sie w zaznaczonym
obszarze (nazywamy go obszarem krytycznym), to hipoteze odrzucamy

- jesli oczekujemy rozktadu normalnego o Sredniej O i matym odchyleniu
(np. 10), a z proby losowej (konkretny eksperyment) mamy Srednig
1000, to ladujemy w “ogonie” rozktadu Sredniej i na podstawie tej
konkretnej proby odrzucamy hipoteze (ale na podstawie innej préby
moglibySmy zaakceptowac)

'KADD 21/22, Wyktad 9 36 /68



Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku uzywamy innych wielkosci niz Srednia:

- definiujemy jakas (wygodna dla nas) statystyke testowa T (np.
roznice miedzy wynikiem eksperymentu a krzywa teoretyczng)

— ustalamy poziom istotnosci o

- wyznaczamy taki zbior U, ktory okresla obszar zmiennosci
statystyki testowej T, taki ze prawdopodobienstwo znalezienia sie
W nim jest ograniczone wartoscig a: P(T€U)=a

— z pobranej proby wyznaczamy konkretng wartosc statystyki
testowe] T". jezeli znajduje sie ona wewnatrz obszaru krytycznego
U, odrzucamy hipoteze (mowimy: krzywa teoretyczna nie opisuje
wyniku eksperymentu), czyli odrzucamy hipoteze, jezeli T'ev

'KADD 21/22, Wyktad 9 37168



Hipoteza zerowa a hipoteza alternatywna

 Kazde testowanie hipotez zaczynamy od zatozenia, ze nie ma
zwiazku miedzy zmiennymi lub nie ma roznic miedzy
porownywanymi grupami.

Hipoteza zerowa (H,) zawsze mowi o braku zwigzku miedzy
zmiennymi lub o braku roznicy.

* Hipoteza alternatywna (badawcza), H,, stawiana jest przez nas |

dotyczy sytuacji wyttumaczenia zjawiska, kiedy hipoteza zerowa jest
falszywa

- Z metodologicznego punktu widzenia nie jest mozliwe, aby w pefni
udowodnic jej prawdziwosc.

- wystarczy, ze pojawi sie jeden przypadek zaprzeczajacy hipotezie
| staje sie ona falszywa (odnosi sie to rowniez do teorii).

Hipotezy w badaniach falsyfikujemy a nie potwierdzamy.

KADD 21/22, Wyktad 9 38/ 68



Hipoteza zerowa I alternatywna

e Hipoteza moze bycC rozna, przykitady hipotez:

— Sredni wzrost Polakow to 175 cm
- 2% dzieci w wieku szkolnym nie lubi czekolady

— poziom szczescia dwie minuty po zjedzeniu duzej porcji lodow jest wyzszy niz
przed zjedzeniem tejze duzej porcji lodow

« Hipoteza zerowa (H,) to w uproszczeniu taka, gdy nie widzimy réznicy — np.
czujemy sie tak samo po zjedzeniu lodow jak przed
- w przypadku pomiarow, np. wartosc x2 jest mata — teoria opisuje dane

« Hipoteza alternatywa (H,) to przeciwienstwo hipotezy zerowej, ktérg mozemy
zdefiniowac na kilka sposobow, np.:

- np. jest roznica w szczesciu w zjedzeniu lodow (test dwustronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest mniejszy (test jednostronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest wiekszy (test jednostronny)

- w przypadku pomiarow X2 jest duze - teoria nie opisuje danych (test
jednostronny — rozktad X2 jest niesymetryczny)

« Statystyka testowa - to funkcja proby, na podstawie ktorej wnioskuje sie 0
odrzuceniu lub nie hipotezy statystycznej — wielkoSC majgca swoj rozktad prawd.

'KADD 21/22, Wyktad 9 39/ 68
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Test y* dobroci dopasowania

« Mamy N pomiarow g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o,

 Wartosci f;, i=1,2,..., N okreSlajg nam prawdziwy rozktad dane;
wielkosci mierzonej (np. znaleziony poprzez estymacje)

« Dla kazdego pomiaru liczymy wielkoSC u: u= g";f", i=1,2,...,N

i

« Jesli nasza teoria (wartosci f)) jest prawdziwa, to rozktady réznic u,
majq postac standardowego rozktadu normalnego — nasza hipoteza

» Jesli tak, to rozktad y2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkoSc:
o - (9.~ ’

T:Z ”?:Z O,

i=1 i=1 !

* (Subiektywnie) oczekujemy maitej wartosci wielkosci T

« Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegolne roznice u,
przyjmujg duze wartosci (wartosc¢ T jest duza)

« Jak okresli¢ granice zmiennosci T ? Mozna zauwazyc, ze granica ta

jest okreslona kwantylem ;_, , czyliilp(T>y> )=a | |F(x,)=P(X<x,)=¢q
P(X>x,)=1—q
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Test y* dobroci dopasowania

« Podsumowujac, w haszym przypadku musimy dla danej
realizacji proby (wyniku eksperymentu) wyznaczyc¢ wartosc¢
testowa T i porownac ja z odpowiednim kwantylem rozkiadu y2 o
odpowiedniej liczbie stopni swobody:

T>Y%1

* Jezeli ten warunek jest spetniony, to hipoteze odrzucamy (punkty
teoretyczne nie opisujg danych eksperymentalnych na zadanym
poziomie istotnosci)

« Skad wzig¢ kwantyl? Z tablic lub z dystrybuanty:

— 1

1

| Tef —

0.8]

0.70

0.6} /
0.5}

0-45 /

il
}

: s 01:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 220
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Test x* i doSwiadczalny rozktad czestosci

« Mozemy rowniez rozwazac zmienng losowg X, (opisang rozktadem
f(x)) ktorg dzielimy na r przedziatow (histogram): g ,&,,....&,,...,E,

« Calkujac f(x) w przedziatach otrzymujemy prawdopodobienstwo p,
zaobserwowania zmiennej X w danym przedziale (binie):

D= PXEE ff dx sz

« Z pobranej proby o0 liczebnosSci n oznaczamy przez n. elementy lezace
w danym przedziale &,

- Oczywiscie zachodzi relacja: "~ Z”
suma wejsc w poszczegolnych blnach rowna jest liczebnosci proby

* Oczekiwalibysmy (zaktadajgc prawdziwosc f(x)), ze: n.=np,

« Hipoteza: zaktadamy, ze dla duzych wartosSci liczb n, ich wariancja
rowna sie n, (patrz dyskusja o rozktadzie Poissona) i ze rozktad

wielkoSclu: (n—np) _ (n—np) Marozkiad Gaussa
Uy =-— —, lub u;=— :

n; np;
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Test x* i doSwiadczalny rozktad czestosci

« Witedy, suma kwadratow: T= Z u;
 Bedzie miata (dla duzych n) rozk’fad NG

 Jaka jest liczba stopnl swobody’? Z defninicji histogramu mamy
jedno rOwnanie wigzow: | _ Z "

i=1 . . . .
« Zatem zmienne u, hie sg niezalezne, wiec liczba stopni swobody
rowna sie r-1

* Oczywiscie, jezeli dodatkowo estymujemy p parametrow rozktadu na
podstawie pomiarow (wprowadzamy p kolejnych wiezow
uzalezniajacych od siebie wielkosci u.), to liczba stopni swobody
wynosi r-1-p

* Wartosc¢ T porownujemy, tak jak do tej pory, z kwantylami rozkladu y2
0 okreslonej liczbie stopni swobody dla zadanego poziomu istotnosci
o Ty,

e Jesli nierdwnosc¢ jest spetniona — odrzucamy hipoteze
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Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonéw w celu badania oddziatywan
fotonéw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozkiadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku & (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Widzimy, ze rozkfad ten przypomina rozktad Poissona - probujemy zatem obliczyc
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametry rozktadu Poissona (patrz Wykiad 10 [ slajd 13) (1 pkt.)

Narysowac na jednym wykresie punkty pomiarowe i dopasowanie (metodg estymatora najwiekszej wiarygodnosci).
Sprawdzic¢ jakos¢ dopasowania za pomocg testu x2. W tym celu nalezy zaimplementowac funkcje obliczajacy statystyke testowa

(ng — npg)?
X2 zgodnie z wzorem T = E
k

np;

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, npk - przewidywana przez teorie liczba przypadkow w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢ wartosc statystyki testowe;j. (1 pkt.)
Zaimplementowac funkcje zwracajgcg wynik testu x2 na zadanym poziomie istotnosci a

Wykorzystujgc zaimplementowang funkcje zweryfikowac hipoteze méwiaca, ze dane pomiarowe podlegajg rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartosc poziomu istotnosci. Uwaga! Kwanyl mozemy odczytac z policzonej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)
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Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonéw w celu badania oddziatywan
fotonéw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozkiadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku & (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Wid G LU P"““"“S / na - probujemy zatem obliczy¢

estymator najwiekszej wiarygodnosci dla Electron «__Positron A slajd 13) (1 pkt.)
= S ajwiekszej wiarygodnosci).

¢ funkcje obliczajgca statystyke testowg
\.,__ J_,..f

Narysowac na jednym wykresie punkty p
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomod

(”‘k
X2 zgodnie z wzorem T = E

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, nj pbw w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczyc

Zaimplementowac funkcje zwracajgcg w A more energetic
electron-positron pair

owe podlegajg rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartosc¢ poziomu istotndgainis electrun;f' ' bnej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)
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Test y* - przyktad

* Po wczytaniu danych z pliku histogram eksperymentalny wyglada
nastgpujaco (nasza proba losowa): Wynik eksperymentu

« Zakladamy hipoteze: teoria mowi
to jest rozktad Poissona
(“na oko” zresztg tak wyglada)

* Rozktad Poissona ma tylko jeden
parametr (wartosc¢ srednig):

flk)=2 e

0 7 8 9

k

 Musimy go zatem jakosS wyznaczyc z proby losowej — jak?
Na przykiad metoda najwiekszej wiarygodnosci — szukamy
estymatora nieobcigzonego najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej
wariancji — wyprowadzilismy go sobie na Wyktadzie 10:

Przypomnienie - definicja

— = "= _ = g es yma ora o min. Warlancu:
dn — | A 7 S(r)=N —

L ~ N r=K, oK)=5 ['=A(M)(A—2)

=2 k=== (K =) o*(8)=
et A () |A (M)
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Test y* - przyktad

* Czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej wariancji
dla rozktadu Poissona jest srednia arytmetyczna z proby

* Oczywiscie w naszym przypadku mamy histogram, ktory zawiera
jakas catkowitg liczbe wejsc (catka z histogramu nie jest rowna 1),
wobec tego do Sredniej dodajemy wagi w postaci liczby wejsc w
danym binie i Srednia staje sie Srednig Wazonq Z kn,

Z n
* W naszym przypadku wartoS¢ ta wynosi mnie; W|ecej. N ~233

Wynik eksperymentu

* Rysujemy wiec funkcje:

o
=

N

n-p,=n-f(k)= nli‘—e N,gdmen an

» Jak teraz sprawdzic, czy faktycznle
nasza hipoteza jest stuszna?

* Testujemy dobroC dopasowania

'KADD 21/22, Wyktad 9



Test y* - przyktad

. Musimy zatem wyznaczyé wartoscC statystyki testowej T:

T= Z Z (m=npd” 1o 5

=0 npy
* Co dalej’? Zaktadamy poziom istotnosci, na przyktad: «=0,01

* Musimy jeszcze okreslicC liczbe stopni swobody — ile ich jest?
— liczba binow (8) minus 1 minus liczba parametrow (1)
r—1-p=8—-1—-1=6

* Teraz szukamy odpowiedniego kwantyla rozktadu 2 o 6 stopniach
swobody: Ko = aee~16,81

* Porownujemy statystyke z kwantylem: 1=10,51<y;,,=16,81

 Warunek T>x;_. nie jest spetniony, zatem na poziomie istotnosci
«=0,01 hie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
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7/

dwnosci wariancji

(test F-Fishera)
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Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

* Problem: poréwnywanie wariancji populacji o jednakowych
wartosciach srednich

* Przyktad: pomiar tej samej wielkoSci dwoma przyrzadami
pomiarowymi (zaktadamy brak niepewnosci systematycznych — typu
B)

 Pytanie (hipoteza): czy pomiary beda miaty jednakowe wariancje
(czy doktadnosC pomiaru jest jednakowa dla obu przyrzadow)?

e Zaldzmy, ze rozwazane populacje majg rozktad normalny

« Pobieramy proby o liczebnosSci N, i N,
* Dla kazdej Z pobranych prob wyznaczamy WarlanCJe | Ilczymy lloraz

2 2( ) — 1
e Jesli hipoteza 0 réwnosm warlanCJl jest prawdziwa, to iloraz F

powinien by¢ bliski jednosci F~1
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Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

 Mozna udowodnic, ze tego typu wielkos¢ ma rozktad F-Fishera

F(%(fﬁfz))

1
[

f(F)=

f2

[arfelln

1

_fl_l

F2

f4

1+—F

f2

f+f

fi=

N,—1;

f,=N

e Szukamy zatem analogicznie wartosci granicznej okreslajgcej obszar
krytyczny, ktora jest odpowiednim kwantylem rozktadu F-Fischera:

2
Sy
—2>F1_a —0

S

P

e Ostatecznie sprawdzamy zatem warunek:

* To jest test jednostronny, na ogot postugujemy jednak testem
dwustronnym:

51
—>F
52

2
S

Sk

—<>F,_.»(f,.fy),gdzie f to liczby stopni swobody
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Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

e Czyli w praktyce musimy zweryfikowac hipoteze:

2

295y nlf o f)=F "u(f o0 Fi)

Sk
* Indeksy g i k oznaczajg wiekszg i mniejszg wariancje z proby, czyli:
5> S

* Jezeli nierdbwnosc jest spetniona, to hipoteze o rownosci wariancji
mozna odrzucic
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Test rownosci wariancji - przyktad

Numer pomiaru  Przyrzad 1 Przyrzad 2

* Korzystamy z kwantyli funkcji

1 100 97 0,2 0,04 2,86 8,16
2 101 101 1,2 1,44 1,14 1,31 F .
3 102 102 22 484 214 459 — —
4 100 99 0,2 0,04 -0,86 0,73 F9;2(6’9)_F0,9(6’9)_2'51
08 101 1,8 324 1,14 1,31 _ _
g 97 08 2.8 7,84 -1,.86 3,45 F0,1(6:9)—F0,95(6,9)—3-29
00 0 02 0,04 1,14 1,31 X
; 101 o 1,2 1,44 F0,02<6, 9)=F0’99(6, 9):5-61
9 99 0,8 0,64 o
10 100 0,2 0,04 F,.,(6,9)=F,4:(6,9)=6.89
Srednia 99,8 99,86 ’ : ’
Stopnie swobody 9 6 * 1.6<3.29 — nie ma podstaw
o re aae o odrzucenia hipotezy na

F 1,6
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Porownanie wartosci
srednich
(test t-Studenta)




Test rownosci srednich (t-Studenta)

* Problem: poréwnywanie wartosci srednich dwoch préb losowych

* Przyktad: badamy sredni wzrost studentek 1 roku w Warszawie
(populacja X) oraz w Nowym Jorku (populacja Y)

* Pytanie (hipoteza): czy wartosci Srednie obu populacji, na podstawie
pobranych prob losowych, sg jednakowe?

* Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X | Y to te same populacje

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwoch préb losowych z populaciji X oraz Y o liczebnosciach
N, iN,
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Hipoteza: rOwnosc wartosci Srednich z obu populacji: =3

« Zakladamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob maja rozktad normalny z wariancjami srednich:

o' (X)=0(X)/N, o'(Y)=0"(Y)/IN,
* Wariancje Srednich sg estymowane przez estymatory:

2 1 - —\2 2 1 = \2

5y= X—-X sy= > (Y-7)

3 N1<N1_1)j§( ) ' Nl(Nl_l)jZI

Rdznica wartosci srednich z proby rowniez ma rozktad zblizony do
normalnego: A=x-v=c*(A)=c*(X)+o*(7)

Jesli hipoteza jest prawdziwa, wéwczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz A/o(A) powinien podlegac rozktadowi Gaussa
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Test roznic t-Studenta

« Skoro tak, to oczywiscie o°(X)=0"(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako Srednig wazong z dwaoch prob:
2_(N1_1>5§(+(N2_1>5§/
- <N1_1)+(N2_1>
* Wtedy mozemy zdefiniowac estymatory:
N,+N, ,
NN,
 Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-
Studenta z liczba stopnifswobody?

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
sy=S/N, sy=s"/N, s ,=sy+s;=

* ROwnosc wartosci Srednich mozna wiec weryfikowac¢ postugujac sie
testem réznic Studenta

* A/s(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwoch préb. Jej wartosc
bezwzglednag porownujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze).

|t|:|A|:|X_Y|

SA A 1—50(
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Rozk’fad t- Studenta

e Jak widac, rozkiad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem 0

* Rozktad dazy do rozkiadu
Gaussa gdy f -

* Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|t|<t)=2F(|t])-1

« Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci a poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t',=t |,

1-—a
2
. Kwantyle v ‘tl_ga sg stablicowane dla réznych poziomow istotnosci

a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 .
100 97 -0,21 0,04 -3,8 14,44 * Mamy kwantyle

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 1,44 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 3,24 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04 > )

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ —_ 2 05

8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 "

9 99 96 -1,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( 27 —_ t‘0,99’(27} 2 77
11 98 221 4,89 o

12 101 0,79 0,62 —

13 100 0,21 0,04 y to 995(2 7‘ 3 05
14 102 1,79 3,2

15 103 2,79 7,78

16 101 0,79 0,62 ”~ .9—00’(22) 2'to 998< 27) 3,43
17 99 21,21 1,47 -~

18 100 0,21 0,04

Cn g = = ’t0=002(27)— 0909(27)=3,69 5
e w021 008 05 * Hipotezy nie mozna odrzucic

Stopnie swobody 18 9
SN2 43,16 95,6
S2/f 2,4 10,62
SN2 49,1

S”2 Delta 8,18
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Hipotezy zerowa | alternatywna

Btedy | I Il rodzaju
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Hipoteza zerowa I alternatywna

e Hipoteza moze bycC rozna, przykitady hipotez:

— Sredni wzrost Polakow to 175 cm
- 2% dzieci w wieku szkolnym nie lubi czekolady

— poziom szczescia dwie minuty po zjedzeniu duzej porcji lodow jest wyzszy niz
przed zjedzeniem tejze duzej porcji lodow

« Hipoteza zerowa (H,) to w uproszczeniu taka, gdy nie widzimy réznicy — np.
czujemy sie tak samo po zjedzeniu lodow jak przed

- w przypadku pomiarow, np. wartosc chi2 jest mata — teoria opisuje dane

« Hipoteza alternatywa (H,) to przeciwienstwo hipotezy zerowej, ktérg mozemy
zdefiniowac na kilka sposobow, np.:

- np. jest roznica w szczesciu w zjedzeniu lodow (test dwustronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest mniejszy (test jednostronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest wiekszy (test jednostronny)

- w przypadku pomiarow chi2 jest duze - teoria nie opisuje danych (test
jednostronny — rozktad chi2 jest niesymetryczny)

« Statystyka testowa - to funkcja proby, na podstawie ktorej wnioskuje sie 0
odrzuceniu lub nie hipotezy statystycznej — wielkoSC majgca swoj rozktad prawd.
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Statystyka testowa

e Statystyka testowa - to funkcja proby,
na podstawie ktorej wnioskuje sie o BWLITROMAY
odrzuceniu lub nie hipotezy
statystycznej — wielkos¢ majgca swoj r
rozktad prawdopodobienstwa 5

 Z naszej proby losowej il Iy
(eksperymentu) dostajemy jedng LEWOSTROA A V
wartosC — ona znajduje sie gdzies w
tym rozktadzie

e Obszar krytyczny (obszar odrzucen) ”
jest zawsze na koncu rozktadu "“nlll

— jesli hipoteza mowi, ze cos jest

e PRAWOSTROANAVY
rozne — dwustronny

- mniejsze lub wieksze — "
jednostronny H,“'
Hin

« Statystyka testowa ma swoj (rozny)
rozktad zarowno dla H, jak i H,!!!
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Btad | rodzaju

* Btad | rodzaju to taki, gdzie odrzucamy hipoteze zerowa a byta ona
prawdziwa

- H,: poziom szczescia (srednio w populacii) po zjedzeniu duzej
porcji lodow jest taki sam jak przed

- H,: poziom szczescia (srednio w populaciji) sie zmienia

- my na podstawie dosSwiadczenia (proby losowej) zjedlismy lody i
np. przez te okropne wyrzuty sumienia, ze znowu za duzo kalorii ;)
odrzucamy hipoteze zerowa na rzecz alternatywnej

- jezeli w wyniku wielu préb losowych wynika, ze jednak ladujemy w
ogonie rozktadu owego szczescia, to popetnimy witasnie btad
pierwszego rodzaju — bo odrzucilismy hipoteze zerowag, ktdra byta
prawdziwa

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju okresla poziom
istothosci o, stad oczekujemy, by byt jak najmniejszy
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Btad Il rodzaju

* Btad Il rodzaju to taki, gdy nie odrzucimy hipotezy fatszywej

— ma on miejsce w sytuacji, kiedy jednak ten poziom szczescia
przed zjedzeniem lodow i po zjedzeniu sie rdzni. Jesli (Srednio w
spoteczenstwie) te wyrzuty sumienia z powodu zjedzenia
dobrych i smacznych lodow powodujg, ze poziom szczescia
zdecydowanie spada po zjedzeniu lodoéw, a my stwierdzimy (ha
podstawie proby losowej), ze nie ma zadnej réznicy, to wtedy
popetniamy btad Il rodzaju. Nie odrzucamy hipotezy zerowej,
mimo ze jest ona fatszywa.

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu Il rodzaju okreslamy jako [3
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Moc testu

I Moc testu (prawdopodobienstwo, ze prawidiowo odrzucimy hipoteze
zerowa) to 1-B. Inaczej mowigc jest to prawdopodobienstwo
niepopetnienia btedu Il rodzaju.

* Moc testu zalezy od kilku czynnikow:
- Wielkosci proby uzytej w badaniu (im wieksza préba, tym wieksza

moc testu).

- Rzeczywistej wielkosci efektu na tle losowej zmiennosci w
populacii.

- Przyjetego poziomu istotnosci a (miedzy btedem | i Il rodzaju jest

taka zaleznosc, ze jezeli zwiekszamy prawdopodobieﬁstwo
popetnienia danego btedu, jednoczesnie zmniejszamy je dla
drugiego). 3 A

e} rozktad zgodny z Hy

@ rozkiad zgodny z H;,
O blad I-go rodzaju

m biad Il rodzaju

@ moc /

0.3
|

0.0

Gestosé
0.1 0.2
| |

-4 -2 0 2 4

Wartosci statystyki testowej

‘ KADD 21’22, Wykl'ad 9 Rys.2 Relacje miedzy btedem I, Il rodzaju oraz moca



Moc testu

Moc testu:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, o= 0,

gHn

[t HomEmE moc testu dla
hipotezy

( alternatywnej

i

i
G

A4

c
\ btad |-go rodzaju
\
AR ¥ - btad ll-go rodzaju
W '1?;_’ Faculty of Economic Sciences
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Testy statystyczne

LB LYOSTEROW A0y
.
_._d[l-—{— _:-}";__.
A L-?_D_E'Llf.ﬂﬂmy Oﬁ,ﬁz ‘g
DUSTRIN Ay THIOR WARTOSC!

DAVED ETATYSTYW),
TLA L‘_TQI-L?‘:.-H He

vl U
FEST ODRLVCA A4
 ETAPY WERYFIKAC

A, sFoentowa vie

TALDZEL
2. VSTALENVIE Ho 1wy,
3.‘”"55"' STATYSTYyie! TESTOWE]
& .wyade Poxomy 1sTOTAOEC

S,wvz,uﬂr.w,er C8sZARV  KevTyelAEGO
© . 0BLICIEME STATYSTYW/ PODSTA WIE TRO8

¥. pELrzoe

AR
PODSTALMIE O8LICIEA
Q. WeiReMELE Waiosd W

CELE
C,—

BADAMIE ZatOZEA DOTrcrgeyem

SCEDMEGD pPOZicMv CECLY
w PoPui ACT)

® OCENA RCIAICY MiEDLy 2 Gy PAM,

® BADANMIE XalLESvosc:
HMIEDZY CEcuAaan

& POROWNAME ROZickApdw EHIEpvane,,

H IPCTEZY
STATYSTYCZNME

PO2IOM 1STOTAOS L OL

PRALIDO PODORIEALT OO
FOPE+VMIEAM A BREDL T RCDrAIV

ODRIVLEAMIE
PRALDZIWED

1 RODAIV

M ECDEIVYCE A E
FALS2wISE ]

U RevzAIY

MOC

ﬂhﬂu473

FPEALDOPOTO 8| EASTLO
ANEPOPELAAE A1 A
FEDU T ROTATV

BtED

W, T ﬂﬂ:—ih =

P-VALVE

—

PRAWDOFODO B E A/ STLIO
KVUHULATY WAE b YL QSO LR

Facey TAKIED  fuB BACDZIET
SeRAIVED JAu ZACBSERWICIIAALA
PRIy XAto¥EaV | ZE Ho

JEST Foaispriuda.

= WARTOSC P

CO TO?

S Lol ERDZEAVE
POTYCI4 CcE
BCl it AT
POFPULACD]

HIPOTEzZA

H. €ERoW4

NIE HA QE;ZIA-.'(J.- A_:E ) I"“"'A
5T @diavca F*
A

WAZNE P

PRZYIECIA 4Lg CUDRZUCEA14

HiPoTEZY AIE szE.a'y

UTCZSAMI AL
XE STLNE RD2EA £ 14,

ZE MHIPOTE2A YEsT

FeAwDzIwA L,.g FAEtSZy Ll A4,

'KADD 21/22, Wyktad 9

68168



®
—
S
V

Rl g ] R o,
| TR ey e

iy

T T Y - A0 e S -

I Iv IE A Fi.. oo PR

= [N W i g e FEE s e

T Vi WA e T, = e

B LU - S .ﬂh?}o ' ﬂ o

B AR 0T A R ey I, =

A Ll [N - F- - R - AT R .. EEsT

| S L FoaF. e 7 P T S R —

TR VY AT A AT F.&.T..uliaw;ﬁi
| P/ Y 7 R - ] E7E

L B . W ;.Eﬂ. R
E -—I___ i,giﬂi




	Slide1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide1

