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Propagacja niepewnosci
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Zamiana zmiennych

“+ Na poprzednich wykladach zauwazylismy,
ze dowolna funkcja zmiennej losowej X
jest takze zmienna losowa.

)

Y=H(X)

« Pytanie: jaka jest gestos¢ 90)
prawdopodobienstwa g(y), jezeli znana
jest gestosc¢ prawdopodobienstwa f(x)
| oczywiscie funkcja Y=H(X)?

- dla infinitezymalnie matego przedziatu
zmiennosci prawdopodobienstwa sa _
TOWNE. f(x)dx=g(y)dy pochodna funkcji Y =H ( X)) X

- Z tego wynika: dx

dy

f(x)

dy pochodna funkgji X:H_l(Y)
“

|4

dy

dy

I dx dx =

dy =

- zatem rozktady sg powigzane: g(y)=

4131
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Zamiana zmiennych

e \Warunki:

- funkcja Y=H(X) musi by¢ wzajemnie
jednoznaczna (musi istniec¢ funkcja odwrotna)

- funkcje wieloznaczne (np. y=+(x))
rozpatrujemy oddzielnie — tylko te czesci,
ktore sg dodatnie y=++(x)

- rozktady sg unormowane:

Iog(y)dy=zf(><)dx=1

)

o) A !
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Zamiana zmiennych - przyktad szczegdolny

* Pytanie: mamy zmienng losowg X opisang rozkladem
jednorodnym f(x)=1 na przedziale od O do 1. Jaka bedzie postac
funkcji Y=H(X), aby otrzymac zadany (znany) rozktad g(y)?

- metoda odwracania dystrybuanty f(x)dx=g(y)dy
gdy f(x)=1=dx=g(y)dy=dG(y)

g(y)ZG (y) dystrybuanta
[ ax=] dG(y)
x=G(y)/ musi istnie¢
“90) y=G'(x)=H(x)

'xmin:G<ymin>’ ‘xmax:G(ymax)

-1 -1
ymin:G <O>’ ymax:G (]‘>
Czyli: liczymy dystrybuante x=G(y)
a nastepnie funkcje odwrotng y=G*(x)

Zmienna losowa X po transformacji
0 7 X Y=G'(X) ma rozkiad g(y)

'KADD 2022, Wyktad 4 6131



Zamiana zmiennych - przypadek 2D

 Mamy dwie zmienne losowe X i Y, dokonujemy zamiany
zmiennychna Ui V:

(X,Y)>(U,V) U=U(X,Y) V=V(X,Y)
» Szukamy funkcji J (jakobian): yA
oluv)=1 o 2

u,v
e Jakobian mozna wyrazic:

0xX Oy
A=l w122 0| guay =20 aug
(B % T ok 0y SRR FVRY R
Xe el lov  av
xbzx(u,v)+—xdv ybzy(u,v)+g—ydv
V V
x,=x(u v)+@du y(::y(u,v)+ﬂdu
u ou
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* W ogolnym przypadku, dla n zmiennych:

ox, 0x, ox,
dy, 0y, dy,
Y,=Y,(X) L) 90 ox Ox,
Y,=Y,(X) gly)=\J % f(x) J;:a)b 0y, 0y,
Y =Y (X) ox, 0x, o0x,
0y, 09y, 0y,

'KADD 2022, Wyktad 4 8131



Zamiana zmiennych - przypadek 2D
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f(x.y

N DOkonujemy Zamiany
zmiennych:

Ll(X 3y>:X+ y

)=1/(2-a).Ixl+[yl<a

e y)mry

L

11111
* Otrzymujemy g(u,v):

X, )
u,v

l =

_f(x y)=1/(4-a’]|u

vl<a

9731



Zamiana zmiennych - przypadek 2D

- O

N
Hw

f(x,y): 2,\/x2+yz<R
JU
* Dokonujemy zamiany
zmiennych (do wsp. bieg.):

rix,y)=Vx’+y*> x(r,¢)=r-cos¢

—

<|><x,y>=arctg§ y(r,¢)=r-sing

* Obliczamy jakobian:

0 X

=Cos ¢ a—y:simq)

or or
0 X .
50 =—r-sin¢ a—yzr-cosq)

X,y
r,¢

J :r-cos2¢+r-sin2¢:r

* Otrzymujemy g(r,0):

g(r,o)=f(x,y) fé’ =

r

J
7t R?
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Transformacje liniowe
Propagacja niepewnosci




Transformacje liniowe

. Najczesciej, ze wzgledu na prostote, postugujemy sie
transformacjami liniowymi (inne transformacje najczesciej
aproksymujemy liniowymi, rozwijajac na szereg Taylora)

- funkcje y=(v,,v,,...,Y,) sa liniowymi funkcjami zmiennych

Yi=a+t, X+, X+ o+, X, X=(X,,X,,..,X,)

V. =g+t X 4+t X4 +t. X Jest to przypadek ogolny -
22— b1 &1 lndy anm zmienne X nie sa niezalezne
(istnieja kowariancje)

Y =a+t, X+t , X, +. .+t X,
Mierzymy posrednio wielkosc
(wielkosci) fizyczng Y, ktéra zalezy
od wielkosci fizycznych X

, 2 : _ mierzonych bezposrednio, ktore
* Wartosc oczekiwana Y. g(y|=9y=T x+a nie sa niezalezne od siebie.

(Y-3)(¥-3)]
(TX+a—T&—a)(TX+a—Tx—a)"|

* W zapisie macierzowym: y=T X+a

* Macierz korawiancji Y: C,=

'KADD 2022, Wyktad 4 1231



Propagacja niepewnosci

e Zaldbzmy, ze znamy pewne wartosci oczekiwane (wyniki
pomiarow) x; oraz ich niepewnosci o(x,) i kowariancje cov(x,x;).
Szukamy niepewnosci funkcji: Y(X)

 Jesli niepewnosci sg mate, to mozemy dokonac rozwiniecia na
szereg Taylora wokot wartosci oczekiwanych:

0y,

o0 X

n

(X, —%,)+...+ (X, —X )+wyrazy wyzszego rzedu

A

X=X

— W notacji macierzowej: y=y (x)+T(X—&)+wyrazy wyzszego rzedu

- gdzie: oy, oy, oy,
Oox, Ox, ox,
Oy, OYy, oy,
I'= Oox, Ox, ox,
oy, Oy, oy,
Ox, Ox, OX |x—%

'KADD 2022, Wyktad 4 | 13 /31



Propagacja niepewnosci

* Niepewnosci Y to elementy diagonalne macierzy kowariancji:
C,=TC,T'

- Jak widac, zalezg one nie tylko od elementow diagonalnych
macierzy C,, ale rowniez od jej elementow pozadiagonalnych

- tylko i wytacznie jezeli wszystkie zmienne X sg niezalezne, tj. ¢;=0,
dla iZj mozemy zapisac: r
Gz(Yi):Z i

~ 1 O0x.
j=1 J
— co0 daje nam prawo propagacji niepewnosci znane z Wyktadu 1.

o(yi>=\/i 0Y:

i=1\9X;

2

o’(X;)

(x)

'KADD 2022, Wyktad 4 1431



Znaczenie macierzy kowariancji - przyktad

* Mierzymy w uktadzie kartezjanskim wspotrzedne punktu (x,y).
Pomiary X | Y sg niezalezne. Z jakiejs przyczyny (np. w celu
porownania z przewidywaniami teoretycznymi) potrzebujemy
jednak wynik we wspotrzednych biegunowych.

e Z powodu np. innego przyrzadu pomiariowego pomiar daje
trzykrotnie wiekszg niepewnosc¢ wspotrzednej Y niz Y.

* Wtedy macierz kowariancji moze wygladac np. tak: ny:(é 8)
* Dokonujemy tranformacji na wspotrzedne biegunowe:
r(x,y)=v x4y’ 0(x,y)=arctg> x(r,¢)=r-cos¢ y(r,¢)=r-sin¢

y
* Policzmy macierz transformacji (dla prostoty — w punkcie (1,1))

or or x oy L L 1 1
T—|O0x Qy|_| T ro_|v2 W2 TT:\/E 2
00 O¢| \_y x| |_1 1 1 1
Oox Oy re r 2 2 ﬁ 2

KADD 2022, Wyktad 4 15/ 31



‘Znaczenie macierzy kowariancji - przyktad

* Macierz kowariancji dla zmiennych biegunowych:

11 11 s A
2
c =rc_r'=| V2 V2|10 V2 = V2
' " o1 o9t 14 s
2 2 V2o 2 (V2 2
* Widzimy, ze nie sa one niezalezne
4
* Liczac w druga strone: C.,=|, ¥
2 2
 Pozadiagonalne elementy ., ., . 1
macierzy kowariancjisa T'=|., & =f§§f;) }1;21:42') =" 1)
BARDZO WAZNE womhe s alls
- = 1 -1
ny:TICwTIT:ﬁ = g E ﬁ:((1) 8)
\/j \/i 2 _]. ].
ZLE! gdyby uwzglednia¢ tylko diagonalne = -1l/5 o|[L = (5 o
niepewnosci sg zupetnie inne — ny:T'Cr¢T'T: E 1 (0 5 2 :(O 5)
N 2/\—=1 1
16 /31
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Liczby (pseudo)losowe

* Do tej pory zajmowaliSmy sie jedynie opisem
zmiennych losowych (ich witasciwosci) — nie
zajmowalismy sie tym, jak je otrzymac

* W rzeczywistym eksperymencie pobieramy
probe losowa (o tym pdzniej), gdzie zaktadamy,
ze one pochodzg z danego rozktadu

* Metoda otrzymywania liczb losowych moze
pochodzi¢ z badania zjawiska fizycznego (np.
rozpad promieniotworczy, szumy fal
elektromagnetycznych)

* Liczby takie mozemy wygenerowac rowniez w
komputerze — trzeba jednak pamietac, ze taki ciag
bedzie ciggiem pseudolowym, gdyz komputer
cechuje sie zachowaniem deterministycznym
(mozna wiec te liczby “przewidziec”)

* Metody analizy danych z wykorzystaniem liczb
(pseudo)losowych nazywamy metodami Monte
Carlo

'KADD 2022, Wyktad 4 18 /31



Generatory liniowe kongruentne

 Komputer, urzadzenie determinisityczne, moze generowac tylko
liczby pseudolosowe

- kolejna generowana liczba jest funkcja liczb wczesniej
wygenerowanych

* Generator liniowy kongruenty (LCG — Linear Congruential
Generator):

xj+1:(a-xj+c)modm

- LCG generuje okresowy ciag liczb (po jakims czasie powtarza sie)
- m — maksymalna dlugos¢ okresu generatora (szczegoty — Brandt)

* Multiplikatywny generator liniowy kongruenty (MLCG —
multiplicative linear congruential generator), c=0:

X =(a x;)Jmodm

- szybsze od LCG, ale nigdy nie dajg wartosci O | majg krotkie
okresy

'KADD 2022, Wyktad 4 19 /31



Jakos¢ generatoréw losowych

* Najdtuzszy okres nie jest jedyng porzadang cechg generatora

* Wazniejsze jest, aby liczby nastepujace po sobie wystepowaty
W sposoOb jak najbardziej “przypadkowy” - w tym celu
wykonujemy tzw. test widmowy:

- wykonujemy dwuwymiarowy wykres (sie€) par: (x,,x,,,)
- obsadzamy m z m? weztow

— szukamy prostych tagczacych obsadzone wezly sieci, a nastepnie
wybieramy najwiekszg z odlegtosci d miedzy nimi

- jesli odlegtosci miedzy sasiednimi prostymi sg podobne -
jednostajny rozktad weztoéw sieci (tego oczekujemy!)

- oczekujemy, ze: g ~m "
~ jesli parametry a i m sg Zle dobrane, to: d s m "2

'KADD 2022, Wyktad 4 20 /31



Jakos¢ generatoréw losowych

* Najdtuzszy okres nie jest jedyng porzadang cechg generatora

* Wazniejsze jest, aby liczby nastepujace po sobie wystepowaty
W sposoOb jak najbardziej “przypadkowy” - w tym celu
wykonujemy tzw. test widmowy:

- prawy — poprawny (dobre parametry), lewy - niepoprawny

m=113,a=6 m=113,a=12
: 1 S t I
% 5 X L
0.9 . 0.9
0.85 N 0.8
0.7 ° 0.7
0.6 0.6F
0.5 0.50
0.4 0.4
0.3 0.35°
- o o -
0.2F° . o o 0.2F>
-° o @ © -
0.1= _ o o o 0.1 ]
n?lllllll |||||||||||||IPI|||||||C:|||||||?||||||| m—1/20:||||||||||||||||||||||||||\ﬂ|||||||||||||||||||
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ‘[I j 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X xi
4>
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Jakos¢ generatoréw losowych

* Najlepsze wyniki (dtugie okresy) mozna otrzymac taczac ze sobg

kilka (np. I) generatorow liniowych (o réznych parametrach)

2 O (1)

* Ich maksymalny okres wynosi wtedy: p

113,a,=12, m, = 131, a,= 17

m,

113,a,= 12, m,= 131, a,= 17

m,
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Generacja liczb
(pseudo)losowych metoda
transformay rozktadu

jednorodnego
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Transformacja rozktadu jednorodnego

. To juz wiemy :) Metoda z odwrotnoscia dystrybuanty

* Transformacje rozktadu jednostajnego mozemy wykorzystac do
generowania liczb losowych o skomplikowanych gestosciach
prawdopodobienstwa f(x)dx=g(y)dy

gdy f(x)=1=dx=g(y)dy=dG(y)
g(y)=G'(y)
[ ax=]ac(y)
x=G(y) musi istniec¢

/
y=G"'(x)=H(x)

dystrybuanta

'xmin:G<ymin>’ ‘xmax:G(ymax)

ymin:G_1<O>’ ymax:G_1(1>

Czyli: liczymy dystrybuante G(y)
a nastepnie funkcje odwrotng G'(y)

Zmienna losowa X po transformacji
0 1 X y=G"(x) ma rozkiad g(y)

'KADD 2022, Wyktad 4 24131
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Metoda (akceptacji) von Neumanna

* Metoda generacji liczb metoda odwrotnej dystrybuanty
ma swoje ograniczenia — dystrybuanta musi byc¢
znana (I by¢ funkcjg wzajemnie jednoznaczng), czyli
musi istniecC funkcja odwrotna

* Metoda (akceptcji-odrzucen) von Neumanna wymaga
znajomosci jedynie gestosci prawdopodobienstwa i
pozwala na otrzymanie liczb z
praktycznie dowolnego rozkiadu

e Jak to dziata?

— generujemy pare liczb z rozktadu
jednorodnego: (y,,u;)

—_ S p raWd Zamy, Czy ul < g ( yl ) | ;estosc prawdopodobienstwa |

- Jesli warunek jest spetniony,
akceptujemy liczbe y,

jesli nie - odrzucamy

KADD 2022, Wyktad 4
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Metoda von Neumanna - definicje

 Geometryczny opis metody von Neumanna:

chcemy wygenerowac liczby losowe opisane gestoscig g(y) w
przedziale: a<y<b

rozwazamy krzywa: u=g(y) oraz funkcje statg: u=d,d=>g,,,

losujemy z rozktadu jednorodnego liczby (y.,u ), ktore spetniajg
warunki: a<y,<b, 0<u,<d

jak tatwo zauwazyc, nasze punkty uktadajg sie w prostokacie na
ptaszczyznie (y,u)

odrzucamy wszystkie punkty spetniajgce nierownosc: y.>g(y.)
pozostajg jedynie punkty potozone pod krzywa: u=g(y)
zaakceptowane wartosci y, podlegajg rozktadowi g(y)

 Wada metody: w zaleznosm od ksztattu funkcji g(y), znaczna czesc

liczb y. jest odrzucana f aly

* Wydajnosc metody: E=-

)dy

(b—a)d

'KADD 2022, Wyktad 4 28 /31



Metoda von Neumanna - przypadek nD

* Metode von Neumanna mozna uogolni¢ na wiele wymiarow:
- mamy funkjce gestosci wielu zmiennych: g(y, ¥, - ¥.)
- generujemy zbiér liczb z rozktadu jednorodnego: (y; v, ..., y,,u')
- dla kazdego i sprawdzamy warunek akceptacji: u'<g,..(¥} ¥ > ¥5)

- akceptujemy lub odrzucamy caty zestaw wygenerowanych liczb
dla danego i

* Kilka uwag do metody von Neumanna:

- za jej generowac mozemy liczby z dowolnego, nawet bardzo
skomplikowanego rozktadu

- rozktad (czy w ogdlnosci funkcja) g(y) nie musi by¢ nawet

unormowany
- Mmetode te mozna stosowac do obliczania catek oznaczonych:
J g(y)dy b
= g - Nzaakceptowane I :f g (y) dym ]Z\Cllakceptowane (b . a) d
(b o (1) d N wszystkie a wszystkie

'KADD 2022, Wyktad 4 29 /31



Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

| Metoda von Neumanna |

genn
Entries 241632

* Wydajnosé metody von Neumanna o 2., O

Integral 2.416e+05

mozna poprawic, jesli odpowiednio
zawezimy obszar losowania:

4000 1=

\

— wprowadzamy funkcje pomocnicza
s(y), z ktorej “tatwo” wygenerowacé

2000

<«

Zmlenne IOsowe (np. metOdq | C 02 04 06 lo.s ST 12 14 e e:f.s y'
odwrotnej dystrybuanty), i ktora : b o
spetnia warunek: g(y)<c-s(y), a<y<b il

10000 [

- generujemy liczbe losowa y, z
rozktadu s(y) na przedziale a<y.<b

oraz liczbe u, z rozktadu / L //

0 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

jednorodnego na przedziale o<u.<1 I T R R

[ Metoda von Neumanna z f. pom. |

genn
Entries 241632 |

= E Mean 0.7746

- odrzucamy liczbe y, jeZeIi:ui>M o, 0
C.s(yl) 12000

Integral 2.416e+05
10000‘

b /
f g ( y ) dy 8000 =§3§:.‘
a "

BT ,
cJ,s(y)dy
'KADD 2022, Wyktad 4 j

— wydajnos¢ metody:
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Zapis liczb w komputerze

* Najmniejsza jednostka informacji — bit (O lub 1), system
dwojkowy)

* Przyktad:
213=1*128+1*64+0*32+1*16+0*8+1*4+0*2+1*1=>011010101

* Ogolnie — k-1 bitow - wartosc bezwzgledna kodowanej liczby,
1 bit - znak. Wartosc¢ bezwzgledna:
(k—2)2k—2 )

a=a +a(k_3)2k_3+...+a(1 21+a(0)20

W komputerze zapisujemy liczby za pomoca bajtow
sktadajgcych sie z 8 bitdw (najmniejsza adresowalna jednostka
pamieci)

* Wspoiczesnie komputery pracujg na (16), 32 i 64-bitowych
liczbach

* Liczby bez znaku przyjmujg wartosci od 0 do 2!, zas liczby ze
znakiem od -2k1 do 2k1-1
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Zapis liczb w komputerze

* Liczbe zmiennoprzecinkowg zapisujemy jako:
x=(—1)*m-b°

* Gdzie: m — mantysa (czes¢ utamkowa liczby), b — podstawa, ¢ —
wyktadnik (albo “cecha”, czesc catkowita liczby), s — bit znaku

« Komputery zapisuja liczbe z b=2, notacja naukowa to b=10

* Do zapisu liczby zmiennoprzecinkowej wystarczy zatem
znajomosc dwoch liczb catkowitych

* Przyktady:

110(Fp2) 0:875¢10) = 0. T 2)
=0 L=(-1)"-1,11(5 201
= 0010(yp) = 2 = —1=1111y
m=1,110p, = 13 m=1,110z
L=(-1)0-12.22 =74, 0,875(109) = 110(£p2)
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Zapis liczb w komputerze

e Zakres zmiennosci liczb zmiennoprzecinkowych:

2Cmin< |X|< 2Cmax

* Dwie liczby zmiennoprzecinkowe sa rozne, jezeli ich mantysy
roznig sie o minimalng wartosc o
Ax o 2°

x,=m-2°,x,=(m+0)-2°,Ax=x,—x,=0.-2°, ——~=%=="=27"
n
X m 2

* Przykitad — typy danych w jezyku C++:

Char 8 (1byte) -128 t0 -127

unsigned char 8 (1byte) 0 to 255

signed char 8 (1byte) -128 to -127

int 32 (4bytes) -2,147,483,648 to 2,147,483,647
unsigned int 32 (4bytes) 0to 4,294,967,295

signed int 32 (4bytes) -2,147,483,648 to 2,147,483,647
shortint 16 (2bytes) -32,768 to 32,767

unsigned short int 16 (2bytes) 0 to 65,535

signed short int 16 (2bytes) -32,768 to 32,767

long int 32 (4bytes) Sama as int

unsigned long int 32 (4bytes) Same as unsigned int

signed long int 32 (4bytes) Same as signed int

float 32 (4bytes) 3.4E-38 to 3.4E+38

double 64 1.7E-308 to 1.7E+308

long double 80 3.4E-4932 to 1.1E+4932

bool N/A true or false
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