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Test y* - przyktad ponownie

Metoda najmniejszych
kwadratow
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Test ¥’

Wyobrazmy sobie, ze rzucamy monetg 100 razy (N=100).

Prawdopodobienstwo uzyskania orta lub reszki wynosi 50%, a wiec wartosc
oczekiwana wyglada nastepujgco:

_ Orzet Reszka

50 50

My jednak otrzymalismy: 52 orty i 48 reszek.

Czy nasze wyniki sg zgodne z modelem teoretycznym (wartoscig oczekiwang)?
W celu sprawdzenia przeprowadzamy test chi kwadrat

KADD 21/221, Wyktad 12 4141



Test ¥’

o —y(0-E)
PRZYKLAD 1 - RZUT MONETA E

* %2 -warto$é statystyki ‘chi kwadrat’
O - czesto$¢ obserwowana - (observed frequency)

OBLICZAN I E CHI KWADRAT = KRO KI E - czestos¢ oczekiwana - (expected frequency)

1) Odejmujemy oczekiwane frekwencje od obserwowanych

2) Podnosimy do kwadratu

3) Dzielimy przez wartosc¢ oczekiwang

4)Liczymy stopnie swobody ( w tym wypadku liczba kategorii (orzet/reszka) -1)

Orzet Reszka Suma
52 48 100 i
Chi kwadrat = 0,16
2t L 2L rownanie
£ 2 d Df = 21 1 wiezéw
4 4 0
2 biny! /
4/50=0,08 n=n,+n,
4/50=0,08 0,16 100= 48+52
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Test y* dobroci dopasowania

Porownujemy nasz wynik z wartosciami krytycznymi rozktadu chi kwadrat
(odcinajgcymi obszar krytyczny oznaczany przez alfe, tj. obszary
odrzucenia/nieodrzucenia) odpowiadajgcym liczbie stopni swobody i
poziomowi prawdopodobienistwa z jakim chcemy wnioskowac.

Tablica wartosci krytycznych dla wartosci chi kwadrat

nfa 0,995 0,99 0,98 0,975 0,97 0,96 0,95 0,9 0,1 0,05 0,04 0,03 0,025 0,02 0,01 0,005
1 0,0000 0,0002 0,0006 0,0010 0,0014 0,0025 0,0039 0,0158 2,7055 33415; 4,2179 4,7093 5,0239 35,4115 6,6349 7,8794
2 0,0100 0,0201 0,0404 0,0506 0,0609 0,0816 0,1026 0,2107 4,6052 . 5,9’915 6,4378 7,0131 7,3778 7,8240 9,2103| 10,5966
3 0,0717 0,1148 0,1848 0,2158 0,2451 0,3002 0,3518 0,5844 6,2514 7,8147 8,3112 8,9473 9,3484 98374 11,3449| 12,8382
4 0,2070 0,2971 0,4294 0,4844 0,5351 0,6271 0,7107 1,0636 7,7794 9,4877| 10,0255| 10,7119| 11,1433 11,6678| 13,2767 14,8603
5 0,4117 0,5543 0,7519 0,8312 0,9031 1,0313 1,1455 1,6103 9,2364) 11,0705 11,6443 12,3746] 12,8325| 13,3882| 15,0863 16,7496
[ 0,6757 0,871 1,1344 1,23713 1,3296 1,4924 1,6354 2,2041| 10,6446| 12,5916 13,1978 13,9676] 144494 15,0332( 16,8119| 18,5476
7 0,9893 1,230 1,5643 1,6899 1,8016 1,9971 2,1673 48331 12,0170f 14,0671| 14,7030| 15,5091| 16,0128| 16,6224| 18,4753 20,2777
8 1,3444 1,6465 2,0325 2,1797 2,3101 2,5366 2,7326 3,4895| 13,3616| 15,5073| 16,1708| 17,0105{ 17.5345| 18,1682| 20,0902 21,9550
9 1,7349 2,0879 2,5324 2,7004 2,B485 3,1047 3,3251 4,1682| 14,6837| 16,9190| 17,6083| 1B,4796| 19,0228| 19,6790 21,6660| 23,5894

10 2,1559 2,5582 3,0591 3,2470 3 A1 3,6965 3,9403 4,8652) 15,9872| 18,3070 19,0207 19,9219 20,4832 21,1608 23,2093| 25,1882
11 2,6032 3,0535 3,6087 3,8157 3,9972 4,3087 4,5748 5.0778| 17,2750 15,6751| 20,4120| 21,3416 21,9200 22,6175 24,7250 26,7568
12 3,0738 3,5706 4,1782 4,4038 4,6009 4,9385 35,2260 6,3038| 18,5493| 21,0261 21,7851| 22,741B| 23,3367 24,0540| 26,2170| 28,2995
13 3,5650 4,1069 4,7654 5,0088 5,2210 5,5838 5,8919 7,0415| 15,8119] 22,3620| 23,1423 24,1249| 24,7356 254715| 27,6882 29,8195
14 4,0747) 4,6604 5,3682 5,6287 5,8556 56,2426 6,5706 7,7895| 21,0641| 23,6848| 24,4855| 25,4931| 26,1189 26,8728 29,1412| 31,3193
15 4 RNNG £ 2701 L QRAQ £ 27 f LN1? f Q127 7 2600 fcaral 72 w71l Jacaecel A2l 26 maTal 27 assal o 2cakl  an g7PAl 22 AMMR

(...) 0,16<3,8415 - nie ma podstaw

do odrzucenia hipotezy zerowe;

KADD 21/221, Wyktad 12 6141
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Metoda najmniejszych kwadratow

* Jedng z najwazniejszych metod estymacji parametrow jest
zaproponowana przez Legendre'a | Gaussa

 Metoda ta jest szczegolnym przypadkiem ogolniejszej metody
najwiekszej wiarygodnosci (mozna jg z niej wyprowadzic)

e Zatozenia:
- wynik pomiaru y; przedstawiamy jako sume nieznanej wielkosci x
oraz niepewnosci pomiarowej €. y,=x+e,

- dobieramy wielkosci g, tak, aby ich suma kwadratéw byta
najmniejsza: &= (x—y,[=min

 Metoda ta moze bi/é rowniez uzyta, gdy wielkosci y; nie sg wprost
zwigzane z x, lecz sg to na przyktad kombinacje liniowe (lub
nieliniowe) wielu zmiennych x,, x,, ..., x

n

* Warto przejrzec rozdziat o MNK w podreczniku Brandta, gdzie
jest to wszystko bardzo doktadnie omowione

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 8141



Pomiary bezposrednie

Przedstawione wyzej zatozenia to najprostszy przypadek pomiaru
bezposredniego o rownej doktadnosci

Wykonujemy n pomiardéw nieznanej wielkosci x (np. diugosc stotu).
Wyniki pomiarow obarczone sg niepewnosciami g; o ktorych
zaktadamy, ze opisane sg rozktadem normalnym z wartoscig srednig
rowng zeru:

Yyi=Xx+e; E(e,)=0 E(e;)=0"

J

Zatem prawdopodobienstwo uzyskania wartosci y; jako wyniku
pojedynczego pomiaru (wewnatrz matego przedziatu dy) wynosi:
f.dy= exp (yj—x)z
! oV2m 20°
Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci (dla n pomiarow):
1 > Zn: (y,—x)*+const
207 =1

Oczywiscie, szukamy maksimum funkcji (warunek wiarygodnosSci)

dy

[=—

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 9/41



Pomiary bezposrednie

 Mozemy zauwazyc¢, ze warunek ten jest rownowazny warunkowi
(najmniejszych kwad ratéw)'
M = Z ZZZ e?zmin
W tym przypadku estymatory

?Z)_’:EZ Y; o’(y)=0"In
e W ogélniejszim przypadku, gdy mamy rézne doktadnosci wynikow
pomiaru o;:
Yi=Xx+e€; E(e.)=0 E(e?)zcs?:l/gj

J

« Wowczas warunek najmniejszych kwadratow wymaga
dodatkowej wagi: (y— ; o
_Z N T Zgj :Z gj J_:min
j=1

J

« Wtedy estymatory: Z g,

X== o’ (X)=

Zgj
i=1

N
I
=
|

>

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 10 / 41



Srednia wazona z pomiardéw o réznej doki.

e Spodziewamy sie, ze wielkosC €=Y,—X ma rozktad normalny z
wartoscig srednig O | wariancjg o

* Oczywiscie wtedy wielkoS¢ &/c. ma standardowy rozktad Gaussa

 Co to oznacza juz dobrze wiemy, suma:

 Ma znany juz nam rozktad 2
0 n-1 stopniach swobody

=<
|
™
o
™-
:<
Il M

* Przyktad: Srednia wazona z pomiaréw o roznej doktadnosci

- obliczamy wartoSc state| ficzycznej (np. masy neutralnej czastki K)
poprzez Srednig wazong otrzymang w réznych grupach

ksperymentalnych
eksperymentainyc M =7,2,liczba st. swob. n=4—1=3,0.=0.05, % 9s=7,82

4
X=>. Y’gj=497,9 J Y, S g=1o" vg y,—X (}’1_5‘)291
=1 9, 1 4981 04 6.3 30380 02 0.3
e 2 497.4  0.33 10 49744 -0.46 2.1
u(X)=vo’(X)= | 3 4989 05 4 19956 1.0 4.0
I 4 4974 05 4 1989.8 046 08
= ;91 =02 15 24.3 11997.8 7.2

KADD 21/221, Wyktad 12 11/ 41



Srednia wazona z pomiardéw o réznej doki.

nr pomiaru Y] sigma_| sigma_j"2 g_] gjxj Y j—tildex e2 e2*gj

1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
3 89,8 1,9 3,61 0,28 24,88 -9,01 81,15 22,48
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,5 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
6 107.,4 2,5 6,25 0,16 17,18 8,59 73,81 11,81
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53
sum(g_j) 2,18
llo$¢ pomiaréw 10 sum(x_jgj) 215,12 M
tilde x 98,81

iideepsion | 046, * Przeprowadzajac test y2 na
M widzimy, ze hipoteze
} } nalezy odrzucic:

~115
>

10
105

100
Kwantyle:

Xoo(9)=14,7
X(2),95<9):16’9
X(2),99<9):21:7

95

90

85




Przyktad - odrzucenie pomiarow

nr pomiaru Y] sigma_| sigma_j"2 aj gjxj VY_j—tildex e2 e2*gj

1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
()
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,5 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
|0
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53
sum(g_j) 1,74
llo§¢ pomiaréw 10 sum(x_jg_j) 173,06 M
tilde x 99,45 ] .
tide epsiion | 057 | * Odrzucajgc pomiary
115

najbardzie] odbiegajace od
Sredniej mamy wynik
spetniajacy test y2:

110
105

100
Kwantyle:

Xoo(7)=12,02
Xg,95(7): 14,07
X(2),99(7): 18,47

95

90

85

an I I I | I I I | I I I | I I I | I I I | I




Pomiary posrednie - przypadek liniowy

Rozwazymy teraz bardziej ogolny przypadek wielu (r) nieznanych
wielkosci x. (i=1,2,...,r) mierzonych posrednio

Interesujgce nas wielkosSci fizyczne x nie podlegajg pomiarom
bezposrednim, mierzymy natomiast liniowe kombinacje wielkosSci x,

mierzonych juz bezposrednio wielkosci n;.

N,=Pjot D1 X +Pjp Xy .t P X, i=1,2,...,n wielkosci mierzonych
77777 bezposrednio

Dla uproszczenia rachunkow, mozna to zapisac inaczej:
fj:nj+aj0+aj1x1+aj2x2+,.,+ajrxr:()
f_,‘:nj+aj0+aij:0

W postaci wektorowey: a.=|9
j=1,2,...,n

Jesli wszystko zdefiniujemy wektorowo:

. a a .. da
T]J.l a, 11 12 1r f='r]+aO+Ax:O
n= Nj2 a,= o A=|921 dxn - Ay
Njr
! a,, d,; dyp - Ay

KADD 21/221, Wyktad 12 1441
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

Rozwazymy teraz bardziej ogolny przypadek wielu (r) nieznanych
wielkosci x. (i=1,2,...,r) mierzonych posrednio

Interesujgce nas wielkosSci fizyczne x nie podlegajg pomiarom
bezposrednim, mierzymy natomiast liniowe kombinacje wielkosSci x,

mierzonych juz bezposrednio wielkosci n;.

N,=PjotPj1 X1+ P Xy 4D X, i=1,2,...,n wielkosci mierzonych
, ,. e , Ve -
bezposrednio

Dla uproszczenia rachunkow, mozna to zapisac inaczej:

fi=m+a;+a; x,+a;,x,+...+a;, x,=0

da.
. . - fj=nj+ajo+aij=0
W postaci wektorowej: a,=|
j=1,2,...,n
Cljr
Jesli wszystko zdefiniujemy wektorowo:
Nj1 a,, Ay Gy e Ay,
n= Nj2 a.= a,, A= y Ay ... Ay f=n+a,+Ax=0
=
njr a,o d,, d,p, ... dy

KADD 21/221, Wyktad 12 15/ 41



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

* Oczywiscie nadal zaktadamy, ze kazdy pomiar obarczony jest
niepewnoscig o rozktadzie normalnym:

y;=m;+¢;, E(€;)=0, E(e?):cs?:l/gj

y=mte

 Poniewaz zmienne y; sg zmiennymi niezaleznymi, mozemy wariancje
przedstawiC w postaci diagonalnej macierzy kowarianciji:

o; 0 .. 0 g 0 .. 0

0 o, .. 0 i 1|0 g, .. O
Cy:C€: 72 Gy_Ge_Cy =C. = ’

0 0 .. o) 0 0 .. g,

WstawiajaC y=n+e 0O WZOru f=mn+a,+Ax=0 Otrzymujemy:

y—€+a,+Ax=0

Rozwigzujemy ten uktad ze wzgledu na x stosujgc metode

najwiekszej wiarygodnosci (zaktadajgc rozktad normalny pomiaréow
yj)' Wiedy: . Z”: i_z (yj+a x+a10)

2

J J

=e' G, e=(y+a,+Ax) G (y+a,+Ax)=min

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 16 [ 41



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

* JesSli wprowadzimy: c¢=y+aq,

* Woweczas: M=(c+A x)TGy(c+A X )=min

* Mozna to dalej uproscic: /e, 0 .. O
o _ 7| 0 1/o, ... O
0 0 ... 1/o

* Jesli teraz wprowadzimy: c¢'=Hc¢ A'=HA
* Wodwczas warunek nam si¢ upraszcza: M=(A'x+c')’=min
* Po rozwigzaniu dostajemy:
X=—A" ¢’
W praktyce uzywamy wzoru: X=—(A"A')'A"c¢'=—(A"G,A)A'G,c

 Zeby wyznaczyé niepewnosci pomiarowe musimy policzyé macierz
kowariancji:  G;'=(A"G,A) '=(A"A")"

* Pierwiaski kwadratowe z elementow diagonalnych to niepewnosci
pomiarowe X (mimo, ze x nie podlegato bezposredniemu pomiarowi)

KADD 21/221, Wyktad 12 17 [ 41



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

e Dla pomiaréw bezposrednich n;:
AX+c=—A(A"G,A) "A'G,c+c
T . “ : ”
y—¢€ y+A(A G,A)A'G,c—c - pomiary “poprawione
A( G,A)'A G, c—a,
'=A(A'G,A)A'=AG;' A"

Sl 3! m]
I

SZI

e WzO0r n,=p;,tp;1x,+p;,Xx,*...+p; x, bedzie rowniez prawdziwy dla
estymatorow

KADD 21/221, Wyktad 12 18 /41



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

* Przyktad: dopasowanie prostej do zbioru pomiaréw

- mamy pomiary y; zalezne od pewnej zmiennej kontrolnej t, (np.
czasu)

- zaktadamy, ze wartosci zmiennej kontrolnej sg doktadnie znane
(zaniedbywane niepewnosci) — inaczej przypadek nieliniowy

- zaktadamy liniowg postac: n;=y,—€;=x,+x,t;
- 1 szukamy wielkosci x mierzonych posrednio
— postugujac sie notacjg macierzowa: n—x,—x,t=0 a,=0
- czyli szukamy ostatecznie wektor:

— wyniki pomiarow:

j 0 1 2 3

t 0.0 1.0 2.0 3.0

y 1.4 1.5 3.7 4.1
| 0.5 0.2 1.0 0.5

(0}
J

KADD 21/221, Wyktad 12 191741



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

. Obliczenia:

1 ¢ 1 0 1.4
A= I 6__|1 1 y=c=— 1.5
1 t, 1 2 3.7
4 0 0 O 2 0 00
c -0 25 00 H—|0 5 0 0
Ylo 0 1 0 00 1 0
0 0 0 4 0 0 0 2
2 0 2.8
Ar:_ 5 5 Cy:_ 7.5 A,TC,:_ 62,2
L2 3.7 94.1
2 6 8.2

KADD 21/221, Wyktad 12 20 / 41



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

 Obliczenia c.d.: »
(ATA ) = 34 39| __1 [65 —39|_( 0.0943 —0.0556
39 65 689|—39 34 —0.0556 0.0493

X=—(A"A")'A'c'=—(A'G,A)A'G c

- (0.0943 —0.0556)(63.2)_(0.636)

—0.0556 0.0493 /\94.1 1.066
C| Svome ohaa)| Um0 ul)=oaze
0.636
5 A w— 1.702
n= 12.768 N= 4 pomiary, 2 parametry, co daje
3.834 n-2 =r =2 stopnie swobody.
. : ‘ _ Zakladajac poziom istotnosci 5% z tabel X*:
* Zminimalizowana suma kwadr.: |x2 —zgg.
0.95
n 2 Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
_ Y;i—M;| _ ~1E A POCSLAW (€0 OCIZUCENIA UDOIEZY.
M = —=——| =4.507

KADD 21/221, Wyktad 12 21141



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

. Wykresy:

| Dopasowanie linii prostej | Pomiary poprawione |

:--E_ :--E_

~

o 5§ N=y-—=¢

.

Lo b b by b v b b by Lo b b by by by by b0
-?).5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 5.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

| Elipsa kowariancji | Pek prostych z elipsy kowariancji
o 1.5 - : : : : : : : : : - 6

elipsa kowariancji e
1.3E

z macierzy kowariancji _F
C. .

X 1.1F

1E
0.9F

0.8fF

X 2P APV SO SYRUN SRR RV SO VTR RO O

P U UL U S NS NORE SRS SN S

usu””u{”,luzlIIﬁa‘II,‘u4””us‘”66|Ilﬁ-rlll,lualllﬁgllll.l
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Dopasowanie wielomianu

* Poprzedni przyktad mozna uogolni¢ na wielomian wyzszego rzedu:

n;=h;=x,+x,t,+Xx; t ...+ Xt

a,—

0
0

0

 Pomiary:

r—1

|

1

2

3 4 9

6 7

8

9 1

]

09 07 05 03 01 01 03 05 07 09

y |

6l 90 % 27 2 60 106 189 318 520

* Wynik:

rf~x1]~x2]~x3]~x4|~x5[~x6] f M

1 57,85 9 | 83355
2| 82,660 991 8 | 585,45
3 47,27 185,96| 273,61 7 36,41
41 37,99 126,55| 312,02| 137,59 6 2,85
5 39,62 119,1] 276,49] 151,91 52,6 5 1,69
6 39,88 121,38 273,19| 136,57] 56,9 16,73 4 1,66

KADD 21/221, Wyktad 12

[ Dop

asowanie wielomianu |

500

400

"uf %

300
200
100

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08

[ Dop:

asowanie wielomianu |

500 E
400 f
300 E
200 f
100 E

ol b L T e e
4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
t

[Dop

asowanie wielomianu |

400

300

200

100

500

4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
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Test wartosci srednich (t-Studenta)

* Na poprzednim wyktadzie wprowadziliSmy jeden przyktadowy test t-
Studenta na poréwnanie srednich populacji z préb niezaleznych

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 2541



Test wartosci srednich (t-Studenta)

Na poprzednim wyktadzie wprowadziliSmy jeden przyktadowy test t-
Studenta na poréwnanie srednich populacji z préb niezaleznych

.1-1 — _1-:

=

| T Z
[(ny — 1)51- - (n; - 1)55__711 + n,
\ 1 2 17
Gdazie x,,x, — srednie odpowiednio 1 1 2 grupy,

s{,53 - odchylenia standardowe odpowiednio grup 11i 2.

ni, n2 — liczebnosci grup 1 1 2,

* Tego typu test ma pewne zatozenia:
— rozktad obu grup jest normalny
— grupy powinny byc rownoliczne

- speiniona powinna by¢ jednorodnos$¢ (homogenicznosc)
wariancji — grupy powinny mie¢ podobne wariancje

Testy t sg odporne na niespetnienie zatozen (np. rozktad nie musi
by¢ normalny, ale musi grupy musza byc liczne i rozktad musi byc¢

symetryczny)

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 26 | 41



Jak sprawdzi¢ jednorodnosc¢ wariancji?

S2=169 S2 =289
Mean = 100 Mean = 100
1Q >130=2.5% IQ >130=7.5%

Wariancje grup nie sg jednorodne!

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 27141



Jak sprawdzi¢ jednorodnosc¢ wariancji?

* Istnieje kilka réznych testdow na rownosc wariancji (pokazywalismy

test F na poprzednich zajeciach)

e Czesto do zbadania jednorodnosci wariancji uzywana jest jego
wariancja nazywana testem Levene’a

Ha: wariancje w grupach sa rowne;

Hx: wariancje w grupach istotnie sie od siebie réznia.

Wzor na test Levene'a dany jest wzorem:

KADD 21/2:

_ (N=R) B N(Z, - Z)
(k . 1]21‘{:1 z::lzlj‘(zq - z;)Z

F

Gdzie k- liczba grup, N- liczba obserwacji, Ni- liczba obserwacji w i-tej grupie, Z;- wartosc

bezrwzgledna z rofmicy miedzy j-ta obserwacja w 1-te] grupie a srednia w te] grupie, Z_

— sredmia dla

1oy N el . : 1 oN
= f—lzj;1f:; — srednia dla wszystkich obserwacji, Z, =~;‘_—Z};1 Z;;

Homogenicmosé wariancji jest jednvin z zaloZzen przv

obserwacji w i-te] grupie.

wvkonywaniu testow parametrvcznych.

28141



Jak sprawdzi¢ normalnosc¢ rozktadu?

SKewness = Zero

Badanie normalnosci rozktadu na
podstawie skosnosci i kurtozy

positive skewness negative skewness

. W rozktadzie normalnym:

skosnosc¢ = 0 2 wyniki ujemne - rozkiad lewoskosny, wyniki dodatnie - rozktad
prawoskosny

Leptokurtic

kurtoza =0 2> wyniki ujemne - rozkiad platykurtyczny,
wyniki dodatnie - rozktad leptokurtyczny

rozktad normalny - mezokurtyczny

Jakie wspotczynniki jestesmy w stanie zaakceptowac, zeby przyjac rozktad jako
normalny?

Zalezy od autorow, najbardziej liberalne podejscie to wartosci obu statystyk w
przedziale <-3 ;3> (najczesciej <-2; 2>)

KADD 21/221, Wyktad 12 29 /41



Jak sprawdzi¢ normalnos¢ rozktadu?

Ocena normalnosci rozktadu na podstawie testow
statystycznych

Hipotezy w testach normalnosci rozkiadu:

Hipoteza zerowa: Brak roznic miedzy rozktadem wynikow w prébie a rozktadem normalnym

Hipoteza alternatywna: Jest réznica miedzy rozktadem wynikow w probie a rozkiadem
normalnym

Zalezy nam na tym, zeby rozktad w naszej probie byt normalny, wiec w tym wypadku bardzo nie
chcemy odrzucac hipotezy zerowej.

UWAGA: Jest to sytuacja odwrotna niz zwykle, zazwyczaj chcemy odrzuci¢ hipoteze zerowa, by
przyjac hipoteze alternatywnga - badawcza

KADD 21/221, Wyktad 12 30/41



Test Shapiro-Wilka

Zalozmy, Ze pobralismy prébe 2, ..., &, i chcemy sprawdzié czy pochodzi z rozktadu normalnego. Hipoteza zerowa i alternatywna w tescie Shapiro-Wilka ma nastepujaca postac:

Hy: Proba pochodzi z populacji o rozkladzie normalnym
H, : Préba nie pochodzi z populacji o rozktadzie normalnym.

W celu przeprowadzenia testu wykorzystuje sie statystyke W: ﬂ]
——— (B2 @(M) Fpoisr — %))
= Uporzadkuj obserwacje niemalejaco:yh < 42 <+ = Un W = — R n—i+l i
) T B n B — " 1 2
« Oblicz: §% = Z{yé —y) = Z{mi —z) Eg:i(x;' X)
i—1 i—=1 . - _— .
* T 1 Gdzie a,(n)- wspolczynniki testu podane w tablicach,
» Jezeli n jest parzyste, niechm = 20 W przeciwnym razie m = 2

o S m n-liczebnosc. x- srednia.
Uzywajgc stabelaryzowanych wartosci a; oblicz b = Z ai(Yna1-i — Ui
i1

i b
Oblicz statystyke W = 5

Pordwnaj wynik ze stabelaryzowanymi wartosciami dla odpowiednich poziomow ufnosci i liczebnosci proby.

SHAPIRO-WILK NORMALITY TEST

40 - OVERLAPS WITH
® NORMAL
DISTRIBUTION

DIFFERS FROM
@ NORMAL
DISTRIBUTION

Frequency

500 750 1000 1250 1500 1750
OBSERVED DISTRIBUTION FOLLOWS THEORETICAL DISTRIBUTION?

KADD 21/221, Wyktad 12 31/41



Inne warianty testu t

* Test t-Studenta dla jednej préby

- pozwala poréwnac Srednig w probie ze Srednig w populacii,
sprawdzic istotnoSc¢ statystyczng tej réznicy

?—>

Population Value

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 32141



Inne warianty testu t

* Test t-Studenta dla jednej préby

- pozwala poréwnac Srednig w probie ze Srednig w populacii,
sprawdzic istotnoSc¢ statystyczng tej réznicy

Test weryfikuje hipoteze:
Ho: nie ma réznic miedzy srednia z préby a srednig teoretyczna;
Ha: wystepuja istotne statystycznie réznice miedzy srednia z préby a srednia teoretyczna.

Wzor na ten test dany jest rownaniem:

Gdzie x- srednia z proby. m- srednia teoretvczna, s- wariancja z probyv, n- liczebnosc proby.

KADD 21/221, Wyktad 12 33/41



Inne warianty testu t

* Test t-Studenta dla prob zaleznych

- gdy chcemy porownac srednie populacji jednej grupy, gdy jakas

ceche mierzylismy dwa razy (np. w odstepach czasu)

Time 1

9

Time 2

~ KADD 21/22I, Wyktad 12

34141



Inne warianty testu t

* Test t-Studenta dla prob zaleznych

- gdy chcemy porownac srednie populacji jednej grupy, gdy jakas
ceche mierzylismy dwa razy (np. w odstepach czasu)

Test weryfikuje hipoteze:
Ho: nie ma réznic miedzy srednimi w obu pomiarach;
Ha: wystepuja istotne statystycznie réznice miedzy srednimi w dwoch pomiarach.

Wzor na ten test dany jest rownaniem:

Gdzied = %Z?ﬂ(xn — X3;). Sqg = fjL o= (X — X3 — 5):

KADD 21/221, Wyktad 12 35/41



Podsumowanie testow t-Studenta

Single Sample T-Test

* Test t-Studenta dla pojedynczej
prOby X—m __
L = Vv
s ?_>
Gdzie x- srednia z probv, m- srednia teoretvczna,
s- wariancja z proby, n- liczebnosc proby.

Population Value

* Test t-Studenta dla prob Independent Samples T-Test

hiezaleznych
Lo \ /
=
| . 2 o)
[((ny —1)sf + (n, —1)s7 n, +n, - g >
\ 2 2
Gdazie x,,x, — srednie odpowiednio 1 1 2 grupv,

A

si, 55 - odchylenia standardowe odpowiednio grup 1i 2.

ni, n2 — liczebnosci grup 1 1 2, Paired Samples T-Test

« Test t-Studenta dla préb \ /
zaleznych =2 5 71—

« N 1
— QGdzed = ;Z?=1(-1'1; e X:;); e - Zn—1(1 Time 1 Time 2



T Co zrobi¢ jezeli chcemy
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ANOVA

| have an i1dea! Let's
use ANOVA and find
out! |

Are all of us peas of
the same pod ?

P— A E—— S I T B, S E— —

~ KADD 21/22I, Wyktad 12 38141
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Testy t-Studenta a ANOVA

Kilkukrotne stosowanie testow t-Studenta (pomiedzy parami grup)
prowadzitoby do zwiekszenia prawdopodobienstwa popetnienia btedu I-go
rodzaju - musimy stosowac innego rodzaju testy

* Przykiad: Czy natezenie szumu (gadajacy studenci) ma wptyw na
efektywnos¢ rozumienia wyktadu z KADD? :)

- Przeprowadzamy eksperyment, gdzie dzielimy studentdw na 3 grupy:
* | — stuchanie wyktadu bez szumu
* |l — stuchanie wyktadu z umiarkowanym szumem
 |ll — stuchanie wyktadu ze znacznym szumem
- Hipozeta zerowa (H,): szum nie zmienia efektywnosci rozumienia
wyktadu w;=u,=u;

- Zmienng niezalezng (czynnikiem) jest owo natezenie szumu
(zalozmy, ze moze przyjac trzy wartosci — brak, umiarkowany, wysoki)

- Testowanie te] hipotezy oparte jest na obliczaniu dwoch rodzajow
wariancji (miedzygrypowej — odchylen srednich miedzy grupami, i
wewnatrzgrupowej — srednia wariancji wewnatrz grup), ktore
nastepnie pozwalaja obliczyC odpowiednig statystyke F |

KADD 21/221, Wyktad 12 40 | 41



ZaleznosC zmiennych | Wykiad 3

* Zmienna niezalezna (objasniajgca, predyktor)—to zmienna, ktorg my
jako eksperymentator mozemy kontrolowac, by obserwowac zmiane
Innej zmiennej zaleznej

 Zmienna zalezna (objasniana) — zmienna, ktorg mierzymy w
eksperymencie, ktdra zalezy od zmiennej niezaleznej

» Zaleznosc/relacja miedzy owymi zmiennymi moze wynikac z wptywu
trzeciej zmiennej, ktorg moze byc moderator i/lub mediator

Changes in the
independent variable

—

Independent variable |— Dependent variable

(Amount of water)  (Changes in the amount of water) (Plant growth rate)

Hours Spent Exercising > Resting Heart Rate

Independent Variable Dependent Variable

KADD 21/221, Wyktad 12 41141
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