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Test χχ22

T>χ1−α

2
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Test χχ22

2 biny!
n=n

1
+n

2

100=48+52

równanie 
więzów
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Test χχ22 dobroci dopasowania



Metoda najmniejszych Metoda najmniejszych 
kwadratówkwadratów

(least squares method)(least squares method)
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Metoda najmniejszych kwadratów
● Jedną z najważniejszych metod estymacji parametrów jest 

zaproponowana przez Legendre'a i Gaussa

● Metoda ta jest szczególnym przypadkiem ogólniejszej metody 
największej wiarygodności (można ją z niej wyprowadzić)

● Założenia:

– wynik pomiaru yj przedstawiamy jako sumę nieznanej wielkości x 
oraz niepewności pomiarowej εj:

– dobieramy wielkości εj tak, aby ich suma kwadratów była 
najmniejsza:

● Metoda ta może być również użyta, gdy wielkości yj nie są wprost 
związane z x, lecz są to na przykład kombinacje liniowe (lub 
nieliniowe) wielu zmiennych x1, x2, …, xn

● Warto przejrzeć rozdział o MNK w podręczniku Brandta, gdzie 
jest to wszystko bardzo dokładnie omówione

y j=x+ϵ j

∑
j

ϵ j
2
=∑

j
( x− y j )

2
=min
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Pomiary bezpośrednie
● Przedstawione wyżej założenia to najprostszy przypadek pomiaru 

bezpośredniego o równej dokładności

● Wykonujemy n pomiarów nieznanej wielkości x (np. długość stołu). 
Wyniki pomiarów obarczone są niepewnościami εj o których 
zakładamy, że opisane są rozkładem normalnym z wartością średnią 
równą zeru:

● Zatem prawdopodobieństwo uzyskania wartości yj jako wyniku 
pojedynczego pomiaru (wewnątrz małego przedziału dy) wynosi:

● Logarytmiczna funkcja wiarygodności (dla n pomiarów):

● Oczywiście, szukamy maksimum funkcji (warunek wiarygodności)

y j=x+ϵ j E (ϵ j)=0 E(ϵ j
2
)=σ

2

f j dy=
1

σ √2π
exp(−( y j−x)

2

2σ
2 )dy

l=−
1

2σ
2 ∑
j=1

n

( y j−x)
2
+const
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Pomiary bezpośrednie
● Możemy zauważyć, że warunek ten jest równoważny warunkowi 

(najmniejszych kwadratów):

● W tym przypadku estymatory:

● W ogólniejszym przypadku, gdy mamy różne dokładności wyników 
pomiaru σj:

● Wówczas warunek najmniejszych kwadratów wymaga 
dodatkowej wagi:

● Wtedy estymatory:

M=∑
j=1

n

( y j−x )
2
=∑

j=1

n

ϵ j
2
=min

~x= ȳ=
1
n
∑
j=1

n

y j σ
2
( ȳ )=σ

2
/n

y j=x+ϵ j E (ϵ j)=0 E (ϵ j
2
)=σ j

2
=1 /g j

M=∑
j=1

n ( y j−x)
2

σ j
2

=∑
j=1

n

g j( y j−x)
2
=∑

j=1

n

g j ϵ j
2
=min

~x=
∑
j=1

n

g j y j

∑
j=1

n

g j

σ
2
(~x )=(∑j=1

n
1

σ j
2 )

−1

=(∑
j=1

n

g j)
−1

~ϵ j= y j−~x
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● Spodziewamy się, że wielkość                ma rozkład normalny z 
wartością średnią 0 i wariancją σj:

● Oczywiście wtedy wielkość           ma standardowy rozkład Gaussa

● Co to oznacza już dobrze wiemy, suma:

● Ma znany już nam rozkład χ22  
o n-1 stopniach swobody

● Przykład: średnia ważona z pomiarów o różnej dokładności

– obliczamy wartość stałej ficzycznej (np. masy neutralnej cząstki K) 
poprzez średnią ważoną otrzymaną w różnych grupach 
eksperymentalnych 

~ϵ j=Y j−
~x

~ϵ j /σ j

M=∑
j=1

n

(
~ϵ j
σ j )

2

=∑
j=1

n Y j−
~x

σ j
2

=∑
j=1

n

g j(Y j−
~x )2

j y
j

σ
j

g
j
=

 
1/σ

j

2 y
j
g

j

1
2
3
4

498.1
497.4
498.9
497.4

0.4
0.33
0.5
0.5

6.3
10
4
4

3038.0
4974.4
1995.6
1989.8

0.2
-0.46
1.0
-0.46

0.3
2.1
4.0
0.8

∑ 24.3 11997.8 7.2

y j−x  y j−x2g j

M=7,2, liczba st. swob. n=4−1=3,α=0.05,χ0,95
2

=7,82

~x=∑
j=1

4 Y j g j
g j

=497,9

u (~x )=√σ
2
(~x )=

=(∑
j=1

4

g j)
−1/2

=0,2

Średnia ważona z pomiarów o różnej dokł.
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Średnia ważona z pomiarów o różnej dokł.

● Przeprowadzając test χ2 na 
M widzimy, że hipotezę 
należy odrzucić:

sigma_j sigma_j 2̂ g_j g_j x_j Y_j – tilde x e 2̂ e 2̂*g_j
1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
3 89,8 1,9 3,61 0,28 24,88 -9,01 81,15 22,48
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,5 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
6 107,4 2,5 6,25 0,16 17,18 8,59 73,81 11,81
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53

sum(g_j) 2,18
10 sum(x_j g_j) 215,12 M 47,02

tilde x 98,81
tilde epsilon 0,46

nr pomiaru Yj

Ilość pomiarów

χ0,9
2

(9)=14,7

χ0,95
2

(9)=16,9

χ0,99
2

(9)=21,7

Kwantyle:
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Przykład – odrzucenie pomiarów

● Odrzucając pomiary 
najbardziej odbiegające od 
średniej mamy wynik 
spełniający test χ2:

nr pomiaru Yj sigma_j sigma_j 2̂ g_j g_j x_j Y_j – tilde x e 2̂ e 2̂*g_j
1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
3
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,5 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
6
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53

sum(g_j) 1,74
Ilość pomiarów 10 sum(x_j g_j) 173,06 M 12,73

tilde x 99,45
tilde epsilon 0,57

x

x

χ0,9
2

(7)=12,02

χ0,95
2

(7)=14,07

χ0,99
2

(7)=18,47

Kwantyle:
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Rozważymy teraz bardziej ogólny przypadek wielu (r) nieznanych 

wielkości xi (i=1,2,…,r) mierzonych pośrednio

● Interesujące nas wielkości fizyczne x nie podlegają pomiarom 
bezpośrednim, mierzymy natomiast liniowe kombinacje wielkości xi 
mierzonych już bezpośrednio wielkości ηj:

● Dla uproszczenia rachunków, można to zapisać inaczej:

● W postaci wektorowej:

● Jeśli wszystko zdefiniujemy wektorowo:

η j=p j 0+ p j 1 x1+ p j 2 x2+...+p jr xr

f j=η j+a j 0+a j 1 x1+a j 2 x2+...+a jr x r=0

a j=(
a j 1
a j 2
...
a jr

)
f j=η j+a j 0+a j

T x=0

j=1,2,. .. ,n

j=1,2,. .. ,n wielkości mierzonych 
bezpośrednio

η=(
η j 1
η j 2

...
η jr

) a0=(
a10

a20

...
an0

) A=(
a11 a12 ... a1r

a21 a22 ... a2r

... ... ... ...
an1 an2 ... anr

)
f=η+a0+A x=0

http://www.if.pw.edu.pl/~majanik/files/wiel.ps 

http://www.if.pw.edu.pl/~majanik/files/wiel.ps
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Rozważymy teraz bardziej ogólny przypadek wielu (r) nieznanych 

wielkości xi (i=1,2,…,r) mierzonych pośrednio

● Interesujące nas wielkości fizyczne x nie podlegają pomiarom 
bezpośrednim, mierzymy natomiast liniowe kombinacje wielkości xi 
mierzonych już bezpośrednio wielkości ηj:

● Dla uproszczenia rachunków, można to zapisać inaczej:

● W postaci wektorowej:

● Jeśli wszystko zdefiniujemy wektorowo:

η j=p j 0+ p j 1 x1+ p j 2 x2+...+ p jr xr

f j=η j+a j0+a j 1 x1+a j 2 x2+...+a jr xr=0

a j=(
a j1
a j2
...
a jr

)
f j=η j+a j0+a j

T x=0

j=1,2,. .. , n

j=1,2,. .. , n wielkości mierzonych 
bezpośrednio

η=(
ηj 1
η j 2

...
η jr

) a0=(
a10

a20

...
an0

) A=(
a11 a12 ... a1r

a21 a22 ... a2r

... ... ... ...
an1 an2 ... anr

) f=η+a0+A x=0
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Oczywiście nadal zakładamy, że każdy pomiar obarczony jest 

niepewnością o rozkładzie normalnym:

● Ponieważ zmienne yj są zmiennymi niezależnymi, możemy wariancje 
przedstawić w postaci diagonalnej macierzy kowariancji:

● Wstawiając               do wzoru                         otrzymujemy:

● Rozwiązujemy ten układ ze względu na x stosując metodę 
największej wiarygodności (zakładając rozkład normalny pomiarów 
yj). Wtedy:  

y j=η j+ϵ j ,  E (ϵ j)=0,  E (ϵ j
2
)=σ j

2
=1 /g j

G y=Gϵ=C y
−1

=Cϵ
−1

=(
g1 0 ... 0
0 g2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... gn

)C y=Cϵ=(
σ1

2 0 ... 0

0 σ2
2 ... 0

... ... ... ...
0 0 ... σn

2)

y=η+ϵ

y=η+ϵ f=η+a0+A x=0

y−ϵ+a0+A x=0

M=∑
j=1

n ϵ j
2

σ j
2
=∑

j=1

n ( y j+a j
T x+a j0 )

σ j
2

=ϵ
TG y ϵ=( y+a0+A x)

TG y ( y+a0+A x)=min
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Jeśli wprowadzimy:

● Wówczas:

● Można to dalej uprościć:

● Jeśli teraz wprowadzimy:

● Wówczas warunek nam się upraszcza:

● Po rozwiązaniu dostajemy:

● W praktyce używamy wzoru:

● Żeby wyznaczyć niepewności pomiarowe musimy policzyć macierz 
kowariancji:

● Pierwiaski kwadratowe z elementów diagonalnych to niepewności 
pomiarowe    (mimo, że x nie podlegało bezpośredniemu pomiarowi)

c= y+a0

M=(c+A x)TG y (c+A x)=min

G y=H
T H H=HT

=(
1 /σ1 0 ... 0

0 1 /σ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1 /σn

)
c '=H c A '=H A

M=(A ' x+c ')2
=min

~x=−A+' c '

~x=−(A'T A' )−1 AT c '=−(ATG y A)ATG y c

G~x
−1

=(ATG y A)
−1

=(A'T A' )−1

~x
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Dla pomiarów bezpośrednich ηj:

● Wzór                                           będzie również prawdziwy dla 
estymatorów

~ϵ=A~x+c=−A (ATG y A )
−1 ATG y c+c

~η= y−~ϵ= y+A (ATG y A)
−1 ATG y c−c

~η=A ( ATG y A)
−1 ATG y c−a0

η j=p j 0+ p j 1 x1+ p j 2 x2+...+ p jr xr

G~η

−1
=A (ATG y A )

−1 AT=AG~x
−1 AT

- pomiary “poprawione”
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Przykład: dopasowanie prostej do zbioru pomiarów

– mamy pomiary yj zależne od pewnej zmiennej kontrolnej tj (np. 
czasu)

– zakładamy, że wartości zmiennej kontrolnej są dokładnie znane 
(zaniedbywane niepewności) – inaczej przypadek nieliniowy

– zakładamy liniową postać:

– i szukamy wielkości x mierzonych pośrednio

– posługując się notacją macierzową:

– czyli szukamy ostatecznie wektor:

– wyniki pomiarów:

η j= y j−ϵ j=x1+x2t j

η−x1−x2 t=0

x=(
x1

x2
)

j 0 1 2 3

t
j

y
j

σ
j

0.0
1.4
0.5

1.0
1.5
0.2

2.0
3.7
1.0

3.0
4.1
0.5

a0=0
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Obliczenia:

A=−
1 t 1
1 t 2
1 t 3
1 t 4

=−
1 0
1 1
1 2
1 3

 y=c=−
1.4
1.5
3.7
4.1


G y=

4 0 0 0
0 25 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

 H=
2 0 0 0
0 5 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2


A '=−

2 0
5 5
1 2
2 6

 c '=−
2.8
7.5
3.7
8.2

 A 'T c '=−62.2
94.1
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Obliczenia c.d.:

● Zminimalizowana suma kwadr.:

A 'T A '−1
=−34 39

39 65
−1

=
1

689  65 −39
−39 34 = 0.0943 −0.0556

−0.0556 0.0493 

~x=( 0.0943 −0.0556
−0.0556 0.0493 )(63.2

94.1)=(0.636
1.066)

C
x= 0.0943 −0.0556

−0.0556 0.0493  u(~x 1)=0.307 u(~x 2)=0.222

=−A x=
0.636
1.702
2.768
3.834


M=(∑

j=1

n y j−~ηj
σ j )

2

=4.507

N= 4 pomiary, 2 parametry, co daje 
n-2 = r =2 stopnie swobody.
Zakładając poziom istotności 5% z tabel X2:
X2

0.95
 = 5.99.

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.

~x=−(A'T A' )−1 AT c '=−(ATG y A)ATG y c
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Pomiary pośrednie – przypadek liniowy
● Wykresy:

~η= y−~ϵ

elipsa kowariancji
z macierzy kowariancji

C~x
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Dopasowanie wielomianu
● Poprzedni przykład można uogólnić na wielomian wyższego rzędu:

● Pomiary:

● Wynik:

 j=h j=x1x2t jx3 t j
2
...xr t j

r−1

A=
1 t1 t 1

2 ... t1
r−1

1 t2 t 2
2 ... t 2

r−1

... ... ... ... ...
1 tn t n

2 ... t n
r−1a0=

0
0
...
0


j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t_j -0,9 -0,7 -0,5 -0,3 -0,1 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
y_j 81 50 35 27 26 60 106 189 318 520

r ~x_1 ~x_2 ~x_3 ~x_4 ~x_5 ~x_6 f M
1 57,85 9 833,55
2 82,66 99,1 8 585,45
3 47,27 185,96 273,61 7 36,41
4 37,95 126,55 312,02 137,59 6 2,85
5 39,62 119,1 276,49 151,91 52,6 5 1,69
6 39,88 121,38 273,19 136,57 56,9 16,73 4 1,66



Wersje testu t-StudentaWersje testu t-Studenta
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Test wartości średnich (t-Studenta)
● Na poprzednim wykładzie wprowadziliśmy jeden przykładowy test t-

Studenta na porównanie średnich populacji z prób niezależnych
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Test wartości średnich (t-Studenta)
● Na poprzednim wykładzie wprowadziliśmy jeden przykładowy test t-

Studenta na porównanie średnich populacji z prób niezależnych

● Tego typu test ma pewne założenia:

– rozkład obu grup jest normalny

– grupy powinny być równoliczne

– spełniona powinna być jednorodność (homogeniczność) 
wariancji – grupy powinny mieć podobne wariancje

● Testy t są odporne na niespełnienie założeń (np. rozkład nie musi 
być normalny, ale musi grupy muszą być liczne i rozkład musi być 
symetryczny)
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Jak sprawdzić jednorodność wariancji?

Wariancje grup nie są jednorodne!
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Jak sprawdzić jednorodność wariancji?
● Istnieje kilka różnych testów na równość wariancji (pokazywaliśmy 

test F na poprzednich zajęciach)

● Często do zbadania jednorodności wariancji używana jest jego 
wariancja nazywana testem Levene’a
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Jak sprawdzić normalność rozkładu?
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Jak sprawdzić normalność rozkładu?
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Test Shapiro-Wilka
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Inne warianty testu t
● Test t-Studenta dla jednej próby

– pozwala porównać średnią w próbie ze średnią w populacji, 
sprawdzić istotność statystyczną tej różnicy
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Inne warianty testu t
● Test t-Studenta dla jednej próby

– pozwala porównać średnią w próbie ze średnią w populacji, 
sprawdzić istotność statystyczną tej różnicy
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Inne warianty testu t
● Test t-Studenta dla prób zależnych 

– gdy chcemy porównać średnie populacji jednej grupy, gdy jakąś 
cechę mierzyliśmy dwa razy (np. w odstępach czasu)
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Inne warianty testu t
● Test t-Studenta dla prób zależnych 

– gdy chcemy porównać średnie populacji jednej grupy, gdy jakąś 
cechę mierzyliśmy dwa razy (np. w odstępach czasu)



36 / 41KADD 21/22l, Wykład 12

Podsumowanie testów t-Studenta
● Test t-Studenta dla pojedynczej

próby

● Test t-Studenta dla prób
niezależnych

● Test t-Studenta dla prób
zależnych



Co zrobić jeżeli chcemy Co zrobić jeżeli chcemy 
porównać średnie z więcej porównać średnie z więcej 

niż dwóch grup?niż dwóch grup?
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ANOVA



Analiza wariancjiAnaliza wariancji
(ANOVA – Analysis Of (ANOVA – Analysis Of 

VAriance)VAriance)
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Testy t-Studenta a ANOVA
● Kilkukrotne stosowanie testów t-Studenta (pomiędzy parami grup) 

prowadziłoby do zwiększenia prawdopodobieństwa popełnienia błędu I-go 
rodzaju → musimy stosować innego rodzaju testy

● Przykład: Czy natężenie szumu (gadający studenci) ma wpływ na 
efektywność rozumienia wykładu z KADD? :)

– Przeprowadzamy eksperyment, gdzie dzielimy studentów na 3 grupy:
● I – słuchanie wykładu bez szumu
● II – słuchanie wykładu z umiarkowanym szumem
● III – słuchanie wykładu ze znacznym szumem

– Hipozeta zerowa (H0): szum nie zmienia efektywności rozumienia 
wykładu

– Zmienną niezależną (czynnikiem) jest owo natężenie szumu 
(załóżmy, że może przyjąć trzy wartości – brak, umiarkowany, wysoki)

– Testowanie tej hipotezy oparte jest na obliczaniu dwóch rodzajów 
wariancji (międzygrypowej – odchyleń średnich między grupami, i 
wewnątrzgrupowej – średnia wariancji wewnątrz grup), które 
następnie pozwalają obliczyć odpowiednią statystykę F i 

μ1=μ2=μ3
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Zależność zmiennych
● Zmienna niezależna (objaśniająca, predyktor)– to zmienna, którą my 

jako eksperymentator możemy kontrolować, by obserwować zmianę 
innej zmiennej zależnej

● Zmienna zależna (objaśniana) – zmienna, którą mierzymy w 
eksperymencie, która zależy od zmiennej niezależnej

● Zależność/relacja między owymi zmiennymi może wynikać z wpływu 
trzeciej zmiennej, którą może być moderator i/lub mediator

Wykład 3
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