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Testy statystyczne
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Rozktad 2

e Zaldzmy (dla uproszczenia), ze badamy populacje opisang
standardowym rozktadem normalnym (Gaussa) o wartosci
oczekiwanej O | wariancji 1

* Pobieramy z niego probe n-elementowa i tworzymy sume kwadratow:

=X+ X+ 4+ X

 Zmienna y? podlega rozktadowi chi-kwadrat o n stopniach swobody

* Funkcja gestosci prawdopodobienstwa:

f(x2):k.(xz)x—1e—1/2x2 k:I‘(}\,)ZK

e Dystrybuanta:

x
J’ux 1 —1/2u
7y

A)2"

- gd2|e A=1/2n anto liczba stopni swobody

" KADD 21/22, Wyktad 10 4157



Rozktad 2

* Funkcja charakterystyczna rozktadu y2 ma postac:
¢.(¢)=(1-2it)”

e Korzystajac z jej wtasnosci funkcji charakterystycznej otrzymujemy
natychmiast, ze suma dwdch réznych y2 o n, i n, stopniach swobody
daje rowniez rozktad y2 o n=n,+n, stopniach swobody

* ROzniczkujac funkcje charakterystyczng mozemy wyznaczy¢ wartosc

oczekiwang | wariancje rozktadu y2: E [XZ}:—icpxz (0)=2h=n

E\(X°P|==i¢..""(0)=4217+4 ]
o’ (X*)=E|(X*f | ~(E[X*])'=4)=2n

e Czyli wartos¢ wartosc oczekinawa rozktadu y2wynosi n a wariancja 2n

" KADD 21/22, Wyktad 10 5157



Rozktad 2

* Wykresy rozktadu i dystrybuanty rozktadu y2 dlan od 1 do 20

skala logarytmiczna
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* W rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z petnym
rozktadem Gaussa o dowolnym a | 0. Wprowadzamy wtedy
odpowiednie przeskalowanie 5 5 5

2 2_(X1_a) +(X2—(1) +"°+<Xn_a)
X =X"= .
* a w ogolnym przypadku wielowymiarowym, gdy zmienne sg zalezne:

v=X'=X-a'B|X-a

" KADD 21/22, Wyktad 10 6157



(O
)
-
)
O
-
-
Qw
e
O
(O
—t—
V4
N
O
o

\QE\ _\ _nlllu...-liaw\hﬁi
A ST Y 7 AR it

PR Bl 2 TEERRCT AN
-—Iadi_giﬂi




Rozktad t-Studenta

e Zalozmy X,,..., X, sg zmiennymi losowymi pochodzgcymi z rozkiadu
normalnego ar(,, o2)

e Estymator wartosci oczekiwanej (Srednia z proby) to:
_ 1 &
X==) X,
n ;

a estymator wariancji to:

1 h —
2: Xi—XQ
S n_1;( )

— " ma rozktad normalny standardowy
o/+~/n (o $redniej 1 i odchyleniu 0)

X—p

« Azmienna S/v/7n | gdzie zastapiliémy odchylenie jego estymatorem
ma rozkiad t-Studenta o n-1 stopniach swobody

* Witedy, zmienna

" KADD 21/22, Wyktad 10 8157



Rozktad t-Studenta

* Funkcja gestosci prawdopodobienstwa

( ) \/ﬁF(E) 1% \ v— liczba stopni swobody

el & __° Jakwidac, rozkiad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem O

Rozktad dazy do rozktadu
Gaussa gdy v~

Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla
Gaussa): P(|t|<t)=2F(|t|)-1

" KADD 21/22, Wyktad 10 9157
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Przedziat ufnosci

przedziat ufnosci

proba m
|

populacja

g, i g, to statystyki proby
1 jest nastepujaca:

lg,<O<g,}, P=1-«o

Stwierdzamy, ze z prawdopodobienstwem
l-a przedzial ufnosct (g;,g2,) zawiera
szacowany parametr populacyjny ©.

Postac przedziatu ufno

Wielkos¢ a to poziom istotnosci (lub
ryzyko bledu, ze okreslony na podstawie
proby przedziat nie zawiera parametru ®),
zas 1-a to poziom ufnosci.



Poziom ufnosci

 Rozkiady y2 oraz t-Studenta pozwalajg ham wprowadzi¢ pojecie
poziomu ufnosci dla estymowanych wartosci srednich oraz wariancji

 Wartosc¢ Srednia z préby X —u

- pokazalismy, ze rozktad t-Studenta ma wielkosc g/ /m

- mozemy zatem zdefiniowac prawdopodobienstwo wokot rzeczywistej
wartosci oczekiwanej populacji

X”N(f‘rr) XL ""én-ur

kwantyle! F (Xq)ZP (X<Xq>:q

5 th
\ (1 —%) percentile

- oczekujemy, ze nasz wynik (estymowana wartosc srednia z proby)
miesci sie w przedziale wyznaczonym przez poziom ufnosci

- Dla duzych wartosci n mozemy to prawdopodobienstwo estymowac
rozktadem normalnym (t-Student - rozkiad normalny)

" KADD 21/22, Wyktad 10 11157



Poziom ufnosci

292 5.62

95% chance your population mean
will fall between 2.92 and 5.62

2.5%

outliers

2.5%

outliers

Mean = 4.27

KADD 21/22, Wyktad 10

12 /57



Poziom ufnosci

Estimates

J—I,—|

-
! t s lam 95%
Point Estimate confident that p is l
_ : between 40 & 80.
Confidence Interval . SIEEn

" KADD 21/22, Wyktad 10 13 /57



Poziom ufnosci

* Rozklady y2 oraz t-Studenta pozwalajg ham wprowadzi¢ pojecie
poziomu ufnosci dla estymowanych wartosci Srednich oraz wariancji

 Wariancja z proby n—1

S 2 — estymatyor wariancji

- Mozna, ze rozkiad y2 ma wielko$¢ g*
- mozemy zatem zdefiniowac prawdopodobienstwo wokot wariancji

T
T, b= X«

— oczekujemy, ze prawdziwa wariancja populacji (na podstawie
estymowania wariancji z proby) miesci sie w przedziale
wyznaczonym przez poziom ufnosci

" KADD 21/22, Wyktad 10 1457
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Weryfikacja hipotez
statystycznych
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* Przykiad: rozwazamy zmienng losowg X opisang standardowym
rozktadem Gaussa (Srednia 0, odchylenie 1). Pobieramy 10-
elementowa probe, uzyskalismy Srednig arytmetyczna: x=0,5

* Jak na podstawie te] jednej realizacji proby (np. wyniku
eksperymentu) mozemy stwierdzi¢, czy pochodzi ona z takiej
populacji? Innymi stowy, naszg hipoteza jest: proba losowa
pochodzi z rozktadu Gaussa o Sredniej 0 i odchyleniu 1

* Procedura weryfikacji hipotezy nazywana jest testem statystycznym

« Jezeli hipoteza jest stuszna (nhasze zatozenie) to wartoS¢ Srednia
(bedaca rowniez zmienng losowa) X ma rozktad normalny ze Srednig
O i odchyleniem std. 1/.10

o} (X)=L o (X)= 12 (X)=

ﬁ‘H
(@)

" KADD 21/22, Wyktad 10 16 | 57



Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak na podstawie konkretnej realizacji proby sprawdzic, czy
zatozona hipoteza jest prawdziwa?

- I: musimy ustali¢c pewng wartos¢ prawdopodobienstwa o (zwanego
poziomem istotnosci,z reguly mata wartosc, np. 0,01, albo 0,03,
czy 0,05)

- II: pytamy, czy prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych
wartosci proby jest mniejsze niz o: P(]X]|=0,5)<a

- nhierdwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby préba
pochodzita z rozktadu okreSlonego przez testowang hipoteze -
mozemy ja odrzucic

- prawdopodobienstwo zaobserwowania tego, ze |X| jest duze,
jest bardzo mate, ale takie nam sie trafito — wiec
prawdopodobnie (z prawdodobienstwem 1-a) nhasza hipoteza
nie jest stuszna

- lI: jesli prawdopodobienstwo jest mniejsze niz przyjeta wartosc
prawdopodobienstwa (poziom istotnosci) a, odrzucamy hipoteze na
zadanym poziomie istotnosSci

" KADD 21/22, Wyktad 10 17 157



Weryfikacja hipotez statystycznych

Rozklad wartosci sredniej X

= FTest P(|X|=x")<a | = Flest P(Xz=x',)<a
035 np. x',=0,5 O35Fednostronny
0.3 0.3
0.25 0.25F
0.2 02F
0.15 0.15 f— s
0.1 015 =
0.05 0.05F
0; R VAT,

» Jesli (w naszym przyktadzie) wartosSc Srednia znajduje sie w zaznaczonym
obszarze (nazywamy go obszarem krytycznym), to hipoteze odrzucamy

- jesli oczekujemy rozktadu normalnego o Sredniej O i matym odchyleniu
(np. 10), a z proby losowej (konkretny eksperyment) mamy Srednig
1000, to ladujemy w “ogonie” rozktadu Sredniej i na podstawie tej
konkretnej proby odrzucamy hipoteze (ale na podstawie innej préby
moglibySmy zaakceptowac)

KADD 21/22, Wyktad 10 18 /57



Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku uzywamy innych wielkosci niz Srednia:

- definiujemy jakas (wygodna dla nas) statystyke testowa T (np.
roznice miedzy wynikiem eksperymentu a krzywa teoretyczng)

— ustalamy poziom istotnosci o

- wyznaczamy taki zbior U, ktory okresla obszar zmiennosci
statystyki testowej T, taki ze prawdopodobienstwo znalezienia sie
W nim jest ograniczone wartoscig a: P(TeU)=a

— z pobranej proby wyznaczamy konkretng wartosc statystyki
testowe] T". jezeli znajduje sie ona wewnatrz obszaru krytycznego
U, odrzucamy hipoteze (mowimy: krzywa teoretyczna nie opisuje
wyniku eksperymentu), czyli odrzucamy hipoteze, jezeli T'eu

" KADD 21/22, Wyktad 10 19 /57



Weryfikacja hipotez statystycznych

® - nie ma podstaw do odrzucenia H_ (przypadek 1)
® - odrzucic Hu(przypadek 2alub2b)
o~
X
el
% —
;_2a
(REJECTION REGION) (REJECTION REGION) X
OBSZAR \ { OBSZAR
“"RRYTYCZINY KRYTYCZNY

rozkitad statystyki testowej

" KADD 21/22, Wyktad 10 20 /57



Hipoteza zerowa I alternatywna

* Kazde testowanie hipotez zaczynamy od zatozenia, ze nie ma zwigzku
miedzy zmiennymi lub nie ma réznic miedzy poréwnywanymi grupami
(np. nie ma roznicy miedzy teorig a danymi)

Hipoteza zerowa (H,) zawsze mowi o braku zwigazku miedzy
zmiennymi lub o braku réznicy.

 Hipoteza alternatywna (badawcza), H,, stawiana jest przez nas i
dotyczy sytuacji wyttumaczenia zjawiska, kiedy hipoteza zerowa jest
fatszywa

— Z metodologicznego punktu widzenia nie jest mozliwe, aby w petni
udowodnic jej prawdziwosc.

— wystarczy, ze pojawi sie jeden przypadek zaprzeczajacy hipotezie i
staje sie ona fatszywa (odnosi sie to rowniez do teorii).

Hipotezy w badaniach falsyfikujemy a nie potwierdzamy.

(odrzucamy hipoteze zerowg na rzecz alternatywnej, lub
nie stwierdzamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe))

KADD 21/22, Wykiad 10 21/ 57



Hipoteza zerowa I alternatywna

e Hipoteza moze bycC rozna, przykitady hipotez:
- Sredni wzrost Polakow to 175 cm
- 2% dzieci w wieku szkolnym nie lubi czekolady

— poziom szczescia dwie minuty po zjedzeniu duzej porcji lodow jest wyzszy niz
przed zjedzeniem tejze duzej porcji lodow

« Hipoteza zerowa (H,) to w uproszczeniu taka, gdy nie widzimy réznicy — np.
czujemy sie tak samo po zjedzeniu lodow jak przed
- w przypadku pomiarow, np. wartosc x2 jest mata — teoria opisuje dane

« Hipoteza alternatywa (H,) to przeciwienstwo hipotezy zerowej, ktérg mozemy
zdefiniowac na kilka sposobow, np.:

- np. jest roznica w szczesciu w zjedzeniu lodow (test dwustronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest mniejszy (test jednostronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest wiekszy (test jednostronny)

- w przypadku pomiarow X2 jest duze - teoria nie opisuje danych (test
jednostronny — rozktad X2 jest niesymetryczny)

« Statystyka testowa - to funkcja proby, na podstawie ktorej wnioskuje sie 0
odrzuceniu lub nie hipotezy statystycznej — wielkoSC majgca swoj rozktad prawd.

" KADD 21/22, Wyktad 10 22|57
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Test y* dobroci dopasowania

Mamy N pomiaréw g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o

Wartosci f;, i=1,2,...,N okresSlajg nam prawdziwy rozktad danej
wielkosci mierzonej (np. znaleziony poprzez estymacje)

Dla kazdego pomiaru liczymy wielkoSC u: u = g";f", i=1,2,...,N

i

Jesli nasza teoria (wartosci f) jest prawdziwa, to rozktady roznic u,
maja postac standardowego rozktadu normalnego - nasza hipoteza

Jesli tak, to rozktad y2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkoSc:
o - (9.~ ’

T:Z ”?:Z O,

i=1 i=1 !

(Subiektywnie) oczekujemy mate] wartosci wielkosci T

Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegolne roznice u,
przyjmujg duze wartosci (wartosc¢ T jest duza)

Jak okresli¢ granice zmiennosci T ? Mozna zauwazyc¢, ze granica ta

jest okreslona kwantylem ;_, , czyliilp(T>y> )=a | |F(x,)=P(X<x,)=¢q
P(X>x,)=1—q

KADD 21/22, Wykiad 10 24 | 57



Test y* dobroci dopasowania

« Podsumowujac, w haszym przypadku musimy dla danej
realizacji proby (wyniku eksperymentu) wyznaczyc¢ wartosc¢
testowa T i porownac ja z odpowiednim kwantylem rozkiadu y2 o
odpowiedniej liczbie stopni swobody:

T>y: .,

* Jezeli ten warunek jest spetniony, to hipoteze odrzucamy (punkty
teoretyczne nie opisujg danych eksperymentalnych na zadanym
poziomie istotnosci)

« Skad wzig¢ kwantyl? Z tablic lub z dystrybuanty:

— 1

1

| Tef —

0.8]

0.70

0.6} /
0.5}

0-45 /

il
}

: s 01:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 220

KADD 21/22, Wy ° M . 25 | 57



Test y* dobroci dopasowania

Wyobrazmy sobie, ze rzucamy monetg 100 razy (N=100).
Prawdopodobienstwo uzyskania orta lub reszki wynosi 50%, a wiec wartosc
oczekiwana wyglada nastepujgco:

_ Orzet Reszka

50 50

My jednak otrzymalismy: 52 orty i 48 reszek.

Czy nasze wyniki sg zgodne z modelem teoretycznym (wartoscig oczekiwang)?
W celu sprawdzenia przeprowadzamy test chi kwadrat

" KADD 21/22, Wyktad 10 26 | 57



Test y* dobroci dopasowania

o —y(0-E)
PRZYKLAD 1 - RZUT MONETA E

* 2 -warto$¢ statystyki ‘chi kwadrat’
O - czesto$¢ obserwowana - (observed frequency)

OBLICZAN I E CHI KWADRAT = KRO KI E - czestos¢ oczekiwana - (expected frequency)

1) Odejmujemy oczekiwane frekwencje od obserwowanych

2) Podnosimy do kwadratu

3) Dzielimy przez wartosc¢ oczekiwang

4)Liczymy stopnie swobody ( w tym wypadku liczba kategorii (orzet/reszka) -1)

Orzet Reszka Suma
52 48 100 .
Chi kwadrat = 0,16

50 50 50

B i 0 Df = 2-1=1

4 4 0

4/50=0,08

4/50=0,08 0,16

KADD 21/22, Wyktad 10 27157



Test y* dobroci dopasowania

Porownujemy nasz wynik z wartosciami krytycznymi rozktadu chi kwadrat
(odcinajgcymi obszar krytyczny oznaczany przez alfe, tj. obszary
odrzucenia/nieodrzucenia) odpowiadajgcym liczbie stopni swobody i
poziomowi prawdopodobienistwa z jakim chcemy wnioskowac.

Tablica wartosci krytycznych dla wartosci chi kwadrat

nfa 0,995 0,99 0,98 0,975 0,97 0,96 0,95 0,9 0,1 0,05 0,04 0,03 0,025 0,02 0,01 0,005
1 0,0000 0,0002 0,0006 0,0010 0,0014 0,0025 0,0039 0,0158 2,7055 33415; 4,2179 4,7093 5,0239 35,4115 6,6349 7,8794
2 0,0100 0,0201 0,0404 0,0506 0,0609 0,0816 0,1026 0,2107 4,6052 . 5,9’915 6,4378 7,0131 7,3778 7,8240 9,2103| 10,5966
3 0,0717 0,1148 0,1848 0,2158 0,2451 0,3002 0,3518 0,5844 6,2514 7,8147 8,3112 8,9473 9,3484 98374 11,3449| 12,8382
4 0,2070 0,2971 0,4294 0,4844 0,5351 0,6271 0,7107 1,0636 7,7794 9,4877| 10,0255| 10,7119| 11,1433 11,6678| 13,2767 14,8603
5 0,4117 0,5543 0,7519 0,8312 0,9031 1,0313 1,1455 1,6103 9,2364) 11,0705 11,6443 12,3746] 12,8325| 13,3882| 15,0863 16,7496
[ 0,6757 0,871 1,1344 1,23713 1,3296 1,4924 1,6354 2,2041| 10,6446| 12,5916 13,1978 13,9676] 144494 15,0332( 16,8119| 18,5476
7 0,9893 1,230 1,5643 1,6899 1,8016 1,9971 2,1673 48331 12,0170f 14,0671| 14,7030| 15,5091| 16,0128| 16,6224| 18,4753 20,2777
8 1,3444 1,6465 2,0325 2,1797 2,3101 2,5366 2,7326 3,4895| 13,3616| 15,5073| 16,1708| 17,0105{ 17.5345| 18,1682| 20,0902 21,9550
9 1,7349 2,0879 2,5324 2,7004 2,B485 3,1047 3,3251 4,1682| 14,6837| 16,9190| 17,6083| 1B,4796| 19,0228| 19,6790 21,6660| 23,5894

10 2,1559 2,5582 3,0591 3,2470 3 A1 3,6965 3,9403 4,8652) 15,9872| 18,3070 19,0207 19,9219 20,4832 21,1608 23,2093| 25,1882
11 2,6032 3,0535 3,6087 3,8157 3,9972 4,3087 4,5748 5.0778| 17,2750 15,6751| 20,4120| 21,3416 21,9200 22,6175 24,7250 26,7568
12 3,0738 3,5706 4,1782 4,4038 4,6009 4,9385 35,2260 6,3038| 18,5493| 21,0261 21,7851| 22,741B| 23,3367 24,0540| 26,2170| 28,2995
13 3,5650 4,1069 4,7654 5,0088 5,2210 5,5838 5,8919 7,0415| 15,8119] 22,3620| 23,1423 24,1249| 24,7356 254715| 27,6882 29,8195
14 4,0747) 4,6604 5,3682 5,6287 5,8556 56,2426 6,5706 7,7895| 21,0641| 23,6848| 24,4855| 25,4931| 26,1189 26,8728 29,1412| 31,3193
15 4 RNNG £ 2701 L QRAQ £ 27 f LN1? f Q127 7 2600 fcaral 72 w71l Jacaecel A2l 26 maTal 27 assal o 2cakl  an g7PAl 22 AMMR

(...) 0,16<3,8415 - nie ma podstaw

do odrzucenia hipotezy zerowe;
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Test x* i doSwiadczalny rozktad czestosci

« Mozemy rowniez rozwazac zmienng losowg X, (opisang rozktadem
f(x)) ktorg dzielimy na r przedziatow (histogram): g ,&,,....&,,...,E,

« Calkujac f(x) w przedziatach otrzymujemy prawdopodobienstwo p,
zaobserwowania zmiennej X w danym przedziale (binie):

D= Px€§ ff dx Zpl

« Z pobranej proby o0 liczebnosSci n oznaczamy przez n. elementy lezace
w danym przedziale &,

- Oczywiscie zachodzi relacja: "~ Z”
suma wejsc w poszczegolnych blnach rowna jest liczebnosci proby

* Oczekiwalibysmy (zakladajgc prawdziwosc f(x)), ze: n,=np,

« Hipoteza: zaktadamy, ze dla duzych wartosSci liczb n, ich wariancja
rowna sie n, (patrz dyskusja o rozktadzie Poissona) i ze rozktad

wielkoSclu: (n—np) _ (n—np) Marozkiad Gaussa
Uy =-— —, lub u;=— :

n; np;
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Test x* i doSwiadczalny rozktad czestosci

Wtedy, suma kwadratow: T= Zu
Bedzie miata (dla duzych n) rozk’fad NG

Jaka jest liczba stopnl swobody’? Z defninicji histogramu mamy
jedno rOwnanie wigzow: | _ Z "

i=1 . . . .
Zatem zmienne u, hie sg niezalezne, wiec liczba stopni swobody
rowna sie r-1

Oczywiscie, jezeli dodatkowo estymujemy p parametrow rozktadu na
podstawie pomiarow (wprowadzamy p kolejnych wiezow
uzalezniajacych od siebie wielkosci u.), to liczba stopni swobody
wynosi r-1-p

Wartos¢ T porownujemy, tak jak do tej pory, z kwantylami rozktadu y2
0 okreslonej liczbie stopni swobody dla zadanego poziomu istotnosci
o Ty,

Jesli nierdwnos¢ jest spetniona — odrzucamy hipoteze
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Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonéw w celu badania oddziatywan
fotonéw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozkiadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku & (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Widzimy, ze rozkfad ten przypomina rozktad Poissona - probujemy zatem obliczyc
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametry rozktadu Poissona (patrz Wykiad 10 [ slajd 13) (1 pkt.)

Narysowac na jednym wykresie punkty pomiarowe i dopasowanie (metodg estymatora najwiekszej wiarygodnosci).
Sprawdzic¢ jakos¢ dopasowania za pomocg testu x2. W tym celu nalezy zaimplementowac funkcje obliczajacy statystyke testowa

(ng — npg)?
X2 zgodnie z wzorem T = E
k

np;

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, npk - przewidywana przez teorie liczba przypadkow w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢ wartosc statystyki testowe;j. (1 pkt.)
Zaimplementowac funkcje zwracajgcg wynik testu x2 na zadanym poziomie istotnosci a

Wykorzystujgc zaimplementowang funkcje zweryfikowac hipoteze méwiaca, ze dane pomiarowe podlegajg rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartosc poziomu istotnosci. Uwaga! Kwanyl mozemy odczytac z policzonej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)
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Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonéw w celu badania oddziatywan
fotonéw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozkiadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku & (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Wid G LU P"““"“S / na - probujemy zatem obliczy¢
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla A slajd 13) (1 pkt.)

Electrun w -~ positron
/ ajwiekszej wiarygodnosci).
(@ "- i
/

¢ funkcje obliczajgca statystyke testowg
\.,__ J_,..f

Narysowac na jednym wykresie punkty p
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomod

(”‘k
X2 zgodnie z wzorem T = E

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, nj pbw w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczyc

Zaimplementowac funkcje zwracajgcg w A more energetic
electron-positron pair

owe podlegajg rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartosc¢ poziomu istotndgainis electrun;f' ' bnej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)
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Test y* - przyktad

* Po wczytaniu danych z pliku histogram eksperymentalny wyglada
nastgpujaco (nasza proba losowa): Wynik eksperymentu

« Zakladamy hipoteze: teoria mowi
to jest rozktad Poissona
(“na oko” zresztg tak wyglada)

* Rozktad Poissona ma tylko jeden
parametr (wartosc¢ srednig):

flk)=2 e

 Musimy go zatem jakosS wyznaczyc z proby losowej — jak?
Na przykiad metoda najwiekszej wiarygodnosci — szukamy
estymatora nieobcigzonego najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej
wariancji — wyprowadzilismy go sobie na Wyktadzie 10:

7 8 9
k

di N[ Przypomnienie - defin_icja )
—=]'= 1= - B estymatora o min. wariancji:
==L =K, oK)= =

- = ~ e A ['=A(M)(A—2)
=2 k=== (K =) o*(8)=
= A (5) [A (M)
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Test y* - przyktad

Czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej wariancji
dla rozktadu Poissona jest srednia arytmetyczna z proby

Oczywiscie w naszym przypadku mamy histogram, ktory zawiera
jakas catkowitg liczbe wejsc (catka z histogramu nie jest rowna 1),
wobec tego do Sredniej dodajemy wagi w postaci liczby wejsc w
danym binie i Srednia staje sie Srednig Wazonq Z kn,

Z n
W naszym przypadku wartosc ta wynosi mniej W|ecej. N ~233

Wynik eksperymentu

Rysujemy wiec funkcje:
n-p,=n-f(k)=n- Z—e N,gdme n= an

Jak teraz sprawdzic, czy faktycznle
nasza hipoteza jest stuszna?

Testujemy dobro¢ dopasowania

" KADD 21/22, Wyktad 10




Test y* - przyktad

. Musimy zatem wyznaczyé wartoscC statystyki testowej T:

T= Z Z (m=npd” 1o 5

=0 npy
* Co dalej’? Zaktadamy poziom istotnosci, na przyktad: «=0,01

* Musimy jeszcze okreslicC liczbe stopni swobody — ile ich jest?
— liczba binow (8) minus 1 minus liczba parametrow (1)
r—1-p=8—-1—-1=6

* Teraz szukamy odpowiedniego kwantyla rozktadu 2 o 6 stopniach
swobody: Ko = aee~16,81

* Porownujemy statystyke z kwantylem: 1=10,51<y;,,=16,81

 Warunek T>x;_. nie jest spetniony, zatem na poziomie istotnosci
«=0,01 hie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
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dwnosci wariancji

(test F-Fishera)
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Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

Problem: porownywanie wariancji populacji o jednakowych
wartosciach srednich

Przykiad: pomiar tej] samej wielkosci dwoma przyrzgdami
pomiarowymi (zaktadamy brak niepewnosci systematycznych — typu
B)

Pytanie (hipoteza): czy pomiary beda miaty jednakowe wariancje
(czy doktadnosC pomiaru jest jednakowa dla obu przyrzadow)?

Zatdzmy, ze rozwazane populacje majg rozktad normalny

Pobieramy proby o liczebnosci N, i N,
Dla kazdej Z pobranych prob wyznaczamy WarlanCJe | Ilczymy lloraz

2 2( ) — 1
Jesli hipoteza 0 réwnosm warlanCJl jest prawdziwa, to iloraz F

powinien by¢ bliski jednosci F~1
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Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

 Mozna udowodnic, ze tego typu wielkos¢ ma rozktad F-Fishera

F(%(fﬁfz))

1
[

f(F)=

f2

[arfelln

1

_fl_l

F2

f4

1+—F

f2

f+f

fi=

N,—1;

f,=N

e Szukamy zatem analogicznie wartosci granicznej okreslajgcej obszar
krytyczny, ktora jest odpowiednim kwantylem rozktadu F-Fischera:

2
Sy
—2>F1_a —0

S

P

e Ostatecznie sprawdzamy zatem warunek:

* To jest test jednostronny, na ogot postugujemy jednak testem

dwustronnym:

51
—>F
52

2
S

Sk

—<>F,_.»(f,.fy),gdzie f to liczby stopni swobody

" KADD 21/22, Wyktad 10

38157



Test robwnosci wariancji (F-Fishera)

e Czyli w praktyce musimy zweryfikowac hipoteze:

2

295y nlf o f)=F "u(f o0 Fi)

Sk
* Indeksy g i k oznaczajg wiekszg i mniejszg wariancje z proby, czyli:
5> S

* Jezeli nierdbwnosc jest spetniona, to hipoteze o rownosci wariancji
mozna odrzucic
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Test rownosci wariancji - przyktad

Numer pomiaru  Przyrzad 1 Przyrzad 2

* Korzystamy z kwantyli funkcji

1 100 97 0,2 0,04 2,86 8,16
2 101 101 1,2 1,44 1,14 1,31 F .
3 102 102 22 484 214 459 — —
4 100 99 0,2 0,04 -0,86 0,73 F9;2(6’9)_F0,9(6’9)_2'51
08 101 1,8 324 1,14 1,31 _ _
g 97 08 2.8 7,84 -1,.86 3,45 F0,1(6:9)—F0,95(6,9)—3-29
00 0 02 0,04 1,14 1,31 X
; 101 o 1,2 1,44 F0,02<6, 9)=F0’99(6, 9):5-61
9 99 0,8 0,64 o
10 100 0,2 0,04 F,.,(6,9)=F,4:(6,9)=6.89
Srednia 99,8 99,86 ’ : ’
Stopnie swobody 9 6 * 1.6<3.29 — nie ma podstaw
o re aae o odrzucenia hipotezy na

F 1,6

02|om|e |stotnosm 10%

P s T T . PP, RSP Ty PR (RN S

Col (o ............ MR, FZQZ|0m |St0tnosc|

F{F)
1.0 - F(F)
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(test t-Studenta)




Test rownosci srednich (t-Studenta)

* Problem: poréwnywanie wartosci srednich dwoch préb losowych

* Przyktad: badamy sredni wzrost studentek 1 roku w Warszawie
(populacja X) oraz w Nowym Jorku (populacja Y)

* Pytanie (hipoteza): czy wartosci Srednie obu populacji, na podstawie
pobranych prob losowych, sg jednakowe?

* Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X | Y to te same populacje

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwoch préb losowych z populaciji X oraz Y o liczebnosciach
N, iN,

" KADD 21/22, Wyktad 10 42157



Zastosowanie testu t-Studenta

Hipoteza: rownosc wartosci Srednich z obu populacji: x=3

Zaktadamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob maja rozktad normalny z wariancjami srednich:

o' (X)=0(X)/N, o'(Y)=0"(Y)/IN,

Wariancje srednich sg estymowane przez estymatory:

e=— L S (x_xy =t 3 (Y7

X_N1<N1_1)j:1 Nl(Nl_l) j=1

Rdznica wartosci srednich z proby rowniez ma rozktad zblizony do
normalnego: A=x-v=c*(A)=c*(X)+o*(7)

Jesli hipoteza jest prawdziwa, wéwczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz A/o(A) powinien podlegac rozktadowi Gaussa
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Test roznic t-Studenta

Skoro tak, to oczywiscie ¢’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako Srednig wazong z dwaoch prob:
2_(N1_1>5§(+(N2_1>5§/
- <N1_1)+(N2_1>
Wtedy mozemy zdefiniowac estymatory:
N,+N, ,
NN,
Mozna udowodnié, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-
Studenta z liczbag stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
sy=S/N, sy=s"/N, s ,=sy+s;=

Rownosc wartosci srednich mozna wiec weryfikowac¢ postugujac sie
testem réznic Studenta

Als(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwaoch prob. Jej wartosc
bezwzglednag porownujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze).

|t|:|A|:|X_Y|

SA A 1—50(
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Rozk’fad t- Studenta

e Jak widac, rozkiad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem 0

* Rozktad dazy do rozkiadu
Gaussa gdy f -

* Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|t|<t)=2F(|t])-1

« Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci a poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t',=t |,

1-—a
2
. Kwantyle v ‘tl_ga sg stablicowane dla réznych poziomow istotnosci

a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 .
100 97 -0,21 0,04 -3,8 14,44 * Mamy kwantyle

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 1,44 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 3,24 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04 > )

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ —_ 2 05

8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 "

9 99 96 -1,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( 27 —_ t‘0,99’(27} 2 77
11 98 221 4,89 o

12 101 0,79 0,62 —

13 100 0,21 0,04 y to 995(2 7‘ 3 05
14 102 1,79 3,2

15 103 2,79 7,78

16 101 0,79 0,62 ”~ .9—00’(22) 2'to 998< 27) 3,43
17 99 21,21 1,47 -~

18 100 0,21 0,04

Cn g = = ’t0=002(27)— 0909(27)=3,69 5
e w021 008 05 * Hipotezy nie mozna odrzucic

Stopnie swobody 18 9
SN2 43,16 95,6
S2/f 2,4 10,62
SN2 49,1

S”2 Delta 8,18
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Wartos¢ p

P-values and statistical significance explained

very unlikely
observations

probability of observation

True value under the null hypothesis
and most likely observation

'

Significance threshold
corresponding to a given
significance level (e.g. 0.05)

Observed p-value
(significance level)

very unlikely
observations

Observed
result (value)

set of possible results calculator

Wynik jest statystycznie istotny (mata wartos¢ p), zatem odrzucamy hipoteze zerowg
na rzecz hipotezy alternatywnej (badawcze))
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Wartosc¢ p

—— Colectyourdata  Testtheresult(avg=56) | Isthe resutsignificant?
*Thee null ypothesis: An all you can eat pizza | i._J.;E-u-lh:t wour -uh-:«ln'-ll:l.um., *5et your significance level *F >, 10: Mot significant

chain thinks customers eat an aversgeof 4 | making sure thesy ane (5% in this examplej, then 0 £ .10 : Manginally
shices, w random, For this m run your test. For examphe: significant
*Alternate: You think the average is much [ erample, the obsersed chi-square, T-test or Z-test. * @ % .05 2 Significamt

- highee ! avarage is 5.6 slices. W p < .01 Very significant.

g

50%

Average = 4 slices

Probability of observations
(L. probability of ¥ pumber of siices eaben]

Number of slices eaten per visit

3
0
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Hipotezy zerowa | alternatywna

Btedy | I Il rodzaju
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Na podstawie:
https://lwww.statystyczny.pl/hipotezy-statystyczne/
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Statystyka testowa

e Statystyka testowa - to funkcja proby,
na podstawie ktorej wnioskuje sie o BWLITROMAY
odrzuceniu lub nie hipotezy
statystycznej — wielkos¢ majgca swoj r
rozktad prawdopodobienstwa 5

 Z naszej proby losowej il Iy
(eksperymentu) dostajemy jedng LEWOSTROA A V
wartosC — ona znajduje sie gdzies w
tym rozktadzie

e Obszar krytyczny (obszar odrzucen) ”
jest zawsze na koncu rozktadu "“nlll

— jesli hipoteza mowi, ze cos jest

o PRAWOSTRONAY
rozne — dwustronny

- mniejsze lub wieksze — "
jednostronny H,“'
Hin

« Statystyka testowa ma swoj (rozny)
rozktad zarowno dla H, jak i H,!!!
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Btad | rodzaju

* Btad | rodzaju to taki, gdzie odrzucamy hipoteze zerowa a byta ona
prawdziwa

- H,: poziom szczescia (srednio w populacii) po zjedzeniu duzej
porcji lodow jest taki sam jak przed

- H,: poziom szczescia (srednio w populaciji) sie zmienia

- my na podstawie dosSwiadczenia (proby losowej) zjedlismy lody i
np. przez te okropne wyrzuty sumienia, ze znowu za duzo kalorii ;)
odrzucamy hipoteze zerowa na rzecz alternatywnej

- jezeli w wyniku wielu préb losowych wynika, ze jednak ladujemy w
ogonie rozktadu owego szczescia, to popetnimy witasnie btad
pierwszego rodzaju — bo odrzuciliSmy hipoteze zerowa, ktéra w
rzeczywistosci byta prawdziwa

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju okresla poziom
istothosci o, stad oczekujemy, by byt jak najmniejszy
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Btad Il rodzaju

* Btad Il rodzaju to taki, gdy nie odrzucimy hipotezy w rzeczywistosci
fatlszywe]

— ma on miejsce w sytuacji, kiedy jednak ten poziom szczescia
przed zjedzeniem lodow i po zjedzeniu w rzeczywistosci sie rozni.
Jesli (Srednio w spoteczenstwie, w populaciji) te wyrzuty
sumienia z powodu zjedzenia dobrych i smacznych lodow
powoduja, ze poziom szczescia zdecydowanie spada po zjedzeniu
lodow, a my stwierdzimy (na podstawie proby losowej), ze nie
ma zadnej roznicy, to wtedy popetniamy btad Il rodzaju. Nie
odrzucamy hipotezy zerowej, mimo ze jest ona fatszywa.

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu Il rodzaju okreslamy jako [3
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Przyktad: btedy | | Il rodzaju

Z fabryki wykataczek ma wyjechac partia produktow, ktora musi spetniac
ustalone kryteria jakosci (np. ostros¢ zakonczenia x). Kontrola jakosci polega

na losowaniu pewnej liczby paczek, ktora jest sprawdzana pod katem
kryterium.

W kontroli jakosci testujemy hipoteze: cafa partia speftnia wymagania jakosci

Wyobrazmy sobie, ze w kontrolowanej partii znalazto sie kilka paczek
wadliwych.

Wariant A: Partia nie wyjezdza z fabryki mimo, ze duza jej czesS¢ mogta byc¢ ok
— btad | rodzaju (odrzuca hipoteze zerowg, ryzyko producenta).

Wariant B: Partia wyjedzie z fabryki mimo, a producent popetnia btad Il
rodzaju (przyjmuje btedna hipoteze zerowg) i konsument moze trafi¢ na
nieodpowiednie wykataczki (ryzyko konsumenta).
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Moc testu

I Moc testu (prawdopodobienstwo, ze prawidiowo odrzucimy hipoteze
zerowa) to 1-B. Inaczej mowigc jest to prawdopodobienstwo
niepopetnienia btedu Il rodzaju.

* Moc testu zalezy od kilku czynnikow:
- Wielkosci proby uzytej w badaniu (im wieksza préba, tym wieksza

moc testu).

- Rzeczywistej wielkosci efektu na tle losowej zmiennosci w
populacii.

- Przyjetego poziomu istotnosci a (miedzy btedem | i Il rodzaju jest

taka zaleznosc, ze jezeli zwiekszamy prawdopodobieﬁstwo
popetnienia danego btedu, jednoczesnie zmniejszamy je dla
drugiego). 3 A

e} rozktad zgodny z Hy

@ rozkiad zgodny z H;,
O blad I-go rodzaju

m biad Il rodzaju

@ moc /

0.3
|

0.0

Gestosé
0.1 0.2
| |

-4 -2 0 2 4

Wartosci statystyki testowej
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Moc testu

Moc testu:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

0= 0, o= 0,

Pl

[ moc testu dla
hipotezy

( alternatywnej

i

i
G

A4

c
\ btad |-go rodzaju
\
btad ll-go rodzaju
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Testy statystyczne
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