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Statystyczna analiza danych

e Statystyczna analiza danych:

- traktujemy pomiar jako pewien element zbioru wszystkich

mozliwych pomiarow (pewnej cechy populacji o danym rozkladzie
prawdopodobienstwa — najczesciej nieznamym)

— na podstawie skonczonej liczby pomiardw, obserwacji (préby
losowej, podzbioru populacji), ktora ma swoj rozktad
prawdopodobienstwa (znany z pomiarow czy obserwacji),
probujemy dowiedziec sie czegos (czyli estymowac) na temat
parametrow rozktadu catej populaciji

- Innymi stowy, na podstawie proby losowej (pomiarow, obserwaciji)
stawiamy hipotezy | wyciggamy wnioski dotyczgce interesujace]
nas cechy catej populacji N
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1 |
Average Average Average

| 1l

. - .15 the distribution
The Sampling = of a statistic across
Distribution... =: an infinite number

of samples

https://en.wikipedia.org/wiki/Sample_(statistics)
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Rozktady 1D - momenty

] x ] Procent osob zarabiajacych dane kwoty brutto
m,= E (X ) = J' X f (X) dx momenty zwykte Na podstawie danych GUS za 2010 rok, like-a-geek jogger.pl
—® q Dominanta Mediana Spednia
m,=u=E(X)= f xf(x)dx

w=E ((X— &)') momenty centralne

Procent osdb
w danym przedziale

0 5,24 39 358 211 0,28 0,13

w,=0"(X)=E[(X=&|= | (x=&f(x)dx

I I I I
— o0
~ P~ Vi m o i =1 P =1
_Ms M . SHGa g RC SR S L S
Y=— K=——3 wsp. asymetrii, kurtoza SE S8 AR 2 S 8B
=~ 4 'y
0 O "procent osdb otrrymujacych FARDBEI BRUTTO [PLM)
. B
Skewness is the asymmelry of a detribution
A positively skewed distnbution has a “tail”
pubed in the positive direction, A negatively positive kurtosis
skewed distnbution has a “tad™ pulled in the
negatve direction. Most stock-market retums
are negatively skewed. .
-~ Wi dominanta
Negatively g
skewed E ] ( — ) —
«g P( X=X, )=max
z -".

negative kurtosis df (X) — 0 d2 f (X> < O
dx dx’

Momenty to usrednienia danych
podniesione do kolejnych poteg

NORMAL NOT ALWAYS THE NORM

Kurtosis refers to how peaked the curve is:
steeper means positive kurtosis and flatter means
negative kurtosis, Fat tads occur when there are
more oglsEe retunns on the downsade or upssde,
or both, than the normal curve suggests.

Reluras
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http://lh3.ggpht.com/-UhjcSGuME9Q/UgCqCj00_nI/AAAAAAAAWXU/-0ZlMA9pPnU/image_thumb%25255B2%25255D.png?imgmax=800
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http://www.advisor.ca/wp-content/uploads/2012/07/normal-not-always-the-norm.gif

Rozktady 1D - kwantyle

 Mediana dzieli rozktad prawdopodobienstwa na dwa obszary o rownym
prawdopodobienstwie F(x,:)=P(X<x,.)=0,5 A
- Mediana x,; jest kwantylem (ang. quantile) rzedu 0,5

T(—— maksimum

<€— gorny kwartyl

« Ogolna definicja kwantylu rzedu q, x F(xq):P(X<xq):q

- kwartyl dolny x, ,, F(xq):f f(x)dx=q,qe(—1;1)
- kwartyl gorny x, -

@<— Srednia

<€— mediana

<— dolny kwartyl

J(—— minimum

- decyle x,,, x,,, ..., X4

- funkcja x (q) jest funkcja odwrotng do

~vartosci przyjmowane przez zmienng losowg

dystrybuanty

« Kwantyl ,rze,du q Jegt ta,kq liczba x,, z? q-100% _
elementow w danej probce (populacji) e Bhees
ma wartosc pomiaru (badanej cechy) : et |
nie wigkszg niz x, e

* W przypadku ogondw rozktadu kwantyle moga by¢ N
lepszg wielkoscig niz momenty B /

- Momenty i kwantyle to dwa najczestsze B a I Ena e
opisy humeryczne danych liczhowych §§];§¢'-‘ R

'KADD 20/21, Wyktad pods.



Rozktady 2D

mOmenty | Gestosc prawdopodobienstwa |
Mo=E(x)=%
Moy = Y):)A’
Wi = X—x -y >:COV X,Y
Uy =E|(X —&)'|=0"(X)
A \2 2

We,=E{(Y—=Yy)|=0 (Y)

owariancja
cov(X,Y)=u,=E(X-Y)—- :
wsp. korelacji (Pearsona) \ elipsa kowarianciji

x,y)=coviXY —1<p(X,Y)< .

o o . #

Wspobtczynnik korelacji a liniowa zaleznos¢ zmiennych ‘f
(niekoniecznie przyczyna-skutek) —o0

cov(x,y)<O :

Fluctuations in Grad Student ay
Enrollment (Science & Engineering) Fluctuations in the
Unemployment Rate

40000
15
20000

20000

=V

-40000

Correlation

2>

P = 075583

Coefficient: (that's pretty P




Generatory liczb pseudolosowych

« Komputer, urzadzenie determinisityczne, moze generowac tylko
liczby pseudolosowe

- kolejna generowana liczba jest funkcja liczb wczesniej
wygenerowanych

~ Zlarno (seed) — V\_/arto_sc g m=113,a=12 Test widmowy
poczatkowa (mozna jg ustalic

np. z zegara systemowego) o3

« Generujemy liczby z jednakowym "°-

prawdopodbienstwem e

- 0.6

(rozktad jednorodny) N

Liniowy kongruentny generator liniowy (LCG) n.4§—

xj+1=(a-xj+c)modm 03—

Multiplikaywny liniowy kongruentny generator 0'2?
liniowy (MLCG) 0.1E- :

Xj+1=(a-xj)modm m1/205w Lo Gt b el R L

|||| L1 11 L1111 L1111 I I I | | L1 11 L1
| 1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
~ . ~1/2 X
d,~m

0.09
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Transformacja rozktadu jednorodnego

. Metoda odwrotnej dystrybuanty

* Transformacje rozktadu jednostajnego mozemy wykorzystac do
generowania liczb losowych o skomplikowanych gestosciach

prawdopodobienstwa

f(x)dx=g(y)dy
gdy f(x)=1=dx=g(y)dy=dG|(y)

=G’

§ ( y) (y ) dystrybuanta

| ax=] daG(y)
x=G(y)/ musi istnieé

‘xmin:G<ymin>’ xmax:G(ymax)

ymin:G_1<O)’ ymax:G_l(l)

Czyli: liczymy dystrybuante G(y)
a nastepnie funkcje odwrotna G™(y)

Zmienna losowa X po transformacji
y=G'(x) ma rozktad g(y)

'KADD 20/21, Wyktad pods.

8146



Metoda (akceptacji) von Neumanna

* Metoda generacji liczb metoda odwrotnej dystrybuanty eSS
ma swoje ograniczenia — dystrybuanta musi by¢ '
znana (I by¢ funkcjg wzajemnie jednoznaczng), czyli
musi istnieC funkcja odwrotna

* Metoda (akceptcji-odrzucen) von Neumanna wymaga
znajomosci jedynie gestosci prawdopodobienstwa i
pozwala na otrzymanie liczb z
praktycznie dowolnego rozktadu

e Jak to dziata?

— generujemy pare liczb z rozktadu
jednorodnego: (y,,u;)

— SpraWdzamy, Czy ui<g(yi) |gestofcprawdopodobienstwa |
Erb.MGf—
— jesli warunek jest spetniony, oan
akceptujemy liczbe y, e
jesli nie - odrzucamy -

KADDZOIZl,Wykiadpods.
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Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

* WydajnosS¢ metody von Neumanna
mozna poprawic, jesli odpowiednio
zawezimy obszar losowania:

| Metoda von Neumanna

6000

4000 1

L

wprowadzamy funkcje pomocnicza
s(y), z ktorej “fatwo” wygenerowac

2000

genn

Zo000 >

800D

Entries 241632
Mean 0.7746
RMS 0.7238
Underflow ]
Overflow 1]
Integral 2.416e+05

zmienne losowe (np. metoda | L T
odwrotnej dystrybuanty), i ktéra : 5 o
spetnia warunek: g(y)<c-s(y), a<y<b o st
generujemy liczbe losowa y, z
rozktadu s(y) na przedziale a<y.<b o |
oraz liczbe u, z rozktadu / //
jednorodnego na przedziale o<u,<1 |
odrzucamy liczbe y, jeZeIi:ui>M ol O
wydajnosS¢ metody estn) 2 o
: b 10000
S, 9(y)dy o
- b 4000
Cfa S(y)dy 2000

'KADD 20/21, Wyktad pods.
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Centralne twierdzenie graniczne

* Wyobrazmy sobie eksperyment polegajacy na rzucie kostka
(kostkami) | obserwowaniu catkowitej liczby oczek:

- kolejne rzuty kostkg (kostkami) sg niezalezne

— jesli rzucamy kostka jednokrotnie (albo 1 kostka), to
prawdopodobienstwo uzyskania danej wartosci jest jednakowe

- Jesli rzucamy kostkg dwukrotnie (albo 2 kostkami), to
prawdopodobienstwo uzyskania sumy oczek nie jest juz
jednakowe

- Jesli rzucimy kostka n-krotnie (n-kostkami) — rozktad normalny

= il %'::'..
p o So, %

Prol t
50% probability
al | | i that outcome is
above or balow 7
i lan

12 3 456 T 4812162024 s el meden)
0 probability 100% probability
R & | s ) e
%:-,;f +8e Ll || “I . +§ |I||||| |||||| L) G0 B30
’ ’ 2 4 6 8 10 12 +§ +§ 51015202530 0] CI0 C0) G0 B30
(=)0 G0 G0 (00 03 G003 G300

+ G G 0 8 0 5
/+ +§ ..|I||”||I|.. §+§‘ §+§ ..||I||H||||||||.. BD () G0 G 6] E]I (e e CIES EIE3

o k L %« Musuilmly

mmmmmm
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Centralne twierdzenie graniczne

o=

' B appo*
I X | narmal .
/[\ distrbiton
N ande? T —Xa [ \ o
/\/-/-\\N E ,ﬁiﬁ
— N @rdon . N ¥ My =l
M |
m /3 = DISTRIGUTION
Poamelars o) : 0 OF THE SaMPIE
: MEAN
| ~ CENTRAL LUMIT
THEOREM
12146
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Wyobrazmy sobie taka sytuacje: Aouilfage

et

- Mieszkasz w wiosce obok rzeki

- Mieszkancy wioski wrzucajg do t :
rzeki Odpady biO|OgiC2ne 1| Pollution Spread Function

- Koncentracja odpadow w funkcji s ==cc
odlegtosci od miejsca zrzutu | |
(Pollution Spread Function, PSF) ? o population function
jest zalezna od ich rozktadu przez e dictance

mikroorganizmy w rzece . .
Total pollution concentration
(convolution of both)

—> distance

« Jaka jest petna funkcja opisujgca poziom zanieczyszczen w rzece?

—> distance

— llos¢ wrzucanych odpadow zalezy
od populacji miejscowosci na rzece

« Jest to splot dwdch rozktadow — funkcji populacji oraz funkcji
koncentracji odpadow

* Innymi stowy, zastepujemy kazdy punkt w funkcji populacji przez
funkcje koncentracji przeskalowanag przez wage funkcji populacji

'KADD 20/21, Wyktad pods. 13/ 46


https://www.quora.com/The-density-function-of-the-sum-of-two-random-variables-is-the-convolution-of-their-respective-densities-What-is-the-intuition-behind-this

Suma zmiennych losowych jako splot

* Przypadek splotu dwdch rozktaddw jednorodnych:

< _ 1, 0< 1
f.(x)= L, Osx<l f,(y) Y=

0, w przeciwnym razie 0, w przeciwnym razie

ff (u—x)dx= j"f (u—x) ;v::“__dfc:, f(u):_j fy(v)dv:jfy(v)dv
. Zmlenna u zmlenla sie od O do 2, zatem rozwazmy 2 przypadkl

(a) O<u<1: f,(u ff )dv = j"dv u
(b) 1<u<2: f,(u f f dv=f dv=2—u

e Zgodnie z CTG — im wiecej rozktadow w sploue, tym bardz_iej rozktad
sumy przypomina rozktad Gaussa:

=

-

! U:Xl‘|'X2

c
I
X

o
=

e
o

u =X1-T?(2+X3

e
'S

SUSX XX HK

e
[}

ot
.....

=]

c*L‘.II‘\II|\\I‘\II|\\I\
NN

ol L e | Tt e
0.5 1 1.5 2 25 3 35
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Estymatory

* Typowy problem analizy danych: znamy (np. z prawa fizycznego)
0g0lng postac gestosci prawdopodobienstwa w danej populacii,
nalezy “jedynie” wyznaczyC parametry tego rozktadu. Przyktad:

mierzymy rozpad radioaktywny w czasie: N(t)=N,(1—exp(—it))

parametr A wyznaczamy na podstawie proby — mierzgc skonczong
Il0SC razy ilos¢ rozpadow w czasie — wynik nigdy nie bedzie
doktady, bo prdéba jest skonczona, mamy problem estymaciji
parametrow

poszukiwana wielkoS¢ uzyskiwana jest funkcja elementow proby
(statystyka) | jest nazywana estymatorem: s=s(x,,x.,...,X,)

estymator jest nieobcigzony, jezeli niezaleznie od liczebnosci
proby jego wartos¢ oczekiwana jest rowna wartosci
estymowanego parametru:

E(S(X,,X,,...,X,)|=A\, dlakazdego n

estymator jest zgodny, jezeli jego wariancja znika:
limo(S(X, X,...,X,)|=0

n
n-=>oo

'KADD 20/21, Wyktad pods. 15/ 46



Estymator wartosci oczekiwanej

Populacja
- opisana funkcja gestosci:
f(x)=P(X=x)
- posiada wartos¢
oczekiwang:
E(X)=%= f xf(x)dx
— wartosc oczekiwana
rozktadu to jedna liczba
* nie jest zmienng losowg
e chcemy jg zmierzycC
doswiadczalnie

- np. dla rozkt. Gaussa:

2

1 —(X—ZM)
f(x)mge 2
E(X):__[Oxf(x)dx:u

Proba losowa

- zakladmy, ze Srednia arytmetyczna
z elementdéw proby jest estymatorem
wartosci oczekiwanej

- Srednia arytmetyczna jest
statystyka:

> 1
X:E(X1+X2+...Xn)

- jest zmienng losowa
(zalezy od elementéw proby)

- posiada swojg wartos¢ oczekiwang
oraz wariancje

— oczekujemy, ze bedzie ona
estymatorem nieobcigzonym |
zgodnym wartosci oczekiwanej
populacji:

E(X|=E(X)=%, dlakazdego n
lim o X|=0
n-=>oo

- Na wyktadzie pokazane jest jak to
sprawdzié

'KADD 20/21, Wyktad pods.
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Estymatory - podstawowe

* Przyktadowe estymatory nieobcigzone:

- wartosci oczekiwanej populacji —» srednia arytmetyczna z
proby: .
X=—(X+X,+..+X,)

— wariancji populacji - srednia odchylen kwadratowych:

Sz(X) 11(()( —X )+ (Xz_X)2+---+<Xn_X)2) -1 wynika z jednego réwnania
wiezow (istnienie Sredniej)

« Wariancje (niepewnosci) estymatorow:
— wariancja sredniej arytmetyczney:

=

2( v 1 2
© (X):HS (X):n(n—l) i=
— wariancja sredniej odchylen kwadratowych:

—

« Uwaga! Wariancje estymatorow sg rowniez estymatorami — mozemy
wiec liczyC np. wariancje wariancji sredniej arytmetycznej, itd.

'KADD 20/21, Wyktad pods. 17 1 46



Metoda najwiekszej wiarygodnosci

* Funkcja wiarygodnosci nazywamy iloczyn postaci:

« Jak wyznaczy¢ maksimum?

— warunek konieczny: przyrownac pierwsza pochodng L do zera

* RO&zniczkowanie iloczynu jest jednak niewygodne, wprowadzamy
wiec logarytm funkcji wiarygodnosci L:

l:1nL:i In f(x(j);k)
* Funkcjq wiarygodnosci jest odpowiednikiem gestosci

prawdopodobienstwa, tylko okreslona dla parametrow. Poniewaz jest
funkcja proby losowej, jest rowniez zmienng losowa

rownania wiarygodnosci
Ol

max 3 max 1 max 2 max

'KADD 20/21, Wyktad pods. 18/ 46



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

* Przyktad: badamy rozktad wagi studentow

rozktad wagi studentek w populacji jest opisany rozktadem
normalnym o wartosci Sredniej p | wariancji o2
zatdzmy, ze wybralisSmy N=10 reprezentantow, ktorych wagi (w kg)
xY uktadaja sie nastepujaco:

e 52,2 55,3 59,0 57,6 67,6 72,6 68,9 62,6 67,6 81,6

Zadanie: na podstawie wyniku pomiaru znajdz najbardzie]
wiarygodng estymacje parametrow rozktadu

oczywiscie funkcja rozktadu prawdopodobienstwa kazdego wyniku
(wagi studentek) dana jest wzorem:

() 1 —[x [
flx ;M,G):O—me@

20°

konstruujemy funkcje wiarygodnosci:

M,

Jj=1

L({(i,6)=0""(27n) " exp|—

'KADD 20/21, Wyktad pods. 19/ 46



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

— oraz logarytmiczna funkcje wiarygodnosci:

N
[(i,6)=InL(1,6)=In|67" (2x)"" Z( —i ] Z( —(i[ +const
— rownania wiarygodnosci:
di(d,6) di(i,6)_
dia. dG
N " 0)
dl(ayé')__zjzl(x _M)(_l)_oz’i( (J))_N’\_Oi/\_];x
do 20 R X H=rat="
C (j) C (j) 2 padito mailowo pytanie, czemu
dl(i,65) n ;(X]_M) s ;(XJ_M) nie n-1 |
da - 75 + 252 =0=0" =" n - estymatorem najwiekszej
© © © wiarygodnosci jest obcigzony

estymator wariancji

- dla formalnosci powinnismy jeszcze sprawdzi¢ drugie pochodne...

'KADD 20/21, Wyktad pods.
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Estymatory obcigzone

« Czasem nie da sie wyznaczy¢ estymatora nieobciazonego: jaki
jest warunek osiggniecia minimalnej wariancji?

. Mozna pokazaé (Brandt), ze zajdzie tak, gdy: E(S)=B(\)+A
I'=A(M)(S—E(S)) [=B()M)S+C()\)+D L=dexp|B(\)S+C (M)

* Witedy w przypadku estymatora nieobciazonego o minimalnej
wariancji otrzymujemy:
1 1 o’(S)=

o2<s):l<k>=E<l,z) [A(3)]

* Estymatory spetniajgce powyzsze warunki nazywamy estymatorami
O hajnizszej wariancji

_Af
* Przyktad — rozktad Poissona: / <k>_k! ©
dl N k(J')
_:l':Z[T—l}:  _ 2y -\ N
=2 k= nj=[5- (K= 2(8)=
p. 2 KA (R = am

'KADD 20/21, Wyktad pods. 21146



Rozktad y? - zastosowanie

+ Rozkiad x2 stosuje sie jako miare ufnosci uzyskanego wyniku
(odchylenia elementow proby od wartosci Sredniej populacji). Im
mniejsza wartosSc 2 tym pozornie stuszniejszy wynik. Jako miary
zaufania do wyniku uzywa sie wielkosci:

il W()=1-F (3 )=p=1-u

2\ 1, [, 2\M—1 —1/2° _ 1
f(X )_k (X) e k_r()\)z)\

nazywanej poziomem ufnosci (zwykle podawanym w % iloSci
odchylen standardowych rozktadu normalnego o)

- wielkos¢ a jest nazywana poziomem istotnosci

* W rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z petnym
rozktadem Gaussa o dowolnym a | 0. Wprowadzamy wtedy

odpowiednie przeskalowanie elementy proby losowej
) ) )
2_X2_(X1_a) "'(Xz_a) +"‘+<Xn_a)
X —A = .

* a w ogolnym przypadku wielowymiarowym, gdy zmienne sg zalezne:

v=X'=X-a'B|X-a

'KADD 20/21, Wyktad pods. 22146



Rozktad y* a estymator wariancji

e Mozna udowodnicé, ze zmienna losowa;: n—1
()'

ma rozktad 2 z f=n 1 stopniami swobody. Wynika to stad, ze
Wyrazenla(X — X )’nie sa liniowo niezalezne (co jUZ wiemy). Kazde
dodatkowe réwnanie (wigezy) pomiedzy wyrazeniami (X .— X )’
redukuje liczbe stopni swobody o 1

S 47 estymatyor wariancji

* Wartosci p— przykiad:

CMS Preliminary {s=7TeV,L<5.1fb"' \s=8TeV,L<12.2fb"

$ 10 e s

S \, 0

o sF [~ RS

§10 ? """"" . \ / :550

—|10_9_ “"‘\\// 160
:: ““.‘ E?o .

10 | Combined = T, 1 P(|lY—a|<0)=68,3% P(|Y—a|>0)=31,7%
|| — H— bb 80

P e N P(|Y—a|<20)=95,4% P(|Y—a|>20)=4,6%
I P(|[Y—a|<30)=99,8% P(|]Y—a|>30)=0,2%

110 115 120 125 130 135 140 145
my (GeV)
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* Przyktad: rozwazamy zmienng losowg X opisang standardowym
rozktadem Gaussa (srednia 0, odchylenie 1). Pobieramy 10-
elementowa probe, uzyskaliSmy srednig arytmetyczna: x=0,5

e Jak na podstawie te] jednej realizacji proby (np. wyniku
eksperymentu) mozemy stwierdzi¢, czy pochodzi ona z takiej
populacji? Innymi stowy, naszg hipoteza jest: proba losowa
pochodzi z rozktadu Gaussa o Sredniej 0 i odchyleniu 1

* Procedura weryfikacji hipotezy nazywana jest testem statystycznym

* Jezeli hipoteza jest stuszna (nasze zatozenie) to wartosc srednia
(bedaca réowniez zmienng losowa) X ma rozktad normalny ze Srednig
O i odchyleniem std. 1/,10

o’ (X)=+0(X)=—o-1=10"(X)=

ﬁ‘H
(@]
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Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak na podstawie konkretnej realizacji proby sprawdzic, czy
zatozona hipoteza jest prawdziwa?

- I: musimy ustali¢c pewng wartos¢ prawdopodobienstwa o (zwanego
poziomem istotnosci,z reguly mata wartosc, np. 0,01, albo 0,03,
czy 0,05)

- II: pytamy, czy prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych
wartosci proby jest mniejsze niz a: P(|X]|=0,5)<a

- nierdwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby préba
pochodzita z rozktadu okreSlonego przez testowang hipoteze -
mozemy ja odrzucic

- prawdopodobienstwo zaobserwowania tego, ze |X| jest duze,
jest bardzo mate, ale takie nam sie trafito — wiec
prawdopodobnie (z prawdodobienstwem 1-a) nasza hipoteza
nie jest stuszna

- lll: jesli prawdopodobienstwo jest mniejsze niz przyjeta wartosc
prawdopodobienstwa (poziom istotnosci) a, odrzucamy hipoteze na
zadanym poziomie istotnosci
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Weryfikacja hipotez statystycznych

Rozktad wartosci $redniej X
><0.4F

0.4

= [ Test dwustronny P(|X|>x',)<a | = ETest jednostronny P(Xzx',)<a
0.351 np. x',=0,5 0.35-

0.30 0.30

0.25 0.25C

0.2E 0.2

0.150 045 /3

01" 04" o

0.05F 0.05F

0; OO [ DTN, - W

X X
» Jesli (w naszym przyktadzie) wartosc srednia znajduje sie w zaznaczonym
obszarze (nazywamy go obszarem krytycznym), to hipoteze odrzucamy

- Jesli oczekujemy rozktadu normalnego o sredniej O i matym odchyleniu
(np. 10), a z proby losowej (konkretny eksperyment) mamy srednig
1000, to ladujemy w “ogonie” rozktadu Ssredniej i na podstawie tej
konkretnej préby odrzucamy hipoteze (ale na podstawie innej proby
moglibysmy zaakceptowac)
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku uzywamy innych wielkosci niz srednia:

- definiujemy jakas (wygodna dla nas) statystyke testowa T (np.
roznice miedzy wynikiem eksperymentu a krzywa teoretyczng)

— ustalamy poziom istotnosci o

- wyznaczamy taki zbior U, ktory okresla obszar zmiennosci
statystyki testowej T, taki ze prawdopodobienstwo znalezienia sie
W nim jest ograniczone wartoscig o: P(TeU)=a

— Z pobranej proby wyznaczamy konkretng wartosc¢ statystyki
testowej T". jezeli znajduje sie ona wewnatrz obszaru krytycznego
U, odrzucamy hipoteze (mowimy: krzywa teoretyczna nie opisuje
wyniku eksperymentu), czyli odrzucamy hipoteze, jezeli T'eu
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Test y* dobroci dopasowania

« Mamy N pomiarow g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o,

 Wartosci f;, i=1,2,...,N okreSlajg nam prawdziwy rozktad dane;
wielkosci mierzonej (np. znaleziony poprzez estymacje)

« Dla kazdego pomiaru liczymy wielkoSC u: u.= g";f", i=1,2,...,N

i

« Jesli nasza teoria (wartosci f) jest prawdziwa, to rozktady réznic u,
maja postac standardowego rozktadu normalnego — nasza hipoteza

« Jesli tak, to rozktad y2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkoSc:
o -9~ ]

T:Z “?:Z O,

i=1 i=1 !

* (Subiektywnie) oczekujemy matej wartosci wielkosci T

« Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegolne roznice u,
przyjmujg duze wartosci (wartosc T jest duza)

« Jak okresli¢ granice zmiennosci T ? Mozna zauwazyc, ze granica ta

jest okreslona kwantylem ;. , czyliilp(T>y> )=a | |F(x,)=P(X<x,)=¢q
P(X>x,)=1—q
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Test x> dobroci dop

asowania

« Podsumowujac, w haszym przypadku

musimy dla danej

realizacji proby (wyniku eksperymentu) wyznaczyc¢ wartosc¢

testowa T'i porownac jg z odpowiednim kwantylem rozkiadu y2 o

odpowiedniej liczbie stopni swobody:

T>%1

* Jezeli ten warunek jest spetniony, to hipoteze odrzucamy (punkty
teoretyczne nie opisujg danych eksperymentalnych na zadanym

poziomie istotnosci)

» Skad wzigC kwantyl? Z tablic lub z dystrybuanty:

—

0.3

0.2

S 0.1

& 1—

= ¢
“o.9"
0.8"
0.7-
0.6-
0.5

0.4F

-/

1)

//V

:
Witz

KADD 20,21 Wyk - | 8 10 12 14 16 18 220

0

N

4 6 8 I10‘ | |12‘ | ‘14‘ | ‘16‘ | ‘18| | ‘20
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Test y* - przyktad

‘ZadaME

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzkg fotonow w celu badania oddziatywan
fotondw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozktadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku 7 (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Widzimy, ze rozkfad ten przypomina rozktad Poissona - probujemy zatem obliczyc
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametry rozktadu Poissona (patrz Wykiad 10 [ slajd 13) (1 pkt.)

Narysowac na jednym wykresie punkty pomiarowe i dopasowanie (metodg estymatora najwiekszej wiarygodnosci).
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomocg testu x2. W tym celu nalezy zaimplementowac funkcje obliczajaca statystyke testowa

('n-k — n.p&.)g
X2 zgodnie z wzorem T = E
k

NP

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, npk - przewidywana przez teorie liczba przypadkéw w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢ wartosc statystyki testowej. (1 pkt.)
Zaimplementowac funkcje zwracajgcg wynik testu x2 na zadanym poziomie istotnosci a

Wykorzystujgc zaimplementowana funkcje zweryfikowac hipoteze méwiacg, ze dane pomiarowe podlegajag rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartos¢ poziomu istotnosci. Uwaga! Kwanyl mozemy odczytac z policzonej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)
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Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)
Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonow w celu badania oddziatywan

fotondw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
parami elektron-pozyton powinna podlegac rozktadowi Poissona. Nalezy

wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdje¢ z 0,1,2,...
wczytac dane z pliku 7 (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec

Invisible gamma ray phutnns .

na - probujemy zatem obliczyc

[ slajd 13) (1 pkt.)

ajwiekszej wiarygodnosci).

¢ funkcje obliczajaca statystyke testowa

zawierajgcych k par elektronowych). Wid
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla

Narysowac na jednym wykresie punkty p
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomog

(?Lk
X2 zgodnie z wzorem T = E
‘[\'

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, nj

e positron

pw w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢
A more energetic

Zaimplementowac funkcje zwracajgcg w
electron-positron pair
Wykorzystujgc zaimplementowang funkcje z Lt "y owe podlegajg rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartos¢ poziomu istotn ity electrun;f /| pnej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
"o

(2 pkt.) /]
[

/
/
f

o

i
f
.’
I
f
[

32146
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Test y* - przyktad

* Po wczytaniu danych z pliku histogram eksperymentalny wyglada
nastgpujaco (nasza proba losowa): Wynik eksperymentu

« Zaktadamy hipoteze: teoria mowi
to jest rozktad Poissona
(“na oko” zresztg tak wyglada)

* Rozktad Poissona ma tylko jeden
parametr (wartos¢ srednia):

flk)=2e

 Musimy go zatem jakos wyznaczyc z proby losowej — jak?
Na przyktad metoda najwiekszej wiarygodnosci — szukamy
estymatora nieobcigzonego najwiekszej wiarygodnosci o minimalne;
wariancji (kilka slajdow temu):

7 8 9
k

di N () Przypomnienie - definicja
H:1 = [T_1]: - A estymatora o min. wariancji:
oAk A=K, of(K)=% [=A() (—n)
=2 [k === (K -2 o*(8)=——
Ao A (S [A(M)]
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Test y* - przyktad

* Czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej wariancji
dla rozktadu Poissona jest srednia arytmetyczna z proby

* Oczywiscie w naszym przypadku mamy histogram, ktory zawiera
jakas catkowitg liczbe wejsc (catka z histogramu nie jest rowna 1),
wobec tego do Sredniej dodajemy wagi w postaci liczby wejsc w
danym binie i Srednia staje sie srednig wazona; S ken,

A=
Z n
7 7 . . . . k
* W naszym przypadku wartosc ta wynosi mniej wiecej: 3 ~2 33

Wynik eksperymentu

* Rysujemy wiec funkcje:

a
c

~K - 7

n-pkzn-f(k)zn-li‘—!e_x,gdzie n:Zk: n,

» Jak teraz sprawdzic, czy faktycznie
nasza hipoteza jest stuszna?

* Testujemy dobroC dopasowania
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Test y* - przyktad

. Musimy zatem vwznaczyc’; wartosc statystyki testowej T

T= Z Z (m=np” o 55

k=0 npy
* Co daIeJ’P Zaktadamy poziom istotnosci, na przyktad: «=0,01

* Musimy jeszcze okreslicC liczbe stopni swobody — ile ich jest?
- liczba binow (8) minus 1 minus liczba parametrow (1)
r—-1—-p=8—-1—-1=6

* Teraz szukamy odpowiedniego kwantyla rozktadu x2 o 6 stopniach
swobody: Ko = aee~ 16,81

* Porownujemy statystyke z kwantylem: T=10,51<y;,,=16,81

 Warunek T>yx;_. nie jest spelniony, zatem na poziomie istotnosci
a=0,01 hie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
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Hipotezy zerowa I alternatywna
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Hipoteza zerowa | alternatywna

e Hipoteza moze bycC r6zna, przykitady hipotez:
- Sredni wzrost Polakéw to 175 cm
- 2% dzieci w wieku szkolnym nie lubi czekolady

— poziom szczescia dwie minuty po zjedzeniu duzej porcji lodow jest wyzszy niz
przed zjedzeniem tejze duzej porcji lodow

« Hipoteza zerowa (H,) to w uproszczeniu taka, gdy nie widzimy roznicy — np.
czujemy sie tak samo po zjedzeniu lodow jak przed

— w przypadku pomiarow, np. wartosc chi2 jest mata — teoria opisuje dane

« Hipoteza alternatywa (H,) to przeciwienstwo hipotezy zerowej, ktérg mozemy
zdefiniowac na kilka sposobow, np.:

- np. jest roznica w szczesciu w zjedzeniu lodow (test dwustronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest mniejszy (test jednostronny)
- poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest wiekszy (test jednostronny)

- w przypadku pomiarow chi2 jest duze - teoria nie opisuje danych (test
jednostronny — rozktad chi2 jest niesymetryczny)

Statystyka testowa - to funkcja proby, na podstawie ktorej wnioskuje sie o
odrzuceniu lub nie hipotezy statystycznej — wielkoSC majaca swoj rozktad prawd.
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Statystyka testowa

e Statystyka testowa - to funkcja proby,
na podstawie ktérej wnioskuje sie o QWY ITEOMAY
odrzuceniu lub nie hipotezy
statystycznej — wielkos¢ majgca swoj r
rozktad prawdopodobienstwa 5

« Z naszej proby losowej il I
(eksperymentu) dostajemy jedng LEWOSTRON A V
wartosC — ona znajduje sie gdzies w
tym rozktadzie

* Obszar krytyczny (obszar odrzucen) ”
jest zawsze na koricu rozktadu it

— jesli hipoteza mowi, ze cos jest

S PRAWOSTROAAY
rozne — dwustronny

- mniejsze lub wieksze — [t
jednostronny “,“'
hin

e Statystyka testowa ma swoj (rézny)
rozkiad zaréowno dla H, jak 1 H,!!!
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Btad | rodzaju

 Btad | rodzaju to taki, gdzie odrzucamy hipoteze zerowa a byta ona
prawdziwa

- H,: poziom szczescia (Srednio w populacii) po zjedzeniu duzej
porcji lodow jest taki sam jak przed

- H,: poziom szczescia (Srednio w populaciji) sie zmienia

— my na podstawie doswiadczenia (proby losowej) zjedlismy lody i
np. przez te okropne wyrzuty sumienia, ze znowu za duzo kalorii :)
odrzucamy hipoteze zerowg na rzecz alternatywnej

- jezeli w wyniku wielu préb losowych wynika, ze jednak lgdujemy w
ogonie rozktadu owego szczescia, to popetnimy witasnie btad
pierwszego rodzaju — bo odrzuciliSmy hipoteze zerowa, ktora byta
prawdziwa

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju okresla poziom
IstotnosSci «, stad oczekujemy, by byt jak najmniejszy
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Btad Il rodzaju

* Btad Il rodzaju to taki, gdy nie odrzucimy hipotezy fatszywe]

— ma on miejsce w sytuaciji, kiedy jednak ten poziom szczescia
przed zjedzeniem lodow i po zjedzeniu sie rozni. Jesli (Srednio w
spoteczenstwie) te wyrzuty sumienia z powodu zjedzenia
dobrych i smacznych lodow powoduja, ze poziom szczescia
zdecydowanie spada po zjedzeniu lodéw, a my stwierdzimy (na
podstawie proby losowej), ze nie ma zadnej roznicy, to wtedy
popetniamy btad Il rodzaju. Nie odrzucamy hipotezy zerowej,
mimo ze jest ona fatszywa.

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu Il rodzaju okresSlamy jako B

KADD 20/21, Wyktad pods. 40 | 46



Moc testu

I Moc testu (prawdopodobienstwo, ze prawidiowo odrzucimy hipoteze
zerowa) to 1-B. Inaczej mowiac jest to prawdopodobienstwo
niepopetnienia btedu Il rodzaju.

* Moc testu zalezy od kilku czynnikow:
- WielkosSci proby uzyte] w badaniu (im wieksza proba, tym wieksza

moc testu).

- Rzeczywiste] wielkosci efektu na tle losowe] zmiennosci w
populacii.

- Przyjetego poziomu istotnosci a (miedzy btedem |i Il rodzaju jest

taka zaleznosc, ze jezeli zwiekszamy prawdopodobienstwo
popeinienia danego btedu, jednoczesnie zmniejszamy je dla
drugiego). 5] . B

| nyz Hp
= kiad zgodny z H,
[ ] blqd I-go rodzaju

m biad Il rodzaju

@ moc /

0.3
|

0.0

Gestosé
0.1 0.2
| |

-4 -2 0 2 4

Wartosci statystyki testowej

‘ KADD 20’21, Wykl'ad pOdS. Rys.2 Relacje migedzy btedem I, Il rodzaju oraz moca



Moc testu

Moc testu:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej
=0, 0= 0,

itkiaiasiin,
ﬂ:# fatii Y

! moc testu dla
/ hipotezy

X// alternatywnej

Eugﬁgif/”/f/,

i

i3

2
A R
i #E“ﬁﬂﬁﬂgﬁggg

N

c
\ btad I-go rodzaju

\
btad ll-go rodzaju

/ a‘: b Wansaw UniveasiTy
N "{-_‘.,J_' Faculty of Econemic Sciences

VWV
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Testy statystyczne
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Dalsza lektura

 Polecam ponizsze strony:

- https://www.statystyczny.pl/hipotezy-statystyczne/
- http://pogotowiestatystyczne.pl/istotnosc-statystyczna/

- http://coin.wne.uw.edu.pl/azylicz/sm/sm09 2016.pdf
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Przykladowe zadania na kolokwium z KADD (wyklad):

1) Dana jest dystrybuanta zmiennej X:

X (-inf, -2> (-2, 1> (1, 3> (3, inf)
F(x) 0 0.2 0.8 1.0
Wyznacz funkcje prawdopodobienstwa.

2) Zmienna losowa X ma funkcje prawdopodobienstwa postaci:

Ix 3 1 3 5
Ipi 0.1 0.2 0.5 0.2
Wyznaczyc funkcje prawdopodobienstwa zmienne U:

a) U =2X +3

h)U=X?

0) U= X5

Ponadto wyznaczy¢ wartosci oczekiwane i wariancje.

3) Zmienna losowa ma rozklad prawdopodobienstwa:

f(x) = c*sin(x) x in [0, ]

a) Dobrac stalg c, aby f(x) byla gestoscig prawdopodobienstwa

b) Wyznaczyc funkcje dystrybuanty

c) Wyznaczy¢ wartosc oczekiwang, wariancje, odchylenie standardowe
d) Wyznaczyc mediang

4) Zaproponowac metoda do generacji liczb z rozkladu potegowego

5) Zaproponowac metode do generacji liczb z rozkladu sinusoidalnego

6) Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad gestosci: f(x,y) = /(201 ) * exp(-0.5%(x"/4
+y*/25)). Zbada ¢, czy zmienne X, Y sa niezalezne, Podac sposdb na obliczenie (obliczyc): P(-
1<X<2, 0<¥Y<3)

7) Dane s3 dwie proby:
A) 21,19, 14, 27,25, 23,22, 18, 21 (N=19)
B) 16, 24,22, 21, 25, 21, 18 (N=7)

Czy przy poziomie istomosci 5% wariancja proby (B) jest mniejsza niz proby (A)?
8) Zweryfikuj hipoteze, ze 10 pomiarow zostalo wylosowane z populacji o wartosci sredniej 25.6?

Przyjmij, ze poziom istotnosci wynosi 10%, zaloz, ze populacji ma rozklad normalny.
Pomiary: 22.03, 27.05, 27.5, 22.7, 25.3, 26.2, 27.9, 21.2, 23.3, 25.5.
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Test t-Studenta

« Mamy zmienng losowa X o rozktadzie normalnym. Pobieramy prébe
losowg o liczebnosci N | wartosci Sredniej x

* Wariancja wartosci sredniej. o*(X)=0*(X)/N

e Dla dostatecznie duzych prob wartosc srednia z proby (na mocy

centralnego twierdzenia granicznego) ma rozktad normalny (x o(x))

. X —
* Zmienna y=0<)—5 ma standardowy rozktad normalny

* Na ogot nie znamy jednak odchylenia standardowego o°(x)

* Postugujemy sie estymatorem wariancji:

N

N
2 1 PSY: 2 _ 1 Y
SX_N_ljZ_l(Xj X) Sx N(N—l)j;<xj X)

. Pytanie:_jak bardzo bedziemy odbiegac¢ od rozktadu Gaussa, jezeli
we wzorze na y zastgpimy odchylenie estymatorem?

* Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze x=0 (kazdy rozktad Gaussa
mozemy przesungc¢ o wartosc srednia)
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Test t-Studenta

* Rozpatrzmy zmienng losowa T zdefiniowang nastepujaco:
T:X/SX:X\/W/SX

* WielkoS¢ (N-1)s3=fs; ma rozkiad x2 o liczbie stopni swobody f=N-1
 WzO0r na zmiennag T zmieni sie ham zatem nastepujaco:

t

* Dystrybuanta zmiennej T bedzie okreslona wzorem:
~(f+1)

] r|1(f+1)
xqmt):r ((ff)mﬁ [t

F(t):P(T<t):P(
2

* A odpowiadajgca jej funkcja gestosci, noszgca nazwe rozktadu t-
Studenta: 1

f(t)= 1) r(n%);(f”)
Ef vy f

r
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Hipoteza: zaktadamy, ze nasza populacja przewiduje wartosc
oczekiwang z populacji majacej rozktad normalny rowng A,

* Pobieramy prob@ o0 liczebnosSci N | wyznaczamy wartos¢ srednig x
oraz wariancje

e Jezeli przy zalozonym poziomie istotnosci a zachodzi nierdwnosc:
X -1 VN

|t|: SX >ta:tl—%oc

 Wtedy odrzucamy naszg hipoteze
* W p&yp;am(u testu jednostronnego

1 o

Sx
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwaoch prob losowych z populacji X oraz Y o liczebnosSciach
N, iN,

* Hipoteza: rownosc wartosci srednich z obu populacji: x=y

e Zakladamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob majg rozktad normalny z wariancjami:

o’ (X)=c’(X)IN, o°(Y)=0"(Y)/N,

* Wariancje sa estymowane przez estymatory:
N,

N,

2= L S (x_xp stz (Y-

: N1<.N1_1)j=1 _ . ' Nl(Nl_l) =1 N
* ROznica wartosci srednich z proby rowniez ma rozkiad zblizony do
normalnego: A=x-v=o%*A)=c*X)+o*(Y)

« Jesli hipoteza jest prawdziwa, wowczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz /s (a) powinien podlegac rozktadowi Gaussa

e Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje
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Test roznic t-Studenta

« Skoro tak, to oczywiscie o’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako srednig wazong z dwaoch prob:
,_ (N,=1)s3+(N,~1)s;
- <N1_1)+(N2_1)
* Wtedy mozemy zdefiniowacC estymatory:
N,+N, ,
NN,
* Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-Studenta
Z liczbg stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
Sy=SIN, sy=s/N, s ,=sy+s;=

 ROwnos¢ wartosci srednich mozna wiec weryfikowac postugujac sie
testem rdéznic Studenta

* A/s(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwdch préb. Jej wartos¢
bezwzgledng poréwnujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze):
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

N jaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 :
umer pomiaru rz;&z{;’:} rzy;q 021 004 38 1444 ° Mamy kwantyle

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 144 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 324 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ 2 05
8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 7

9 99 96 21,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( —_ t)99’(27} 2 77
11 98 2,21 4,89 ’

Loowm op o L] 27) =ty (27)=3,05

14 102 1,79 3.2
15 103 2,79 7,78
16 101 0,79 0,62 ~ -e'OO’( ZD 2'tO 998( 27) 3943
17 99 -1,21 1,47 // -
18 100 0,21 0,04 -~ -
19 102 179 322 - - t0002(27)_t0999<27) 3’69
llo§é iard 19 10 - =z
Oscsﬁggqr:gow 100,21 100,8 ( -0,59 o H | pOtezy n |e m OZ na Od I'Z u C | C
Stopnie swobody 18 9
S 43,16 95,6
S/ 2,4 10,62
S 49,1
S”2 Delta 8,18
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