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“Magiczna” funkcja fit

* Do tej pory zajmowaliSmy sie estymacjg parametrow rozktadow,
wprowadzilismy estymatory i warunki, jakie powinny spetniac. Nie
zajmowalisSmy sie natomiast sposobem ich konstruowania (oprocz
estymatora wartosci oczekiwanej i wariancji)

* W praktyce mamy pewien zestaw danych (punkty pomiarowe) |
chcemy do niego dopasowac jakis model teoretyczny, ktory pozwoli
nam okresliC jego parametry

CMS-L=5fb"\s=7TeV,L=20fb" \s=8TeV

14 —e— data g
- — full PDF
— B§_>u+u-
121~ B utw B0 -
----- combinatorial bkg

—h
o
T T T

.....

—_ 1 3

— -
“““ semileptonic bkg B . hh‘_‘-.\_‘_
----- peaking bkg = iy L {

Orug Concentratan
L [N [F%]
=1 =1
Lo | [ ]
o
F,
{
i
¥
s

S/(S+B) Weighted Events / ( 0.04 GeV)
(o]

4 | a DV : =ty y
47 . E ¥ . -L'.L""H.\_
i 201 |—PRED e W
= k T
2 -9~ I i
0_ J JJ;LH:J I i 2 & 8 i 10
4.9 56 57 58 59 Tiens [hra
m,, (GeV)
http://cms.web.cern.ch/news/very-rare-decay-has-been-seen-cms https://www.ndm.ox.ac.uk/principal-investigators/researcher/joel-tarning
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“Magiczna” funkcja fit
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“Magiczna” funkcja fit

7.1 The Fit Method

The Fit method is implemented in ROOT for the histogram classes TH1 | the sparce histogram classes, THnSparse , the graph

classes, TGraph , TGraph2D and TMultiGraph for fitting a collection of Graphs with the same function.

7.1.1 The TH1::Fit Method

To fit a histogram programmatically, you can use the TH1::Fit method. Here is the signatures of THL1::Fit and an explanation
of the parameters:

TFitResultPtr Fit(TF1l *function, Option_t *option, Option_t *goption,
Axis t xxmin, Axis t xxmax)

® function a pointer to the fitted function (the fit model) object. One can also use the function name. This name may be one of
ROOT pre-defined function names or a user-defined function. See the next paragraph for the list of pre-defined functions.

e *pption: The second parameter is the fitting option. Here is the list of fitting options:
© “ W " Set all weights to 1 for non empty bins; ignore error bars

o “ WW " Set all weights to 1 including empty bins; ignore error bars

© * I " Use integral of function in bin instead of value at bin center
(Sl M| |s= |og likelihood method (default is chi-square method). To be used when the histogram represents count

O “ WL " Weighted log likelihood method. To be used when the histogram has been filled with weights different than 1.

o]

* P " Use Pearson chi-square method, using expected errors instead of the observed one given by TH1::GetBinError
(default case). The expected error is instead estimated from the the square-root of the bin function value.

KADD 20/21, Wyktad 9 6129



Funkcja wiarygodnosci

* Do te] pory zajmowalismy sie estymacjg parametrow rozktadow,
wprowadzilismy estymatory i warunki, jakie powinny spetniac. Nie
zajmowalismy sie natomiast sposobem ich konstruowania (oprocz
estymatora wartosci oczekiwanej i wariancji)

* Problem ogodlny:
— mamy zbior p parametrow: A=(A A, ,A,)
- okreslony gesto$cia prawdopodobienstwa; f=f(x;A)
- dla n zmiennych losowych: x=(x, x, ..., X,)

» Jeden pomiar wielkosci X, czyli pobranie proby o licznosSci 1,
prowadzi do uzyskania wyniku x"'=(x,=x\, x,=x,..., x, =x\/)

« Takiemu doswiadczeniu przypisujemy liczbe:
dP(j):f(X(j),'x)dX

e Ktora jest tzw. prawdopodobienstwem a posteriori. MOwi ona po
uzyskaniu wyniku, jakie bylo prawdopodobienstwo jego uzyskania

~ KADD 20/21, Wykiad 9 7129



Funkcja wiarygodnosci

* Funkcja wiarygodnosci nazywamy iloczyn postaci:

L=1£[f(x(j>,'?»)

* Funkcja wiarygodnosci jest zmienng losowa (jest funkcja proby)

* Przyktad: iloraz wiarygodnosci — rzut asymetryczng monetg

— na podstawie rzutu asymetryczng monetail wynikow tych rzutow
chcemy ustali¢, czy moneta nalezy do klasy A lub klasy B

- zaldzmy, ze proba to 5 rzutow: A B
1 orzet i 4 reszki orzel 13 I3
- stad funkcja wiarygodnosSci: reszka 2/3 1/3

12\ 2 (1} L,
L, == L.=—|— ———=8
= e e

- z duza dozg prawdopodobienstwa moneta nalezy do klasy A

~ KADD 20/21, Wykiad 9 8129



Metoda najwiekszej wiarygodnosci

* Najwieksza ufnoscia obdarzamy zbior parametrow, dla ktorego
funkcja wiarygodnosci osigga maksymalna wartos¢

e Jak wyznaczy¢ maksimum?
— warunek konieczny: przyrownac pierwszg pochodna L do zera

* RO&zniczkowanie iloczynu jest jednak niewygodne, wprowadzamy
wiec logarytm funkcji wiarygodnosci L:

N
[=InL=> Inf(x"; )
i=1

* Funkcja wiarygodnosci jest odpowiednikiem gestosci
prawdopodobienstwa, tylko okreslona dla parametrow. Poniewaz jest
funkcjg préby losowej, jest rowniez zmienng losowg

A A

L(N) L(A)

Y

A

max 3 max 1 max 2 max

~ KADD 20/21, Wykiad 9 9/29



‘Metoda najwiekszej wiarygodnosci - pods.

* Funkcja wiarygodnosci nazywamy iloczyn postaci:

L=ﬁf<x”

* Funkcja wiarygodnosci jest zmienna losowa (jest funkcjg proby)

* Najwieksza ufnosScig obdarzamy zbior parametrow, dla ktorego funkcja
wiarygodnosci osigga maksymalng wartosc

* Jak wyznaczy¢ maksimum?
— warunek konieczny: przyréwnac pierwszg pochodng L do zera

* RoOzniczkowanie iloczynu jest jednak niewygodne, wprowadzamy wiec
logarytm funkcji wiarygodnosci L: = L= Inf(x" A}
j=1

* Funkcjgq wiarygodnosci jest odpowiednikiem gestosci
prawdopodobienstwa, tylko okreslona dla parametrow. Poniewaz jest

funkcjg proby losowej, jest rowniez zmienng losowg " Yorr(x:)
ol = 3
 Réwnania wiarygodno$ci: =0 i=12...p w1 f(x7;N)

~ KADD 20/21, Wykiad 9 10/ 29



Metoda najwiekszej wiarygodnosci

* Przyktad: powtarzanie pomiaréw o roznej doktadnosci

- pomiar danej wielkosci roznymi przyrzadami pomiarowymi:
« pomiary x'"'beda sie uktadaty wokot wartosci rzeczywistej A
* niepewnosci beda miaty rozktad normalny
* mamy 1 wielko$¢, wiec z wektora X"robi sie jedna zmienna x"'

- Whniosek: pojedynczy pomiar to pobranie proby o liczebnosci 1 z
rozktadu Gaussa o wartosci sredniej A | wariancji o,

- Prawdopodobienstwo a posteriori mozemy zatem wyrazic jako:
(XUL_AJz
2
20

- Zatem dla N pomiarow funkcja wiarygodnosci wynosi:

dPV'=f (X; ) dx=

dx

1
ex
V2T O, P

J

(XUL—%JZ

2
Zoj

N
1
L= ex
IIVZ O . P

j=1 V&l

~ KADD 20/21, Wykiad 9 11/ 29



Najbardzie] wiarygodny wynik

- Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci wynosi:
1 N (x(j)—k)Z
24 o

O;

[=—

+ const

- Rownanie wiarygodnosci przybiera postac:

d <
=2

j=1

J

(j)
xX—=N\

2 :O
O;

- Ajego rozwigzanie to:

- Whniosek: wynik najbardziej wiarygodny jest Srednig wazona N
pomiarow tej samej cechy, gdzie waga kazdego pomiaru jest
odwrotnoscig jego wariancji

~ KADD 20/21, Wykiad 9



Usrednianie wielu pomiardw - przyktad

T Taverage T
-9

Hadronic Jets

e*e rates

——C—
Photo-production
- Fragmentation
Z width
ep event shapes

Polarized DIS ‘_

Deep Inelastic Scattering (DIS)
—o—

T decays
Spectroscopy (Latti(f&_
Y decay
—0—
| | | | | 1 _I. 1 | | | | |
S. Eidelman et al., 0.1 0.12 0.14
Phys. Lett. B 592, 1 (2004) o, (M)

Figure 9.1: Summary of the value of a;(My) from various processes. The values
shown indicate the process and the measured value of a; extrapolated to p = M.
The error shown is the total error including theoretical uncertainties. The average
quoted in this report which comes from these measurements is also shown. See text
for discussion of errors.

* Pomiar statej sprzezenia oddziatywan silnych — szukanie
najbardziej wiarygodnego wyniku - usredniamy wszystkie
wyniki z roznych pomiaréw wazac je odwrotnoscig wariancji

~ KADD 20/21, Wykiad 9



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

* Przyktad: badamy rozktad wagi studentek amerykanskich college'ow

rozktad wagi studentek w populacji jest opisany rozktadem
normalnym o wartosci Sredniej p | wariancji o2
zatdzmy, ze wybralisSmy N=10 reprezentantow, ktorych wagi (w kg)
xY uktadaja sie nastepujaco:

e 52,2 55,3 59,0 57,6 67,6 72,6 68,9 62,6 67,6 81,6

Zadanie: na podstawie wyniku pomiaru znajdz najbardzie]
wiarygodng estymacje parametrow rozktadu

oczywiscie funkcja rozktadu prawdopodobienstwa kazdego wyniku
(wagi studentek) dana jest wzorem:

() 1 —[x [
flx ;M,G):O—me@

20°

konstruujemy funkcje wiarygodnosci:

M,

Jj=1

L({(i,6)=0""(27n) " exp|—

~ KADD 20/21, Wykiad 9 1429



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

— oraz logarytmiczna funkcje wiarygodnosci:

L33 -] ]=—

A—N —nl2
@)

N
Z (x —M) +const

[((,6)=InL({i,6)=In

— rownania wiarygodnosci:

di(d,6) di(i,5) _
dii =0 do =0
N N
o) 2ol >
dl(M,G)_ = _ (j) NP D
N (j) N ) _ )
dl({1,6) n ;(xf—ﬁ) A2 j;(xj_“)
d6 26t 257 T 0F9TT

- dla formalnosci powinnismy jeszcze sprawdzi¢ drugie pochodne...

~ KADD 20/21, Wykiad 9 15/ 29



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

- liczymy estymatory:

Zn: ) | (X(n_m

(i=1=——=645/10=64,5 6’ =1=———=714/10=714

— otrzymalismy (poprzez metode najwiekszej wiarygodnosci)
estymacje parametrow rozktadu normalnego catej populacji na
podstawie pomiaru proby

- Koniec

~ KADD 20/21, Wykiad 9 16/ 29
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Przyktady funkcji wiarygodnosci

. Rozktad Poissona

N
f(k)zk—!€
. Funkcja wiarygodnoéci
[= Z[ ni—In(k"1)—n]
. oraz je] pochodna
dl N (k(l)
—=]'= — 1=
- =Ll
IRy N,
XZ[k(”—klﬁ(K—x)

» Srednia arytmetyczna z k jest
nieobcigzonym estymatorem
0 minimalnej wariancji rowne]

s
N

* Rozktad dwumianowy

L(k;n)= Z W(1=n)
e Stad:
[=In L=kInA+(n—k)In(1—7)+In Z
[ ' =—— = L K—?\

n

* czyli srednia arytmetyczna
k/n jest estymatorem o
minimalnej wariancji rownej
A(1-A)y/n

~ KADD 20/21, Wykiad 9
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Nierownosc¢ informacyjna

* Pytanie: jak skonstruowac estymator o optymalnych wiasnosciach?

- estymator jest nieobcigzony, jezeli wartos¢ obcigzenia B dla
kazdej proby: E(S)=1+B(1\) B(A)=E(S)—r=0

— oraz wariancja estymatora jest jak najmniejsza (estymator jest
zgodny, gdy dazy do O dla liczebnosci préby losowej dgzacej do
Nieskonczonosc): o%(s) - minimalna

- bardzo czesto istnieje jednak zwigzek pomiedzy obcigzeniem a
wiarancjg i musimy szukac kompromisu — taki zwigzek nazywamy
nierownoscia informacyjna

e Po dluzszych przeksztalceniach (Brandt) otrzymujemy nierdwnosc
Informacyjng — zwiazek miedzy obcigzeniem, wariancja | infor)mach
zawarta w probie: Nofr(xU).

Y )=E(")=-E(1")  1'=X ’;((jﬂ.’f))
r =1 )
(B (}\‘)+1)2S02(S) Informacja Fishera ) J

1) I1(A)=E(I1?*)=NE

~ KADD 20/21, Wykiad 9 20 /29



Nierdwnosc¢ informacyjna

* Nierédwnos¢ informacyjna:

(B'(W)+1) _ e 5 (x5
T (S) I(M)=E(1"?) 1_; TPIRY

* Nieréownos¢ informacyjna to zwigzek pomiedzy obcigzeniem,
wariancjg i informacjg zawartg w probie

e Jest to definicja ogodlna. Prawa strona jest dolnym ograniczeniem dla
wariancji danego (dowolnego) estymatora — ograniczenie to
nazywamy ograniczeniem minimalnej wariancji albo
ograniczeniem Cramea-Rao

» Kiedy obcigzenie nie zalezy od A, a w szczegodlnosci gdy znika (rowna
sie zero, estymator nieobcigzony), nierownosc redukuje sie do:

2 1
o (S)Zm

~ KADD 20/21, Wykiad 9 21129



Nierdwnosc¢ informacyjna

« Mozemy teraz zadac pytanie: jaki jest warunek osiggniecia
minimalne] wariancji? Innymi stowy, kiedy we wzorze Cramea-Rao
zachodzi rownosc?

 Mozna pokazaé (Brandt), ze zajdzie tak, gdy: E(S)=B(A)+\
'=A(M)(S—E(S))  I=B(r)S+C(AL)+D  L=dexp|(B(r)S+C(})]
 Wtedy w przypadku estymatora nieobciazonego o minimalnej
wariancji otrzymujemy:
11 o°(S)=
I(A) E(1?)

o’(S)=

e Estymatory spetniajgce powyzsze warunki nazywamy estymatorami
O hajnizszej wariancji

~ KADD 20/21, Wykiad 9 2229
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Prawo kombinacji niepewnosci

* Powrdcmy do problemu z poprzedniego wyktadu — wielokrotny pomiar
tej samej wielkosci z r6zng doktadnoscig, lub (réwnowaznie) problem

pobierania proby z rozktadow normalnych o jednakowej wartosci

sredniej A I roznych, lecz znanych wariancjach o,

~ KADD 20/21, Wykiad 9
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Figure 9.1: Summary of the value of as(Myz) from various processes. The values
shown indicate the process and the measured value of a; extrapolated to p = M.
The error shown is the total error including theoretical uncertainties. The average
quoted in this report which comes from these measurements is also shown. See text

for discussion of errors.
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Prawo kombinacji niepewnosci

« Jak pamietamy, logarytmiczna funkcja wiarygodnosci i jej pochodna
(rownanie wiarygodnosci) dla takiego przypadku:

N [y _ 4 | N ()
lz—lz (X 27\) +const l'zﬂ Z X > }\20
2 j=1 O; d =1 O
 Mozemy r. wiarygodnosci przeksztatcic: Nox )
Nl X Z‘i ?
I — ]: —
['= _2_2 _2_2 2| N ——h|=0
j=t O; j=10; j=10; Z 1
* | jego rozwigzanie: o

e Estymator S jest nieobcigzonym estymatorem wartosci sredniej A.
« Jaka jest niepewnos¢ (wariancja) tego estymatora?

- W naszym przyktadzie — jaka jest niepewnosc¢ wartosci Sredniej state]
sprzezenia oddziatywania silnego na podstawie roznych pomiarow?

~ KADD 20/21, Wykiad 9 2529



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

— oraz logarytmiczna funkcje Wiarygodnoéci:

A—N —nl?2
0. [

=

[(&,6)=InL{i,6)=In

— rownania wiarygodnosSci:

dl(,6)_ di({,6)_
di do
N N
dl(ﬁ.,ﬁ)__2;{XU)_M(_H_ . ‘ ‘ A_jzzlx{j}
T o = lex —Na=0=u= -
- | () _p ; _al
da@,s)  n ;1,x~’—u|_ Az_j;bzi—m
i~ 267 267 09T

- dla formalnosci powinniSmy jeszcze sprawdzic drugie pochodne...

KADD 2019, Wykiad 9 17 ] 25



Prawo kombinacji niepewnosci

* Jesli teraz porownamy: N x )
N X(J) N }\‘ N 1 ;? N 1 N
1'22—2—2—2: 5 N / —A :Z_z()\.—k)
j=1 O; j=10; j=10; zi j=1 O
e Ze wzorem: j=1 0

['=A(M)(S—E(S))=A(A)(S—B(h)—\)
dla S=x i B(A)=0

['=IA (M)

Czyl:

A=)

Widzimy, ze estymator ten ma rowniez minimalng wariancje. Jaka ona
jest? Postugujac sie wzorem:

A
=1/) —

WzOr ten okreslamy jako prawo kombinacji niepewnosci, lub (bardziej

kolokwialnie) “uSrednianie niepewnosci w kwadratach”

~ KADD 20/21, Wykiad 9 27129



Prawo kombinacji niepewnosci

« Mozemy zauwazyc, ze jezeli wszystkie pomiary majg jednakowag
doktadnosc, otrzymamy:
. 2

=X, o’(N)=Z
N

* Analogicznie jak na Wykitadzie 7 i 8, gdy liczylismy wartos¢
oczekiwang | wariancje z proby za pomoca definicji estymatorow

 Whiosek: w zaleznosSci od potrzeb, mozemy stosowac podejscie
zarowno poprzez obliczanie estymatorow bezposrednio (jezeli
potrafimy je wprowadzi€), jak i poprzez metode najwiekszej
wiarygodnosci
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Estymator wartosci oczekiwanej

Préba losowa

— wariancja sredniej arytmetyczme:

X+ X,+..+X, .
n — X

PRZYPOMNIENIE
WYKLAD 718

2

o’(X)=E|X—E(X)=E

= T E[(X,=%)+(X, =)+ +(X,~ )]

- 'boniewaz elementy préby losowej sa niezalezne:

Cov(X,, X;)=E((X,—%)(X,—&)|=0
- 1o upraszczamy nawias:

E\[(X,—R)+(X,—&%)+..+(X,— %) =E|(X,—2)*+(X,— 2)*+...+(X,— %]
=E(X,—%)+E(X,—%)'+..+E(X —%)'=0°(X,)+c’*(X,)+...+0°(X )=no’(X)

— zatem ostatecznie wariancja Sredniej arytmetycznej:

02(;—():#,102(;():%02(;()
— poniewaz wariancja rozktadu populacji jest jedng liczba, to:
lim o X|=0

Wykazalismy, ze estymator jest zgodny

~ KADD 20/21, Wykiad 9 29| 29



T ____uT __. -
dm i
ol
| 2%l 4
" /AR
L3R G
| S8 L
NS
PR
" we
¥

o
—
S
V

D I RPTE R T e e

pA I e
[ L Fa. 7 P
N A7y rrae— Il F i
W A [ ) — R
AR s .ﬁb?ﬁ% o — AR

W A AR T AR SRR
[ - F- - S % e TR ... EEEE

AT A CF 7 FELATE e L0 . EEE G
AT AT \x."liuﬁtiamkhi
AN S O F s e Lol T 4
POV Wi o7 OORSRENE AR :
JORR _ a ﬂl_E—P«ﬁEi
T O T i.@ .a.um.mI




	Slide1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Log
	PomPrzyk
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30

