Komputerowa analiza
danych doswiadczalnych

=hw~r%%ﬁﬁft\ WYk+ad 7
ity 9.04.2021

im 1

dr inz. tukasz Graczykowski

NPT Sy Iy
=W T A
X F: /T A )
T AR - SR L ki
o S Y A, !

SRS L F o

Y FF AT AL d
vl . DU BT
b T P TR .
3 FTRE g R e

R

lukasz.graczykowski@ pw.edu.pl

Wy === L Y T

il
L R LR
o b UAREGEYE o/

TR T WL LY
T

Rl R 7%
R

i

m—— T

SR

e,

= RFER Y Yemelemeie— SO -

A

——
] S

IO A N LA LSRR My e o

Semestr letni 2020/2021

T T S ¥ 3 S ; a'mn e - R ]
T T TR . TSl TET T



err—

-

Centralne twierdzenie
graniczne - przypomnienie
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Pobieranie préby,
estymatory
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Centralne twierdzenie graniczne

* Centralne twierdzenie graniczne (ang. central imit theorem) —
jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa:

- Jezeli zmienne losowe X. sg zmiennymi niezaleznymi o
jednakowych wartosciach Srednich a i odchyleniach
standardowych b, to rozktad normalny ma zmienna:

n-=->oo

%:%X:hm%; Xi E(%):a, 02(§)zb2/n

— rozktad normalny bedzie miec tez zmienna:

X =lim ) X, E(X)=na, o’(X)=nb’

n>o0 j=1

* Innymi stowy — majgc n niezaleznych zmiennych o jednakowym
(dowolnym!) rozktadzie, to ich suma dla duzych n zbiega do
rozktadu normalnego

'KADD 2021, Wyktad 7 4141
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Wyobrazmy sobie takg sytuacje: A o ilfage -

T

- Mieszkasz w wiosce obok rzeki

- Mieszkancy wioski wrzucajg do l .
rzeki Odpady biOlogiczne 1| Pollution Spread Function

- Koncentracja odpadow w funkcji AE—
odlegtosci od miejsca zrzutu

(Pollution Spread Function, PSF) [ i FepUIamantinEdan
jest zalezna od ich rozktadu przez —> distance

mikroorganizmy w rzece . .
Total pollution concentration
(convolution of both)

—> distance

« Jaka jest petna funkcja opisujgca poziom zanieczyszczen w rzece?

—> distance

— llos¢ wrzucanych odpadow zalezy
od populacji miejscowosci na rzece

« Jest to splot dwdch rozktaddw — funkcji populacji oraz funkcji
koncentracji odpadow

* Innymi stowy, zastepujemy kazdy punkt w funkcji populacji przez
funkcje koncentracji przeskalowang przez wage funkcji populaciji

'KADD 2021, Wyktad 7 6141


https://www.quora.com/The-density-function-of-the-sum-of-two-random-variables-is-the-convolution-of-their-respective-densities-What-is-the-intuition-behind-this

Suma zmiennych losowych jako splot

e Zamienmy teraz sytuacje na

Population Function (first dice)

kosci do gry 880088
| | 0 1 2 3 4 5 &
* Pierwszy rzut kostka to funkcja PSE fsaconddice)

populacji, 16,7% populacji
mieszka 1 km w dot rzeki
16,7% popopulacji 2 km, itd.

> G I G N R R

0 1 2 3 4 3 b

* Drugi rzut kostka oznacza funkcje PSF — jak bardzo dana miejscowosc
zanieszyszcza rzeke, i znowu 16,7% zanieczyszczen laduje 1 km dalej od
miasta, 16.7% 2 km dale] od miasta, itp.

« Jak policzyC petng funkcje zanieczyszczen? Podmieniamy
funkcje populacji poprzez funkcje zanieczyszczen, dla kazdego miasta

Population Function (first dice)

8008 s

Chance Probability Density function

|
0 1 2 3 4 < 6

‘ . G .I:E.

N7 L
. . a E E E outcome of the sum
1 1 1 1 1 1 1

1 1 | 1
9 10 11 12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 7141


https://www.quora.com/The-density-function-of-the-sum-of-two-random-variables-is-the-convolution-of-their-respective-densities-What-is-the-intuition-behind-this

Suma zmiennych losowych jako splot

* Rozwazmy zmienng losowg: U=X+Y
« Zakladamy niezalezno$¢ zmiennych: f(x,y)=f.(x)f,(y)

* Witedy dystrybuanta zmiennej U:

<V

Pole powierzchni A wyznacza taki obszar prawdopodobienstwa,
ze wartosci u zmiennej loswej U=X+Y spetniajg warunek: U<u

Zgodnie z definicjg dystrybuanty:
F(u)=P(U<u)=P((—o;u>)

'KADD 2021, Wyktad 7
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Suma zmiennych losowych jako splot

e Z dystrybuanty wyznaczamy funkcje gestoéci zmiennej U:

ff (u—x)dx= ff (u=y)dy=(f*f,)(u)
. FunkCJa f(u) tak zdeflnlowana jest splotem funkcji £(x) 1 fy)
 Powyzszy wzor jest prawdziwy rowniez wowczas, jezeli zmienne X |

Y sg zdefiniowane tylko w pewnym ograniczonym obszarze (wtedy
ustalamy odpowiednie — wezsze i skonczone granice catkowania)

* Rozpatrzmy przypadek splotu dwdch rozktadow jednorodnych:

1, 0<x<1 _ 1, 0<y<1
fx ( X ) - . . fy ( y) - . .
0, w przeciwnym razie 0, w przeciwnym razie

[ Rozklad jednostajny | | Rozklad jednostajny |

III|III|III|III|III
uﬂ 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

'KADD 2021, Wyktad 7 9/41



Suma zmiennych losowych jako splot

* Splot dwdch rozktadow jednorodnych:

< 1, o<y<li
fx(x): 1, O X<1 . fy(.y)_ O . y .
O w przec1wnym razie , W prZECIWHym razie

ff (u—x)dx= _[1 -f, (u— X)(;/V:_u——d);:) f(u):—f f,(v)dv= f f,(v)dv
. Zmlenna u zmlenla sie od O do 2, zatem rozwazmy 2 przypadkl
(a) O<u<1: f,(u ff )dv = fdv u

(b) 1<u<2: f,(u f f,(v)dv= f dv=2—u

u—1

Rozklad jednostajn Rozklad jednostajn Splot 2 rozkladow jednostajnych
| |ny 1 |ny P )| jny

1 1

0.8 0.8 0.8~

04—

III|III|III|III|III III|III|III|III|II n_lllllIIIIIIlIIIlIIIIIIIlIII|III|III|III
ql] 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2 uﬂ 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 ( 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
X u

<ol
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Rozpatrzmy przypadek splotu dwoch rozktaddéw jednorodnych:

< 1, o<y<i
fx(x): 1, O X<1 . fy(.y)_ O . y .
O \%\% przec1wnym razie , W przec1wnym razie

ff (u—x)dx= ff (u—x) gv:_“__d’;: f(u):_j f,(v)dv= J‘ f,(v)dv
. Zmlenna u zmlenla sie od O do 2, zatem rozwazmy 2 przypadkl
(a) O<u<1: f,(u ff )dv = fdv u

u—1 u—

| | | | | I I I I
1 B ..................... 1 :lﬁ_ea under figit-t) 1
ng_ ............................... A fix)
- ; : -t
N ; (fegit)
1 R AR R R T R R SRR PR PPEREE PP .
n_z_é .......................................... Y -
0 ! I | i | | i

-2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
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https://en.wikipedia.org/wiki/Convolution#/media/File:Convolution_of_box_signal_with_itself2.gif

Suma zmiennych losowych jako splot

* Analogicznie bedzie z sumag trzech zmiennych losowych:
( \

1/2u?, o<u<l
fu)= 1/2(—2u2+6u—3), 1<u<?2
| 1/2(u-3F, 2<u<3

e Zgodnie z CTG — im wiecej rozktadow w splocie, tym bardziej rozktad
sumy przypomina rozktad Gaussa:

2
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Sploty z rozktadem normalnym

* Przykiad: Mierzymy zmienng X opisang gestoscig
prawdopodobienstwa f,(x). Pomiar obarczony jest niepewnoscig Y

majgca rozktad normalny. Wynik jest zatem suma zmiennych
losowych: U=x+Y

* (Gestosc prawdopodobienstwa zmiennej U wynosi wtedy:

—(u—x)

205°

o0

flu)=] £, (u=x)dx=—7—=

Coo ch

ff x)exp dx

* Problem: eksperymentalnie otrzymujemy funkcje f(u), ale tak
naprawde interesuje nas f(x). Jak ja wyznaczycC?

- w ogolnym przypadku jest to niemozliwe
- mozna tego dokonac dla pewnej ograniczonej klasy funkcji f(u)
— najczescie] postugujemy sie tutaj metodami Monte Carlo

'KADD 2021, Wyktad 7 13 /41



Sploty z rozktadem normalnym - przyktad 1

* Przykiad: Splot rozkiadu jednostajnego z rozktadem normalnym (o
Sredniej rownej 0)

W tym przypadku mozliwe jest rozwigzanie analityczne. Korzystamy
Ze WZOrow:

x)= 1 ‘xela 1 —y125°
fx)=p=gixelabl  gly)=r=—e h(u)=J £(x)g(u—x)dx
f(x)=0;x€R\(a,b)

« Witedy, wprowadzajac zmienng v=(x—u)/o otrZ}/mUJemy

1 1

b
h(u):b_a&O{exp(—(u—x)2/202) bl 1 f exp|—=v’|dv

\/271? (a—u)/o 2
* Z uwzglednieniem stablicowanej
dystrybuanty rozktadu normalnego:

< 0.06?— f(x)

o, |25t |-, [ 95

12
u
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Sploty z rozktadem normalnym - przyktad 2

* Przyktad: Splot dwdch rozktaddéw normalnych — dodawanie
niepewnosci “w kwadracie”

* Splot dwdch rozktadow normalnych o wartosciach Srednich rownych
0 i warniancjach o,, o, ma postac rozkladu normalnego:

flu)= 1 exp|—u?/26?), o'=0.+0,

V2mo
* Widzimy, ze wariancje sie dodaja (odchylenia std. dodaja sie w
kwadracie)

e Jesli srednie rozkiaddow rézne od 0 — wartosci oczekiwane réwniez
sie dodaja

| Rozklad Gaussa(2,1) | h1 | Rozklad Gaussa(-1,2) | h2 | Splot 2 rozkladow Gaussa | h3
Entries 1000000 Entries 1000000 Entries 1000000
80000— Mean 2 E Mean -1.002 £ Mean 0.9978
- RMS 1.001 40000 RMS 2.001 35000 — RMS 2.239
70000 ¥ ¢ ndf 31.54/45 35000 ¥2 / ndf 75.68 / 88 E 2/ ndf 114.5 1 05
C Constant 7.962e+04 + 98 E Constant 3.985e+04 + 49 30000 — Constant 3.561e+04 + 44
E Mean 2+ 0.0 E Mean -1.002 + 0.002 C Mean 0.9981+ 0.0022
600001 Sigma  1.002+ 0.001 30000 Sigma  2.002: 0.001 25000 F- Sigma 2,24+ 0.00
50000 25000 -
E E 20000
40000— 20000 — C
E c 15000
30000 15000 =
20000 10000 10000 :—
10000 5000 5000 —
e c :. PRI L "
WoEs %"z "0 2 4 & 8 90 %% 6 4 2 0 2 4 & BF i Yo F 6 4 - 4 6 8 10
X Y u
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Zastosowanie splotow

* Cyfrowe przetwarzanie obrazow
« Akustyka |

* Muzyka elektroniczna

* W fizyce gdzie sie pojawia
superpozycja

* W planowaniu radioterapii
(rozktady dawki)

Center element of the kernel is placed over the (0% 0)

source pixel. The source pixel is then replaced
with a weighted sum of itself and nearby pixels. (©x0) 0/1]2

Source pixel

Convolution kernel
{emboss)

MNew pixel value (destination pixel)

Original Emboss

'KADD 2021, Wyktad 7 | 16 | 41


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/2/24/Lenna.png
https://developer.apple.com/library/content/documentation/Performance/Conceptual/vImage/ConvolutionOperations/ConvolutionOperations.html

Zastosowanie splotow

* Bardzo waznym zastosowaniem splotow
sq badania farmakokinetyczne lekow —
koncentracja leku w osoczu krwi w czasie
jest splotem funkcji absorpcji leku oraz

jego eliminacji g
z
; g f Cmax =5 (@]
= The absorption rate r,,, that results isn plasma concentration | o
c(t) may be estimated by solving following eq. |
, I
c(r)= .“ co(t — 1 raa)du I Deconvolution N TIME
Cs is the concentration time Sroﬁle resulting from instantaneous absorption of a < l Convolution a I
unit amount of drug which is typically absorbed from bolus IV injection or g l =
reference oral solution data &) | 3
c(t) is plasma conc. versus time profiles of tested formulation Ti Q
; ; ; ; Tmax ime 2
I istheinput rate of the oral solid dosage form in to the body %
u isthe variable of integration (=]
=2
= 4
TIME
H Peak Plasma
j TOL 150 mg buptoplon -."- Concentration
£ (x-release, Impax Labs, "Budeprion XL") —— Crmax (8bsorption rato = siimination rate)
B ol= 150 mg bupropion =jj= ,{'s T\ 2
£ (x-release, Biovail, "Wellbutrin XL") é s .;l R Toxic Level
c = " =]
O 50k= E — - %_ ______ G N MSC  Maximum Safe
= £ 2] s 2, : Concentration
ju S lonset | B 3 Therapeutio
< 40— S laction] 2 ' e
8 - L i MEC -Minimum Effective
c f+duration of action: ~ Tsubtherapeutic  Concentration
8 0= ]Arn_; Under the Curve Eliry, Level -
© T : | onset time —3tion Phase
E 20 :/‘{:ﬁ/’fﬂll
g T — Time
° Administration .
Q.10 of drug
3 ‘Fig. 9.1 A typical plasma concentration-time profile showing™
8 pharmacokinetic and phnrmnt«odyn;:.mic parlmelc’ Mu;:s. 5
i i i i a .
£ T 2 3 4 5 6 7 8 010 11121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 Psined afvir on] GRS R S .

time (hours)
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https://www.researchgate.net/publication/228486042_In_Vitro-In_Vivo_Correlation_IVIVC_and_Determining_Drug_Concentrations_in_Blood_from_Dissolution_Testing-A_Simple_and_Practical_Approach
https://www.researchgate.net/publication/228486042_In_Vitro-In_Vivo_Correlation_IVIVC_and_Determining_Drug_Concentrations_in_Blood_from_Dissolution_Testing-A_Simple_and_Practical_Approach
https://www.researchgate.net/publication/228486042_In_Vitro-In_Vivo_Correlation_IVIVC_and_Determining_Drug_Concentrations_in_Blood_from_Dissolution_Testing-A_Simple_and_Practical_Approach
https://www.researchgate.net/publication/228486042_In_Vitro-In_Vivo_Correlation_IVIVC_and_Determining_Drug_Concentrations_in_Blood_from_Dissolution_Testing-A_Simple_and_Practical_Approach
https://www.researchgate.net/publication/228486042_In_Vitro-In_Vivo_Correlation_IVIVC_and_Determining_Drug_Concentrations_in_Blood_from_Dissolution_Testing-A_Simple_and_Practical_Approach
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7d/Bupropion_bioequivalency_comparison.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7d/Bupropion_bioequivalency_comparison.svg
https://image.slidesharecdn.com/pharmacokineticmodels-140930004231-phpapp01/95/pharmacokinetic-models-8-638.jpg?cb=1412037860
https://image.slidesharecdn.com/pharmacokineticmodels-140930004231-phpapp01/95/pharmacokinetic-models-8-638.jpg?cb=1412037860
https://www.slideshare.net/jaspreetguraya/in-vitro-in-vivo-correlation-ivivc
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Pobieranie préby

W przypadku pomiardw eksperymentalnych najczesciej nie znamy
rozktadu prawdopodobienstwa opisujgcego dany pomiar (np. parametru
rozktadu Poissona w rozpadach promieniotworczych, czy parametrow
rozktadu Gaussa opisujacego jakas populacje)

* Te parametry chcemy wyznaczy¢ doswiadczalnie, nie jestesmy jednak w
stanie zebra¢ nieskonczenie wiele pomiarow

* W konsekwencji jesteSmy zmuszeni przybliza¢ rozktad gestosci za
pomoca rozktadu czestosci (histogramu o skonczonej liczbie wejsc)

* Préba (ang. sample) nazywamy zespot doswiadczen wykonywanych w
celu okreslenia ksztattu (parametrow) poszukiwanego rozktadu:

— proba otrzymywana jest poprzez wybor
elementow z (czesto nieskonczonego)

zbioru wszystkich mozliwych doswiadczen

(wszystkich mozliwych pomiaréw),
zwanego populacja generalng

- prébe o n sktadnikach nazywamy préba O[O @ O B -
n-wymiarowa o || w0 12
KADD 2021, Wyktad 7 Population


https://en.wikipedia.org/wiki/Sampling_%28statistics%29#/media/File:Simple_random_sampling.PNG
https://en.wikipedia.org/wiki/Sampling_%28statistics%29#/media/File:Simple_random_sampling.PNG

Pobieranie préby

e Cala “sztuka” polega na odpowiednim wybraniu proby z populaciji, by
aproksymacja rozktadu gestosci byta jemu jak najwierniejsza

e Zaldozmy, ze rozkiad zmiennej losowe] X opisywany jest funkcja f(x) —
Interesujg nas wartosci zmiennej X uzyskane przez poszczegolne
elementy proby

 Pobieramy I prob, kazda o wymiarze n, i zaobserwowaliSmy
nastepujgce wartosci zmiennej X:

1. proba : x\ X(Zl),...,X(l)

1 > n
. , ] () (j) (j) Oczywiscie, to co pobraliSmy jest tez zmienng losowa!
j-taproba: X, ,X,’,...,X,; Elementy préby losowej (wartosci zmiennej X), sa zmienna losowa

[-ta proba: X\ Xél),...,X“)

1> n

« Kazdag prébe mozemy przedstawic jako wtektor (n-wymiarowa
zmienng losowa): x'=(x\", x\, . xU

1 , 2 ’..., n )

* Wektor ma rozktad gestosci prawdopodobienstwa:
g<x):g(xl,x2,""xn>

'KADD 2021, Wyktad 7 20 / 41



Pobieranie préby

* Aby mozna byto mowicC o losowym pobieraniu proby:
- zmienne X, musza by¢ niezalezne, czyli: g(x)=g,(x,)g:(x;)...g.(x,)

— poszczegolne rozklady muszg byc¢ jednakowe i identyczne z
rozktadem gestosci populacji: g:(x,)=g,(x,)=...=g,(x,)=f(x)

* Nalezy podkreslic, ze w rzeczywistym procesie pobierania proby
czesto bardzo trudno jest zapewni¢ petng losowosc¢ — nie ma tutaj
jednej recepty jak to zrobi¢ (nalezy starac sie spetni¢ powyzsze
warunki)

- przyktadowo: prowadzgc badania kliniczne lekow powinnismy
zapewni¢ w kazdym osrodku prébe losowa i kontrolng pacjentow,
ktora jest “taka sama” jak w innych osrodkach, co bardzo czesto
nie jest mozliwe praktycznie

'KADD 2021, Wyktad 7 21141



Pobieranie préby

* Teraz zdefiniujemy pojecia, ktore charakteryzujg prébe losowa:
- funkcje elementow préby losowej nazywamy statystyka

- najwazniejszym przyktadem statystyki jest Srednia z préby (ang.
sample mean) zdefiniowana jako srednia z elementdw proby:

X:l(X1+X2+...+Xn)
n

LA
X appo*

X =
ratﬂ:m I X | normal .
dlS*’fl\DLﬁbn

(ENY ;W e

) -
] 7
M

mnclom - 9
L e
] ] fo=—
& i \,.““ . . X ”y:M
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/17/Empirical_CDF.png

CTG - powtdrzenie

* Przyktad:

- wyobrazmy sobie, ze szacujemy wzrost w populacji oSmioletnich
dzieci w Polsce. Rozktad populacji ma parametry: w, o

- wybieramy losowo 100 8-latkdw i liczymy Srednig wartosc z proby
losowej — X,

- nasz kolega wykonuje analogiczne doswiadczenie — dostaje inny
wynik — X,

— zaczynamy wiec pracowac razem, znowu wybieramy 100 8-latkow
| dostajemy trzeci wynik —X,

— ale przeciez jest tylko jeden prawdziwy Sredni wzrost 8-latek w
catej populacji!

- poniewaz Srednia z proby jest rowniez zmienng losowa,
mozemy wykonac wielokrotnie probe losowa i dostac wiele
Srednich - otrzymujemy rozkiad wartosci Sredniej z préby

- Jesli mamy duzo prob losowych - rozktad wartosci Sredniej z
préb dazy do rozktadu normalnego (CTG): N(u,o/Vn)
'KADD 2021, Wyktad 7 23141




Pobieranie proby - przyktad

* Przykiad — wzrost Polakow

* Niewatpliwie, wzrost Polakow (zmienna losowa X) podlega
pewnemu rozktadowi f(x) z dystrybuantg F(x)

- Pomiar wzrostu pojedynczego Polaka daje wartosc x,

- Losowy wybdr tego jednego polaka to zmienna losowa X,

* Jezeli stworzymy n-wymiarowa probe losowa, tzn. wybierzemy n
Polakow, to rozktad prawdopodobienstwa wyboru dla kazdej z
0s0b (od g,(x,) do g (x.)) Jest taki sam jak dla cate] populacji i

rowny f(x)

 Zadaniem estymaciji jest znalezienie takiej statystyki (a wiec
funkcji okreslonej na wektorze X=(X,,...,X )), aby najlepie;

przyblizata ona rzeczywistg wartoSC parametru opisujacego
rzeczywisty rozktad zmiennej losowej X
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Estymatory

* Typowy problem analizy danych: znamy (np. z prawa fizycznego)
0g0lng postac gestosci prawdopodobienstwa w danej populaciji,
nalezy “jedynie” wyznaczyC parametry tego rozktadu. Przyktad:

mierzymy rozpad radioaktywny w czasie: N(t)=N,(1—exp(—it))

parametr A wyznaczamy na podstawie proby — mierzgc skonczong
l0SC razy iloSC rozpadow w czasie — wynik nigdy nie bedzie
doktady, bo prdéba jest skonczona, mamy problem estymaciji
parametrow

poszukiwana wielkosc¢ uzyskiwana jest funkcjg elementow proby
(statystyka) | jest nazywana estymatorem: s=s(x,,Xx,,...,X,)

estymator jest nieobcigzony, jezeli niezaleznie od liczebnosci
proby jego wartosc oczekiwana jest rowna wartosci
estymowanego parametru:

E(S(X,,X,,...,X,)|=\, dlakazdego n

estymator jest zgodny, jezeli jego wariancja znika:
limo(S(X, X,...,X,)|=0

n
n-> oo
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Estymatory - wartos¢ oczekiwana

 WartoS¢ Srednia ze wszystkich elementow préby jest zmienng losowg
(jest funkcja zmiennych losowych). Jej wartosc oczekiwana (tej sredniegj):
1

E(X):;(E(X1)+E(X2)+...+E(Xn)

* Whiosek: wartos¢ srednia (arytmetyczna) z proby to estymator
hieobcigzony wartosci oczekiwanej zmiennej X w populacji

=E(X)=2X, dla kazdego n

 Mozemy obliczy¢ wariancje wartosci Sredniej:

2
X +X,+. .+ X,

o’(X)=E|X—E(X)'=E

— X
n

E[[(Xl—x)+(X2—>?)+...+(Xn—§<)]2}

« Z uwagi na niezaleznos¢ zmiennych kowariancje miedzy zmiennymi X.
znikaja, czyli ostatecznie:
o2 (X)=L 6 (X) lim o”(X)=0

n n->oo
* Whiosek: wartosc¢ srednia (arytmetyczna) z proby jest rowniez
estymatorem zgodnym wartosci oczekiwanej
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Estymatory - wariancja

e Jak pamietamy z definicji wariancji, nie jest ona zmienng losowg

* Mozemy wariancje przyblizy¢ przez srednig arytmetyczng odchylen
kwadratowych od wartoSci sredniey:

s,z(X)=%((X1—X)2+(X2—X)2+---+(XH—X)2)

e Wartosc¢ oczekiwana tej wielkosci:

n

Z (Xi_X)Z -

i=1

E(S*(X)|==E

* Widac wiec, ze S” jest estymatorem obcigzonym dla wariancji
populacji majacym wartos¢ oczekiwang mniejszg niz o2(X)
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Estymatory - wariancja

 Mozemy jednak nieznacznie zmodyfikowac definicje wariancji z proby
| wprowadziC estymator:

S (X) = (X, = X)+(X,= X )+ +(X,~ X )}

* Otrzymyjemy estymator nieobhciazony wariancji populacji

e Jesli wykorzystamy znany z CTG wzor: oZ(X):%c%(X)

* To otrzymamy estymator wariancji wartosci sredniej z proby:
v leaivy 1 Ny oy
S(X)=, S X=X %)
e Zas odpowiadajgce odchylenie standardowe (niepewnos¢ Sredniej z

préby):

AX= SZ(X)ZS(X)Z%S()O S:¢?:Jn1_1\/;(){i—5()2
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Estymatory - wariancja

 Estymator wariancji wartosci Sredniej z préby:
1oy 1 =
ES (X)_n(n—l) ; (Xi X)
e Zas odpowiadajgce odchylenie standardowe (estymator
hiepewnosc¢ Sredniej z préby):
AX= SZ(X):S(X):%S(X)
n
« Jaka jest zas niepewnos¢ wariancji z préby (bez wyprowadzenia)?

n

S (X)=

- czyli: estymator wariancji estymatora wariancji wartosci
Sredniej z proby?
2
n—1
| tak dalej mozemy tworzycC kolejne poziomy estymatorow...

AS°=§°
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Estymatory - wariancja

 Podsumowujgc zatem estymatory nieobcigzone:

wartosci oczekiwanej populacji —» srednia z préby (wynik
doswiadczenia):

X:l(X1+X2+...+Xn)

n
wariancji populacji — wariancja z proby (aproksymowana):

S (X)=—=(X, = X)+(X,= X )*+..+(X,~ X)]
wariancji wartosci sredniej z proby (patrz niepewnosc typu A):

n

$(X)= 8 (X) = 2 (X = X )
warlancu (aloroksvmowanel) wariancji z proby
2

n—1

Var(S )254

dalej mozemy wyznaczac np. wariancje wariancji
aproksymowanego estymatora wariancji proby i tak dalej (w
nieskonczonose)...
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Graficzne przedstawienie proby

« Rozwazmy probe: x,, x,, ..., x,, kt0ra zalezy od jednej zmienne;
losowe] X

 Mozemy te probe przedstawic jako wykres 1D — punkty na o0si x —
jednowymiarowy wykres punktowy

wada: co w przypadku, gdy mamy dwa takie same pomiary?

e Zreguly stosujemy zatem wykres 2D, zwany histogramem:

dzielimy przedziat zmiennosci x (lub jego czesc€) na r przedziatow
0 jednakowej szerokosci Ax: g g, ... ,E,

srodki przedziatdw znajduja sie w punktach: x, x, ..., x,

na osi y odktadamy liczbe elementow préby przypadajacg na dany
przedziat: n n,..,n,

tak otrzymany wykres nazywamy wykresem czestosci lub
histogramem
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Graficzne przedstawienie proby
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Histogram - szerokosc¢ przedziatu

‘| Wykres 100binow | 00000000000 [ ___ - _ _ . i . .
" w | e |lm wiece) przedziatdw, tym informacja
5 ——=l 0 probie jest doktadniejsza
E * Wieksza ilo$¢ przedziatéw powoduje
i3 jednak wieksze wahania statystyczne
e i e LI od punktu do punku
(Ve SOBmG | —=—- ¢ Pole pod krzywa schodkowg jest
F .. "% proporcjonalne do wielko$ci proby
i (jesli je przeskalujemy przez 1/n,
o otrzymamy czestosSc)
£ I}
[ Wykres 25 binéw | J:m_
S I.Egg
11-I2:I 1I = Iﬂ 1
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Graficzne przedstawienie proby - przykiad

 Badamy “nieznany” rozktad prawdopodobienstwa

* Symulujemy takag sytuacje poprzez generacje 1000 prob z rozktadu
Gaussa o wartosci sredniej O | wariancji 1. Kazda préba ma licznosc

(liczbe sktadnikow) r.

 Badamy zachowanie estymatorow charakterystyk rozktadu i
estymatorow ich niepewnosci w funkcji licznosci préby r

le(X1+X2+...+Xn)

n estymator wartosci oczekiwanej populacji

Srednia z proby

=AX=+(S [S(X)

niepewnosSc¢ wart. sredniej - estymator odch. st.wartosci Sredniej

=s*(x)=

estymator odch. std. populacji

1

S*(X)= [(Xl—X)2+(X2—X)2+...+(Xn—)_()2] o(S*(X))=AS*(X)=5*(X)

n—1

estymator wariancji populacji

z proby (estymatora wart. oczekiwanej)
S(X)

o(S(X))=AS(X)=
Vv2(n—1)
niepewnosc estymatora odch. std. populacji — estymator odch.
std. estymatora odch. std. populacji

2
n—1

niepewnosS¢ estymatora wariancji populacji — estymator odch.
std. estymatora wariancji populacji
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Estymatory - histogram
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histogramy
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