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Komputerowa analiza
danych doswiadczalnych

Wyktad 2
5.03.2021

dr inz. tukasz Graczykowski
lukasz.graczykowski@pw.edu.pl

Semestr letni 2020/2021



Prowadzacy przedmiot

Wykiad: — “
~ (CERN ;
— drinz. tukasz Graczykowski \/wl

Zaklad F|Zyk| \]atdrowej NL S ' Data Analysis Framework

pok. 117D, Gmach Fizyki
MATLAB g\

* Laboratoria:
— drinz. tukasz Graczykowski — ROOT
— dr inz. Anna Chmiel — Matlab
- mgr inz. Pawet Szymanski — ROOT
- mgr inz. Maria Stefaniak — ROOT

e Strona przedmiotu:

 Konsultacje: MS Teams
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Sprawy organizacyjne

* Organizacja zajec:
- wyktady: 1h w tygodniu (15h w semestrze)
- laboratoria: 2h w tygodniu (30h w semestrze)

* Laboratoria:
- 15 zajec: 1 wstepne, 11 punktowanych, 2 kolokwia, 1 dodatkowe
- prowadzone w srodowisku ROOT lub Matlab

— na zajeciach wyjasnienie nowego zadania oraz indywidualne
oddawanie rozwigzan z poprzednich zajec

— czas na wykonanie zadania — 48h (z wytaczeniem
weekendow/swiat)

 Wykiady:
- piatki 12:15-13:00, MS Teams
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Warunki zaliczenia (1)

e Laboratorium:

- 11 punktowanych zadan o zroznicowanym stopniu trudnosci
(0-5 pkt)

- dopuszczenie do wykonania zadania moze by¢ warunkowane
zaliczeniem kolokwium wstepnego (“wejsSciowki”)

— W trakcie pisania programu mozna korzystac¢ z witasnych
programow i zasobow Internetu

— program w petni dokonczony w domu: +1 pkt, ale max 4 pkt

'KADD 2021, Wyktad 2 4148



Warunki zaliczenia (2)

* Nieobecnosci na laboratorium:
— nieobecnosc nieusprawiedliwiona: 0 pkt.

— nieobecnosc usprawiedliwiona: max 4 pkt.
koniecznosc¢ zrealizowania materiatu we wiasnym zakresie i
przedstawienia na najpozniej 2 tygodnie od powrotu (na zajeciach
lub konsultacjach)

- maksymalna liczba nieobecnosci nieuspr.: 2 (w rzypadku diuzszej
nieobecnosci usprawiedliwionej, np. choroba — warunki zaliczenia
ustalane beda indywidualnie)
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Warunki zaliczenia (3)

 Kolokwia na laboratorium:
- punktaja: 0-30 pkt za kazde kolokwium
— W trakcie semestru przewidziane sg 2 kolokwia

- napisanie 3 programow/makr z materiatu zrealizowanego na
zajeciach

- kazdy program/makro punktowany 0-10 pkt.
* Kolokwium na wyktadzie:

- punktacja: 0-35 pkt.

- kolokwium z wiedzy (pisemne) na wykladzie

« Zaliczenie kolokwiow: >50% pkt.

 Poprawa kolokwium z lab.:
- mozliwa jednokrotnie, wynik poprawy zastepuje wynik regularny
- tylko na ostatnich (15) zajeciach, max 24 pkt. (8 pkt. za zadanie)
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Warunki zaliczenia (4)

* Punktacja:

- maksymalna ilos¢ punktow: 150
* |aboratoria: 11*5 = 55
* kolokwia (lab.): 2*30 = 60
e kolokwium (wykt.): 1*35 = 35
* Zaliczenie (procent sumy punktow):
- >50% - 3 (75,5 pkt. — 90,0 pkt.)
- >60% - 3,5 (90,5 pkt. — 105,0 pkt.)
- >70% - 4 (105,0 pkt. — 120,0 pkt.)
- >80% - 4,5 (120,5 pkt. — 135,0 pkt.)
- >90% - 5 (135,5 pkt. — 150,0 pkt.)

 Uwaga! Do zaliczenia przedmiotu konieczne jest zaliczenie
(>50% punktow) wszystkich kolokwiow
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Literatura

1.S. Brand, “Analiza danych: metody statystyczne i
obliczeniowe”, PWN, Warszawa (1998)

2.R. Nowak, “Statystyka dla fizykow”, PWN, Warszawa (2002)

3.W.T.Eadie, D.Drijard, F.E.James, M.Ross, B.Sadoulet, “Metody
statystyczne w fizyce doswiadczalnej”, PWN, Warszawa (1989)

4. A.Plucinska, E.Plucinski, “Elementy probabilistyki”, PWN,
Warszawa (1979)

5. Przykiadowe programy i dokumentacja srodowiska ROOT |
Matlab
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Program wyktadu

1. Pomiary w eksperymentach fizycznych (przypomnienie z
rachunku niepewnosci).

2.Zmienne losowe I ich rozktady (1D, 2D, nD).

3. Elementy metody Monte Carlo, generacja liczb pseudolosowych
Za pomoca komputera.

4. Podstawowe rozktady statystyczne (dyskretne i ciagte; centralne
twierdzenie graniczne).

.Pomiar jako pobieranie préby. Estymatory.
. Metoda najwiekszej wiarygodnosci.

. Weryfikacja hipotez statystycznych (m. in. test x?)

0 N O Ol

.Metoda najmniejszych kwadratow (przypadek liniowy,
wielomianowy, ...)

9. Zagadnienie minimalizacji i1 optymalizaciji.

KADD 2021, Wyktad 2 9/48
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Po co nam to wszystko?

Czy te nagtowki i komentarze zawierajg stuszne zarzuty?

Publikacje z 2017

EFZPEF WIADOMOSCI BIZ FIRMA PRAWO PRZEDSIEBIORCY TECHNOLOGIE
SuperBiz / wiadomosci / 5zokujace dane Clliss=llEprawde zarabiajg Polacy? o -
-

Szokujace dane GUS! lle dziennik ., p!

na p ra wd e za ra b iajq Pola cy? e} WIADOMOSC! | GOSPODARKA | SPORT AUTO | ZDROWIE | ROZRYWKA KOBIETA = JEGOSTRONA | FILM | MUZYKA | WIECEJ :,50__11
Strona giowna » Gospodarka » Praca » Zamabiamy jak nigdy. Rekordowe place w Polsce
Zarabiamy jak nigdy. Rekordowe ptace w

Hnl“nsczﬂ POLSKA EUROPA  SWIAT PUBLICYSTYKA  HISTORIA  KSIEG POlSCG

17.01.2018, 14:45 | Aktualizacja: 17.01.2018, 14:47

Polacy zarabiaja najwiecej w historii. Przecietne
wynagrodzenie w grudniu osiaggneto rekordowy poziom
niemal 5 tys. zt brutto. A konnca wzrostu ptac jeszcze nie

”e napraWde Zarabiajq POlaCY? widacé - pisze Bartosz Grejner, analityk rynkowy Cinkciarz.pl.
Oficjalne 4.277 zt to bujda. Prawdziwe
sumy bardzo zaskakujg

Przez Wajclech Tomaszewski - 11 czerwca 2017 Taaa jasne, gdzie takie zarobki, chyba w najwigkszych miastach?!Ta magia podawania wysokosci
sredniej ptacy.Szetostwo czy kierownictwo zarabia 10-8 tys, a szeregowy pracownik 2,5 tys i
jaka mamy srednig?Podajcie jaka jest mediana ptac w Polsce, a nie tylko srednig. W mojej. ..
rozwin catosc

Polska

ajax 2 0)2 zgios naduzycie

NAJNOWSZE POP|

“watesowe 100 min. s 1 OJ o Zglos naduzycie

5 tysiecy ztotych brutto jako srednia pensja? kogos chyba fantazja poniosta! hipokryta!

5US BARTOSZ KRZYZANIAK, 27-11-2017 (11:34)

ﬂ ZAKUPY

B i Polacy czesto zarabiajg mniej, niz pokazujg dane. To wina statystyki

Odpowiedz
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https://gospodarka.dziennik.pl/praca/artykuly/566899,zarabiamy-jak-nigdy-rekordowe-place-w-polsce.html
https://gospodarka.dziennik.pl/praca/artykuly/566899,zarabiamy-jak-nigdy-rekordowe-place-w-polsce.html
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https://finanse.wp.pl/polacy-czesto-zarabiaja-mniej-niz-pokazuja-dane-to-wina-statystyki-6192223382357633a

Po co nam to wszystko?

Czy my zyjemy w innej
rzeczystosci?

SUPER
BIZ.pl

SuperBiz / wiadomosci / Szokujgce dane G

Publikacja z 2017

'KADD 2021, Wyktad 2

WIADOMOSCI BIZ FIRMA PRAWO PRZEDSIEBIORCY TECHNOLOGIE

il prawde zarabiajg Polacy?

Szokujace dane GUS! lle
naprawde zarabiaja Polacy?

b uvciorco SR v - QS

Ponad 4,5 tys. ztotych wyniosto w pazdzierniku
przecietne miesieczne wynagrodzenie brutto w
sektorze przedsiebiorstw wedtug Giéwnego
Urzedu Statystycznego. Jednak najnowsze
badanie, pokazujace strukture wynagrodzen
wedtug zawodow w pazdzierniku 2016 roku,
ukazuje zgota inng rzeczywistos¢. Wynika z nich
Z€ najczestsza pensja w Polsce wyniosfa nieco
ponad 2 tys. zt brutto, czyli ok. 1,5 tys. zt ,na

reke".




Po co nam to wszystko?

gFZI?EF WIADOMOSCI BIZ FIRMA PRAWO PRZEDSIEBIORCY TECHNOLOGIE
Czy my Zyjemy W InneJ SuperBiz / wiadomosci / Szokujgce dane -prawde zarabiajg Polacy?
LA Szokujace dane GUS! lle
rzeczystosci? )3
naprawde zarabiaja Polacy?
N e | [ e o
““+ Robert Sosnowiecki Eoll
@Wad_emecum N
Rozktad zatrudnionych wedtug krotnosci przecietnego ST
wynagrodzenia ogétem (PW=5003,78 zi) Replying to @GUS_STAT
300% iwiecsi PW | 2 20% dzlaczego akurat takie wartosci dzielgce
275-300% PW 1 0,60% przedziaty (i skad te wartosci), a nie np
250-275% PW Il 0,80% prosty rozktad na decyle po 10% w
225-250% PW EEE 1,10% kaZdym'???

200-225% PW I 150%
175-200% PW I 240%

1:23 AM - 23 Nov 2017

150-175% PW I 4 2 Likes °0

125-150% PW I 7. 40%

100-125% PW I 4 Q 4 T Q 2

75-100% PV I 22, 50% y - foto: Dredgtime
50-75% PW 2%

Do50% PV I  16,20% Ponad 4,5 tys. ztotych wyniosto w pazdzierniku

0,00% 5,00% 10,00% 15,00% 20,00% 25,00% 30,00% przecietne miesieczne wynagrodzenie brutto w
sektorze przedsiebiorstw wedtug Giéwnego
GUS 2019 za rok 2018 Urzedu Statystycznego. Jednak najnowsze

badanie, pokazujace strukture wynagrodzen
wedtug zawodow w pazdzierniku 2016 roku,
ukazuje zgota inng rzeczywistos¢. Wynika z nich

Pub|ikacja 7z 2017 Z€ najcz¢stsza pensja w Polsce wyniosfa nieco
ponad 2 tys. zt brutto, czyli ok. 1,5 tys. zt ,na

'KADD 2021, Wykiad 2 reke".



Po co nam to wszystko?

o W pazdzierniku 2018 r. przecietne miesieczne wynagrodzenie ogotem brutto dla jednostek,
o liczbie pracujacych powyzej 9 osob, wyniosto 5003,78 zt.

e Przecietne godzinowe wynagrodzenie ogotem brutto wyniosto 27,79 zt.

e Potowa zatrudnionych pracownikow otrzymata wynagrodzenie ogotem brutto do 4094,98 zt
(mediana = decyl piaty = wynagrodzenie Srodkowe).

¢ 10% najnizej zarabiajacych pracownikow otrzymato wynagrodzenie ogotem brutto co
najwyzej w wysokosci 2224,17 zt (decyl pierwszy).

* 10% najwyzej zarabiajacych pracownikow otrzymato wynagrodzenie ogotem brutto co
najmniej w wysokosci 8239,84 zt (decyl dziewiaty).

e Miesieczne wynagrodzenie brutto w wysokosci 60 tys. zt | wigcej otrzymato niewiele ponad
0,04% zatrudnionych, natomiast: od 50 tys. zt — 0,06%, od 40 tys. zt — 0,12%, od 30 tys. zt —
0,30%, od 20 tys. zt — 0,94%, od 10 tys. zt — 6,23%.

* 6,1% 0gotu zatrudnionych otrzymato miesieczne wynagrodzenie brutto co najmniej rowne
dwukrotnemu przecietnemu wynagrodzeniu miesiecznemu ogotem brutto
(tzn. 2 10007,56 zt).

» Pracownicy otrzymujacy miesieczne wynagrodzenie ogotem brutto mniejsze lub rowne
przecietnemu wynagrodzeniu miesiecznemu ogotem brutto (tzn. < 5003,78 zt) stanowili
niemalze 2/3 ogotu pracownikow (66,0%).

* 16,2% zatrudnionych zarabiato co najwyzej 50% przecietnego wynagrodzenia miesiecznego
brutto, czyli nie wigcej niz 2501,89 zt.

e Co 13-ty zatrudniony (7,6% ogotu) otrzymat miesigczne wynagrodzenie brutto co najwyzej
rowne wysokoSci minimalnego wynagrodzenia za prace, tj. 2100,00 zt, ustalanego na

@Gus

Struktura wynagrodzen wedtug zawodow
w pazdzierniku 2018 roku

W pazdzierniku 2018 r. Srodkowe miesieczne

wynagrodzenie ogétem® brutto dla osob
4094 98 Z zatrudni h w jednostkach o liczbie
? pracujacych powyzej 9 0s6b? wyniosto
4094,98 zt. W poro iu z pazdzierniki
2016 r. mediana byta wigksza o0 584,31z,
1j. 0 16,6%.

Mediana wynagrodzei miesiecznych

Wykres 1. Przecigtne i Srodk wynagr ia ogotem brutto (w zt) za pazdziernik

5003,78 zt

50002t
434676 2t
3895722k 4107722t 702 4,004,982t
4000zt 3543502t 3510,67 2
3232072 2006782t I 3B 3291562

30002 2639512t
20002
10002t

0zt

Rozktad zatrudnionych wedtug krotnosci przecietnego
wynagrodzenia ogotem (PW=5003,78 z1)

Do 50% PW 16,20%

0,00% 5,0 10,00% 15,00% 20,00% 25,00% 30,00%
Wykres 2. Odchylenia wzgledne przecietnych miesiecznych wynagrodzei ogotem brutto wedtug
nwielkich” grup déw od przeci ynagrodzeni otem brutto

w pazdzierniku 2018 r.

OGOLEM

1. Przedstawiciele wtadz publicznych, wyzsi urzednicy i kierownicy
2. Specjalisci

3. Technicy i inny Sredni personel

4. Pracownic y biurowi

5. Pracownicy ustug i sprzedawcy

podstawie przepisow o minimalnym wynagrodzeniu za prace. GUS 2019 za rok 2018

6. Rolnicy, ogrodnicy, lesnicy i rybacy

7. Robotnicy przemystowi i rzemieslnicy

8. Operatorzy i monterzy maszyn i urzadzefi

'KADD 2021, Wyktad 2

9. Pracownicy wykonujacy prace proste
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https://stat.gov.pl/download/gfx/portalinformacyjny/pl/defaultaktualnosci/5474/5/6/1/struktura_wynagrodzen_wedlug_zawodow_w_pazdzierniku_2018.pdf
https://stat.gov.pl/download/gfx/portalinformacyjny/pl/defaultaktualnosci/5474/5/6/1/struktura_wynagrodzen_wedlug_zawodow_w_pazdzierniku_2018.pdf
https://stat.gov.pl/download/gfx/portalinformacyjny/pl/defaultaktualnosci/5474/5/6/1/struktura_wynagrodzen_wedlug_zawodow_w_pazdzierniku_2018.pdf

Przyktady na czasie Effect of previous

SARS-CoV-2 infection on
humoral and T-cell

M. Prandecki et al., Lancet, S0140-6736 (2021) 00502-X responses to single-dose

T H E LAN C ET BNT162b2 vaccine

Infection-naive individuals showed an inverse correlation
between post-vaccination anti-S titre and age (figure B), with individuals older than 50 years generating a significantly weaker
serological response than those younger than 50 years (median 230-1 AU/mL vs 888-9 AU/mL, p<0-0001; figure A). This correlation

was not seen in the group with previous natural infection (figure B). ® Previous natural infection

@ Infection-naive
3 INDEPENDENT -
Macron claims Oxford-AstraZeneca Covid vaccine ‘quasi- P ‘ ® e ® . 1
ineffective’ on older people ® LN
peop | e © ®® =065
French president criticises UK's rollout strategy amid row over EU delay ‘ . .
=" .
E ] 8dg® %
ROBERT KOCH INSTITUT - 4 @ L
< e pe o oo
X 2 e
= (] @
[ ®
Tabelle 11: Effektivititsdaten von AZD1222 < — o
Endpunkt AZD1227 Kontrollen Impfeffek- 95% Kon- L ® ®
(n/N) (nfN) tivitat (%) fidenzinter-
vall r=-0- 6 3
COVID-19
Alle 30/5.807 101/5.829 70,4 54,8-80,6 o p{ 0-0001
18-64 Jahre 29/5.466 100/5.510 71,1 56,3-80,9
265 lahre 1/341 1/319 6,3 -1405-94,2
35
Living Guideline der STIKD zur COVID-19-Impfung und wissenschaftliche Begrindung (26.01.2021) | | |
20 40 60 80
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https://www.thelancet.com/journals/lancet/article/PIIS0140-6736(21)00502-X/fulltext
https://www.thelancet.com/journals/lancet/article/PIIS0140-6736(21)00502-X/fulltext

Po co nam to wszystko?
Phys.Lett. B716 (2012) 1-29

1. Poprawne opracowanie T L ] FATAS wiae

danych jest niezbedne niemal =} e o
we wszystkich badaniach sl
empirycznych. g

2. Metody analizy danych saw . | e
zasadzie bardzo zblizone s L UL D AR
niezaleznie od dziedziny (fizyka, Corom sl seniodieg?
elektronika, dane medyczne,
bankowe, psychologia, itp.)

3. Umiejetnosc czytania i LIVE
rozumienia pub“kaC“ The Nobel Prize in Physics 2013
naukowych. T

4. Umiejetnosc przedstawiania
danych i wynikow ich analizy
(wykresy).

#t NobelPrize @ Nobelprize.org
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http://www.nobelprize.org/mediaplayer/index.php?id=1954

Statystyczna analiza danych

e Statystyczna analiza danych (to o czym bedziemy sie uczyc):

- traktujemy pomiar jako pewien element zbioru wszystkich

mozliwych pomiarow (pewnej cechy populacji o danym rozkladzie
prawdopodobienstwa — najczesciej nieznamym)

— na podstawie skonczonej liczby pomiardw, obserwacji (préby
losowej, podzbioru populacji), ktora ma swoj rozktad
prawdopodobienstwa (znany z pomiarow czy obserwacji),
probujemy dowiedziec sie czegos (czyli estymowac) na temat
parametrow rozktadu catej populaciji

- Innymi stowy, na podstawie proby losowej (pomiarow, obserwaciji)
stawiamy hipotezy | wyciggamy wnioski dotyczgce interesujace]
nas cechy catej populacji N

. i S

2 el 6 i A2
i
LA l AT ! TSy !
1 I 1 i ] |
Average Average Average

. - .15 the distribution
The Sampling = of a statistic across
Distribution... =: an infinite number

of samples

https://en.wikipedia.org/wiki/Sample_(statistics)
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https://www.proprofs.com/quiz-school/story.php?title=3dq-sampling-distributions
https://www.proprofs.com/quiz-school/story.php?title=3dq-sampling-distributions
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Pomiar jako zdarzenie losowe

* Wyniki kolejnych pomiardw jakiegos zjawiska, niezaleznie
od tego jak bardzo bysmy sie starali przestrzegac
procedury pomiarowej, beda rézne (raz mniejsze, raz
wieksze) — oczywiscie zaktadajgc wysoka precyzje
przyrzadu pomiarowego (patrz Wyktad 1)

* Moze to wynikacC zarowno ze statystycznego charakteru
badanego zjawiska (np. rozpad promieniotworczy) jak i
niedoktadnosci przyrzadow badawczych oraz innych

czynnikow (np. zmienne warunki otoczenia)
PROFESSORIAL DENSITY FUNCTION (PDF)

« Z powyzszego mozemy zatozyc, ze:

. . - Ay, e s " . Te
-~ pomiar jest zdarzeniem losowym Treicral | i o/

. PROFESSOR

- wyhnik pomiaru (realizacja zdarzenia o\
losowego) jest zmienng losowa

* Uwzgledniajgc powyzsze zatozenia, o
. . . . ToO FEW TOO MANY
wnioski na temat pomiaru mozemy NTERACTIONS WITH YOUR PROPESEOR
okreslac przy pomocy teorii (rachunku)
prawdopodobienstwa

'KADD 2021, Wyktad 2 19 /48



http://www.phdcomics.com/comics/archive/phd091211s.gif

Typy | rodzaje zmiennych losowych

 Zmienna losowa — funkcja przypisujaca liczby rzeczywiste
zdarzeniom elementarnym (np. wynik rzutu 2 kostkami — suma

liczb na kostce) 1ol s Gl = S
: _ S 8 8 EE) | @) | @E
° Typy zmlennych Iosowych. B0 80 B0 80 8n B
— i : B8 B8 B8 | BBCY | @8C- | @B
jednowymiarowe (dzisiejszy wyktad) B0 B B 8 B8 86
- dwuwymiarowe B0 B0 8- 8| B | B
- n-wymiarowe
* Rodzaje zmiennych losowych
- dyskretne (lub skokowe)
- clagte
 Oznaczenie: X, Y, ...
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Rozktad | dystrybuanta zmiennej losowej

+ Rozklad (gestosc) prawdopodobienstwa (ang. probability
distribution function, density) — funkcja przypisujgca zmiennym
losowym (np. zmiennej X) prawdopodobienstwo uzyskania danej

wartosci zmiennej losowej (np. wartosci x)z ..

f(x)=P(X=x)
- rozktad prawdopod jest unormowany
* rozkiad ciagty: f f(x)dx=1
« rozktad dyskretny: Zp X=x,)=) p=1

* Dystrybuanta (ang. cumulative distribution function) — funkcja
okreslajaca prawdopodobienstwo tego ze zmienna losowa X

przyjmie wartos¢ mniejszg badz réwna x: -

F(x)=P(X<x)=P((~0:x>)
- rozktad ciagty: F(x f f(x 05"
- rozktad dyskretny: F(x Z P(X=x) o4

oo A T T T N R S AN N N
40 60 80 100 120
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Witasnosci dystrybuanty

e Wiasnosci dystrybuanty:

- funkcja niemalejaca
lim F(x)=0

lim F(x)=1

X—>

- Jezeli dystrybuanta F(x) jest ciagta oraz ma 1-szg pochodna;:
dF
Frlx)=2
- prawdopodoblenstwa'

ffxdx F(a

b
P(a<x<b) f x)dx=F (b)—F(a)
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rozktad potozenia katowego wskazowki zegara (rozktad
Jednorodny, lub jednostajny) — zmienna losowa ciggta:

f(X):ﬁ;xe<O;360> F(x)=0;x<0  F(x)=1;x>360

f(x)=0; x€R\(0;360) ff :%x ,x€(0;360)

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

o f(x)
F(x)

0.004 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... .......................

0.6

0003

- 0.4
0.002 __ ....................... . ...................... . ...................... ...................... . ....................... |

0.001 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... ....................... 0.2 i

1111 | L1 11 | || | L1 1 1 | I | L1 11 | I | I | | | | | | | I I | | I | | L1 11 | L1 1 1 |
% 50 100 150 200 250 300 350 O 50 100 150 200 250 300 350
polozenie katowe wskazowek zegara x [st] polozenie katowe wskazowek zegara x [st]
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rozktad normalny (rozktad Gaussa) — zmienna losowa ciggta:

2 X 2
1 —(x—u) 1 x'—
f(x)=—F—-exp |, Xx€R F(x)= fexp ( ‘j) dx '
oV2m 20 OV2T “wo 20
lim F(x)=0 lim F(x)=1
X>— X
Dystrybuanta rozktadu normalnego
nie ma postaci analitycznej
Rozktad (funkcja gestosci) Dystrybuanta
X 0.04— rozklad Gaussa § s
= n=82 B
0.035 — =10 i
0.033— 0.8_—
0.025 . s:—
0.02/— | B
0.015F 0-4:—
0.01F- B
- 0.2—
0.005 i
ot R I R T T R TR PR 0l 4|0 —
X X
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rzut kostkg — zmienna losowa dyskretna:

P(X:xi):P(xl.):é,i:{1,2,3,4,5,6} F(xi):é—i,i:{l,2,3,4,5,6}

Rzut kostka symetryczna - prawdopodobienstwo Dystrybuanta dla funkcji rzutu kostka do gry

0.351

P(x)

0.3
0,25

0,2

0.15
0.1

0.05

l]'1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 &6
liczba oczek na sciance x liczba oczek na sciance x
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

A West Africa

The NEW ENGLAND 800~
JOURNAL o MEDICINE 7007 # S one

600

Liberia

500- ™ Guinea

400 I

300+

ESTABLISHED IN 1812 OCTOBER 16, 2014 VOL.371 NO.16

Ebola Virus Disease in West Africa — The First 9 Months
of the Epidemic and Forward Projections

WHO Ebola Response Team* EbOIa 200+ I I

il

No. of Cases

A All Countries Combined B Guinea 0
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

DAILY CONFIRMED NEW CASES (7-DAY MOVING AVERAGE)

Outbreak evolution for the current 10 most affected countries

Koronawirus

SARS-CoV-2
" 200k
% 150k
JOHNS HOPKINS | CORONAVIRUS
E 100k UNIVERSITY & MEDICINE RESOURCE CENTER
S

50k

Mar 2020 May 2020 Jul 2020 Sep 2020 Nov 2020 Jan 2021 Mar 2021

— United States Brazil France Italy — Russia
- ey o o % CUMULATIVE CASES BY DAYS SINCE 50TH CONFIRMED CASE
Confirmed v Linear v

30M

25M
%]

a 20M
o
Q

© 15M
3

E 1o
=

5M

—
0 —
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‘ = United States Brazil France taly = India
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https://coronavirus.jhu.edu/

Rozktad | dystrybuanta -

& JOHNS
HOPKINS

UNIVERSITY

@ COVID-19 Dashboard by the Center for Systems Science and Engineering (CSSE) at Johns Hopkins University (JHU)

Global Cases

Cases by Country/Region/Sovereignty
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India
Brazil
Russia
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US State Level
Deaths, Recovered

518 459 deaths 53 083 deaths,
us California US
259 271 deaths 47 935 deaths,
Brazil New York US
188 044 deaths 44 463 deaths,
Mexico Texas US

157 435 deaths 31 267 deaths,
India Florida US
124 017 deaths 24 134 deaths,
United Kingdom Pennsylvania US
98 635 deaths 23 449 deaths,
Italy New Jersey US

87 695 deat 22853 deaths,
France lllinois US
86368 d 17 625 deaths,
Russia Georgia US
71 302 deaths 16 750 deaths,
Germany Ohio US

70 247 deaths 16 550 deaths,
Spain Michigan US
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Funkcje zmiennej losowej, wartosc¢ oczek.

» Jezeli Y jest funkcjg zmiennej losowej X, to Y rowniez jest zmienng
losowg (ze swoim rozktadem i dystrybuanta):

Y=H(X)

 Wartosc¢ oczekiwana (Srednia, przecietna) (ang. mean value) —
suma wszystkich mozliwych wartosci x, zmiennej X, przemnozonych

przez ich prawdopodobienstwa:
E(X)=u=3=x=) x,P(X=x,)=)_ x,p,

i=1

— wartosc oczekiwana to jedna liczba — nie jest zmienna losowa

* Wartosc¢ oczekiwana zmiennej Y:
B(¥)=E[ H(X) =Y, H(x) P(X=x)
* Dla zmiennych losowych typu ciggtego:
E(X)=J xf(x)dx E(Y)=E[H(X)|= [ H(x)f(x)dx
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Momenty

Jezeli zdefiniujemy funkcje postaci:
Y=H(X)=(X-c)
to jej wartosci srednie a, sS4 momentami rzedu Iwzgledem C.

e 0]

a,=E((X—C)l):f (x—c)'f(x)dx f x'f (x)dx - moment zwykly

— 0

Jezeli to c=X, to momenty nazywane sg momentami centralnymi:
=E|(X-%)

t atwo pokazac, ze:

o= E((X=%))= [ (x=%)°f (x)dx= f f(x)dx=1

ule((X—&)l):: (x—X)f(x dx:f xf (x dx—&f f(x)dx=%—%=0

Najnizszy momer;ot, Ktory niesie inf%rmacje 0 odéhyleniu zmiennej losowej X
od swojej wartosci Sredniej nazywany jest wariancjg (ang. variance):.
M2EGZ(X)Evar(X)EE((X—)?)Z): f (x—%)*f(x)dx

— 0

- jezeli wariancja jest mata, to wyniki lezg blisko wartosci oczekiwanej, jesli
duza, to wyniki sg bardziej rozproszone
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‘Rozktad normalny o duzej i matej wariancji

(x—u)’
207

f(x)=- jQ_nexp

X 008
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01
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Momenty wyzszych rzedow

* Dodatnia wartosc pierwiastka z wariancji nazywana jest odchyleniem
standardowym (ang. standard deviation) lub dyspersja.

o=o(X)=Vo’(X)

— odchylenie standardowe okresSla niepewnos¢ pomiaru (patrz
Wyktad 1)

* Trzeci moment centralny nazywany jest skosSnosciag lub
wspotczynnikiem skosnosci (ang. skewness):.

— najczesciej wprowadza sie bezwymiarowg wielkos¢ nazywang

wspotczynnikiem asymetrii rozktadu: y:l*_g

- dla rozkltaddéw symetrycznych (wzgledem ér(édniej) parametr ten
wynosi 0 4 A

Megative Skew Positive Skew
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Momenty wyzszych rzedow

* Da sie skonstruowac rozktad prawdopodobienstwa, ktdry ma zerowg

skosnosc¢ i mimo wszystko jest asymetryczny:

- nastgpi to w bardzo waskiej klasie pryzpadkow, gdy istnieje
szczegolna zaleznoSC miedzy nieparzystymi momentami (np.

momenty pierwszy i trzeci sie zerujg) — w rzeczywistym swiecie
bardzo mato prawdopodobne, by gdzies sie zdarzyta taka sytuacja

* Przykiad tutaj:

K - v —u For example, consider the case K = 2, 7, = 1/3, 1, = 2/3, u; = 2, i, = 1,
fix) = Z = .;b( “). o1 = 1, o5 = 2. Then E(X) = 0, E(X*) = 0, E(X°) = 20/3 # 0. Thus, this is an
im1 Tk T asymmetric distribution with zero skewness. It is depicted in figure 1.

0.1
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Momenty wyzszych rzedéw

* Czwarty moment centralny nazywany jest kurtoza (ang. kurtosis):

— Analogicznie do skosnosci, najczescie] wprowadza sie
bezwymiarowag wielko$¢: x4

4

— poniewaz kurtoza rozktadu noormalnego wynosi 3, czesto kurtoze

(zwang kurtoza nadmiarowa — ang. excess kurtosis) definiuje sie

odejmujac 3 (by dla rozkt. normalnego wynosita 0): K:”—j—s
O

. Negatively
skewed

negative kurtosis

NORMAL NOT ALWAYS THE NORM

Returns
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Witasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji

* Wiasnosci wartosci oczekiwaney:
— E(c-X)=c-E(X);ceR
- E(X+Y)=E(X)+E(Y)
~ E(X+c)=E(X)+c;ceR
— E(c)=c;ceR
* Z czego wynika:
- E(a-X+b-Y+c)=a-E(X)+b-E(Y)+c;a,b,ceR
- E(X—-E(X))=E(X)—E|E(X)=E(X)—E(X)=0

* ZaleznosScC miedzy wariancjg a wartoscig oczekiwana;:

2 2 2

o’ (X)=E[(X-%P|=E[X* -2 X-3+%*|=E(X*) - 2(E(X)+(E(X)=E(x*)-|E(X)

* Wiasnosci wariancji: ¢*(c)=0;ceR
2 2

~ o’(c-X)=c*0’(X);ceR
B 02(X+c)=02(X);c€IR
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Zmienna stand., moda, mediana

 Zmienna standardowa (o wartosci oczekiwanej O i odchyleniu 1):

. . _X—-x
— rozwazmy zmienng losowa: U—O(X)
, . 1 1
- wartos¢ oczekiwana: E(U)= E(X—%)= X—Xx)=0
- warlancja: o*(U)=———E{(X—-&)|=——=1
. o (X) _ o’ (X)
* Wartos¢ modalna, moda, dominanta (ang. mode). P(X=x,_)=max
- Wal’tOéé najbard2|ej pl'aWdOpOdObna Procent osob zarabiajacych dane kwoty brutto
Na podstawie danych GUS za 2010 rok, like-a-geek.jogger.pl
- rozkitad jednomodalny (1 maksimum) Dot 1 aaaaaa
- rozktad wielomodalny (wiele maksimow) \\r
—_ Warunkl makSImum. 321 14,7 M&SH w:.alnlrmcp,;?ﬁ;?llg
2 . . 1 - —_—
I H R
- - X "procent osdb otrzymujgcych g i ZAROBEI BRUTTO !PtN[
* Mediana (ang. median).

- wartos¢ zmiennej losowej, dla ktorej dystrybuanta wynosi 1/2
F(X05> P(X<X05) 0,5
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Kwantyle

* Mediana dzieli rozktad prawdopodobienstwa na dwa obszary o

rownym prawdopodobienstwie

* W przypadku rozktaddw symetrycznych jednomodalnych wartosci:

Srednia = dominanta = mediana A

- Mediana x,; jest kwantylem (ang. quantile) rzedu 0,5

Té— maksimum

<€— gorny kwartyl

E—— Srednia

<€— mediana

<— dolny kwartyl

« Ogodlna definicja kwantylu rzedu q, x,.
@1
- kwartyl dolny x, ,; F(x)=P(X<x,)=q
- kwartyl gorny x, F(xq):fq f(x)dx=q,qe{—1;1)

- decyle x,,, Xy, ..., X,

wartosci przyjmowane przez zmienng losowg

- funkcja x (q) jest funkcjg odwrotna do dystrybuanty

J(—— minimum

« Kwantyl rzedu q jest taka liczbg x_, ze q-100% elementow w dane;
probce (populacji) ma wartos¢ pomiaru (badanej cechy) nie wieksza

niz X,
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Kwantyle

q X025
J

F(xq):_f f(x)dx=q - kwantyl rzedu g F(xo,zs)z ] f (x)dx=0,25 - kwartyl dolny

F (XO’S):I f(x)dx=0,5 - mediana F (x0’75)= ] f(x)dx=0,75 - kwartyl gorny

— 00 —00

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

f(x)

F(x)
)

n 0.8 :F(X075)=075 .............. ........................ ........................... ...........................

i 06 f S — — S M—

N 0.4

i o2l —— — — —

D 0.5 1 1.5 2 2.5 = '3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
O<,) X (X,.0) 0%, ) (%, ) X
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Przyktad 1 - rozktad jednostajny

GestosSc prawdopodobienstwa:

f(x)=c;x€{a,b)
f(x)=0;x€R\{a,b)

Wspotczynnik (normalizacja) c:

o0 b
| f(x)dxchdx=c(b—a)=1:>c:bia
F(x)=1L .X"€<a by Wariancja: obz(X):E()(2)—(15()())2
b—a’ , E(X°)= . J"deX:(b3—a3):
f(x)=0;x€R\{a,b) b—a- 3(b—a)
- Dystrybuanta: _(b—a)(b’+ba+d’) _ b*+ba+d’
F(x)=0 3(b—a) 3
=0):x<
XJ=H X f Oz(X):b2+ba+a2_ b+a| _
F(x):b1 fdx':;_a;x€<a;b> 3 2
~ % A _b*+ba+da’ b’+2ba+d’_|(b—a)’
F(x)=1;x>b == R
e Wartosc oczekiwana:
b
.1 1 » o (b—a)(b+a) |b+a
(X)=i=g =[x (b -at)== ==
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Niepewnosc¢ typu B - przyktad

 Niepewnosé typu B — obliczana na drodze innej niz metoda A.
Przykiad: Wyktad 1

- tylko jeden pomiar wielkosci mierzonej

— urzadzenie pomiarowe jest mato doktadne (np. mierzymy grubosc ptytki linijkg
zamiast srubg mikrometryczng) — wyniki nie wykazuja rozrzutu

* Obliczanie niepewnosci typu B oparte jest o naukowy osad eksperymentatora —
bierzemy pod uwage wiedze o przyrzadach (wzorcowanie), badanym materiale, itp.

e Zalozenie;

- prawdopodobienstwo uzyskania pomiaru mieszczgcego sie w przedziale
wyznaczonym przez wynik i (znang) niepewnos¢ wzorcowania Ax jest
jednakowe

e Efekt:

— rozkiad pomiarow jest rozktadem jednostajnym

- wynik: jedna wartosc (jeden pomiar)

— hiepewnosc: odchylenie standardowe _Ax_ [(Ax)
wartosci oczekiwane; u(x)= 3\ 3
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Przyktad 1 - rozktad jednostajny

e GestosSc prawdopodobienstwa: f(x) A

f(x)=—17;x€(a,b) -
f(x)=0;xeR\(a,b) |

« Wartos¢é oczeklwana X
b+
2

* Wariancja:
2oy (b—a)’
o (X)=";
* Przewodnik GUM mowi o0 niepewnosci typu B tak:

E(X)=&=

Figure 2 a). Then x;, the expectation or expected value of X;, is the midpoint of the interval, x; = (a_ + a,)/2,
with associated variance

u? (x;) = (a, —a_)? /12 (6)
If the difference between the bounds, a, — a_, is denoted by 2a, then Equation (6) becomes

uz(xf-):a2/3 (7)
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http://www.bipm.org/utils/common/documents/jcgm/JCGM_100_2008_E.pdf

Przyktad 2 - rozktad dwumlanowy

* ang. binomial distribution § -

* Wynik zawsze jednag z dwdch wykluczajgcych
sie wartosci (sukces i porazka)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
1

* Funkcja prawdopodobienstwa:

- -
4 ssenlocclese®™ ... 000 Tlasssssesses

n— n! n—
p(k)=|7|p"q" = = 1) p“q"*; pe(0;1);q=1-p

— k sukcesOw w n niezaleznych prébach
przeprowadzonych w identycznych
warunkach

— p=0.5and N=20
- - p=0.7 and N=20
- - -~ p=0.5 and N=40

0.0 0.2 04 0.6 08 10
1 1 1 1 1 1
t

- p — prawdopodobienstwo sukcesu w
pojedynczej probie

r T T T 1
0 10 20 30 40

- g=1-p — prawdopodobienstwo porazki w

pojedynczej prébie Wariancja poj. proby x;

02<Xi):E(<Xi_p>2):

« WartoS¢ oczekiwana pojedynczej proby x.: =(1—p)*p+(0—p)>-q=pq
E(x;)=1-p+0-q=p Warto$¢ oczekiwana: Wariancja:
E(X)=np o’ (X)=npq
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_dwumianowy

Przyktad 3 - rozktad predkosci wiatru

Rozktad czestoSci wystepowania dane; B
predkosci wiatru opisuje funkcja Weibulla

Funkcja prawdopodobienstwa:

k Vv k—1 Vv k
== = |;v=0
=A% ] el % |-
- k, A —_— param etry rOZ kl’ adu Rys. 2. Histogram predkosci wz‘;z;rz:%?:%% ;UI ;;ltosowanie rozktadu normalne-
(otrzymywane z danych dosw.) Mapa gestosci mocy wiatru na wys. 10 m
N . eTRE T
Wartosc¢ oczekiwana:
E(v)=AT 1+% T(2)=[t""e dt
0
Wariancja:
2 . 2 1\ ==
0% (x)= A% | 1+ |=| T| 1+ —————

: ;L. Gestosé W/m?
Trzeci moment rozktadu predkosci wiatru gstosc mocy [Wim ]

stuzy do obliczenia gestosci mocy wiatru.
1 3
PWZEpf vf(v)adv

0 p — gestosc powietrza
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http://www.renewableenergyst.org/wind.htm
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf

Rozktady w praktyce - dane medyczne

i Jednym z wazniejszych zastosowan
statystyki sg badania medyczne

e W testach nowych lekow wykonuje sie

badania kliniczne podwaojnie Slepej proby —

double blinded trial (ani lekarz ani pacjent
nie wiedza, czy przyjmujg lek, czy placebo)

* Przykiad 1:

— substancja alirokumab
nazwa handlowa Praluent

16 A
14

- lek stosowany w celu obnizenia’’
duzego stezenia “ztego”
cholesterolu LDL we krwi

% Patie

6_
4_

N
1

— Sredni poziom LDL u pacjetow

o

Mean (SD)
alirocumab:
58.8 (39.9) mg/dl

Treatment Group Follow-up

YiX r
iﬁi/ii ii

ARtk [tes

A A XX

Patients Random
assignment

Compare
results

Mean (SD)
control:
117.7 (48.0) mg/dl

przyjmujacych lek: 58,8 mg/dl

— Sredni LDL u pacjentow
placebo: 117,7 mg/dl

v

VVVVV
|||||

~ LN ~
y 29 e c a2md b w oo o 5 g F 803

FFFFFFFFFFFFFFF

Average LDL-C During Treatment, mg/dl

M Alirocumab group (n=3182) Control group (n=1792)
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Rozktady w praktyce - dane medyczne

I Jednym z wazniejszych zastosowan
statystyki sg badania medyczne

e Statystyke wykorzystuje sie rowniez do
badania farmakokinetyki |
bezpieczenstwa stosowania

lekow Pt
N=178
* Przyktad 2: 21 | .
Quartile 1 Quartile 4
. - - = < 647 ng/mL > 1170 ng/mL
— substancja imatinib N=g7 N =86

nazwa handlowa Glivec

> 2000 ng/mL
(N =19, included in Q4)

- lek stosowany w celu
leczenia przewlekiej
biataczki szpikowej

Number of Patients
20
|

10

- Mierzono trough level

(stezenie leku przed _ . . l ]
. . . . 500 1000 1500 2000
pOdan I e m kOIeJ nej da’Wkl) Imatinib Trough Level in ng/mL (Day 29)
Figure 1

Distribution of imatinib trough levels at 400 mg daily at steady state on day 29 (n = 351). The vertical dashed
lines represent 25th, 50th (median), and 75th percentiles (ie, 647, 879, and 1170 ng/mL, respectively).
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozktady w praktyce - dane medyczne

There also appears to be a trend toward lower EFS with lower imatinib trough levels (Figure 5).

Estimated EFS rates at 5 years were 78%, 83%, and 89%, for Q1, Q2-Q3, and Q4, respectively.
However, no statistically significant difference was observed with the available follow-up (P =

.16, log-rank test).

100-_%
90 - . —W - - - —

g

= R ~— H——hn §

@ 804 H y .

B + H L HiHa

} =

S 70

» 60

3 s0-

W

- 404

c P

B 30- Imatinib Trough Level

- Q4

8 20 — Q2-3

g 10- Qt

E D | | | || | 1
0 12 24 36 48 60

Months Since Randomization to Imatinib

Figure 5 Download figure | Open in new tab | Download powerpoint

Event-free survival by category of steady-state imatinib trough levels. The estimated EFS rates at 5
years were 78%, 83%, and 89% in the Q1, Q2-Q3, and Q4 groups, respectively (P = .16, log-rank test).
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozktady w praktyce - wynagrodzenia

» Przecietne miesieczne wynagrodzenie ogétem brutto w gospodarce narodowej (dla jednostek o liczbie pracujgcych powyzej 9 oséb) w
pazdzierniku 2016 r. wyniosto 4346,76 zt.

* Przecietne godzinowe wynagrodzenie ogotem brutto wyniosto 26,37 zt.

» Najczestsze miesieczne wynagrodzenie ogotem brutto otrzymywane przez pracownikow wynosito 2074,03 zt (dominanta, wartoé¢ modalna).

» Potowa zatrudnionych pracownikéw otrzymata wynagrodzenie ogétem brutto do 3510,67 zt (mediana = decyl piaty = wynagrodzenie
srodkowe).

+ 10% najnizej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogétem brutto co najwyzej w wysokosci 1890,32 zt (decyl pierwszy).

» 10% najwyzej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogétem brutto co najmniej w wysokoéci 7200,00 zt (decyl dziewiaty).

#RynekPracy P @GUS _STAT

Rozktad zatrudnionych wedtug wynagrodzenia ogétem brutto

Dane z 2017 do 217338 zt
za rok 2016

217339 - 326007 zt

26,7%
326008 - 4 346,76 zt 22,0%

4 246,77 - 5 43345 zt
543346 - 65204 zt

6 520,15 - 7 606,83 zt

40% 2 074,03 zt

25% Najczestsze miesieczne
170 5

wuynagrodzenie ogotem brutto
otrzymywane przez pracownikow

(dominante, wartos¢ modalna)

~

do 2 074,03 zt
zarabiata 151%
. pracownikow
23%

7 606,81 - 8 69352 zt
869353 - 978021 zt
978022 - 10 866,90 z*t
10 866,91 - 195359 zt
195360 - 15 04028 zt
=13 04029 z*
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Rozktady w praktyce - tablice centylowe
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Rozkilad dwumianowz

_ n! k ,n-k -1 _
Prawdopodobienstwo: pn(k)_k!(n—k>!p q pe(0,1] q=1-p
Wartos¢ oczekiwana:

E(x)=2c_0kp,(k ) 2r-0 K mo knp q

E(x)=npX}_; i P a™ *=np(p+q)* '=np
Wariancja:  o°(x)=E(x?)—(E(x))?

E(x ) 2= ok2 Elkvpkqn k_zﬁﬂ((k_l)"‘l)k

T Pla
E(x

k .n-k n n! k n-k
) Zk 2 (k- 2 (n—-k) |p q +2k:1 (k—l)!(n—k)!p q

E(x?)=n(n—-1)p*X}. GrP a +np Xy

k) P gt
E(x”)=n(n-1)p*(p+q)" “+np(p+q)" '=n(n-1)p*+np
o*(x)=n(n-1)p*+np—(np)*=npq

Odchylenie standardowe:

Vo?(x)=+(npq)
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Rozktady w praktyce - dane medyczne

+ Mediana dtugosci przyjmowania leku wyniosta 78 tygodni

* W badaniu alirokumabu sprawdzano rowniez pacjentow, ktorzy
uzystaki w trakcie przyjmowania leku stezenie LDL < 25 mg/dl

* W przypadku pacjentow, ktorzy w przynajmniej dwoch badaniach
kontrolnych uzyskali LDL < 25 mg/dl, mediana jego utrzymywania
sie wynosita 43,3 tygodnie

 Rozklad utrzymywania sie LDL < 25 mg/dl w czasie prezentuje
wykres po lewej

LDL-C Achieved With Alirocumab Treatment Duration of Exposure to LDL-C <25 mg/dl

n = 3,440 ‘| Median Duration:
43.3 Weeks

20+
L

< 15+
b
@

= 10+
a

5..

[l >25 mg/dl 74.9% (n = 2,501) Ot 12 T12-24124-36 36-52 52 64'64-78' 7 =
[0<25 mg/dl 251% (n=839)  []<15 mg/dl 9.4 % (n = 314) Weeks Exposure
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