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Weryfikacja hipotez
statystycznych

Test y°
Test F-Fishera
Test t-Studenta

Metoda najmniejszych
kwadratéw



Weryfikacja hipotez statystycznych

* Przyktad: rozwazamy zmienng losowg X opisang standardowym
rozktadem Gaussa (srednia 0, odchylenie 1). Pobieramy 10-
elementowa probe, uzyskaliSmy srednig arytmetyczna: x=0,5

e Jak na podstawie te] jednej realizacji proby (np. wyniku
eksperymentu) mozemy stwierdzi¢, czy pochodzi ona z takiej
populacji? Innymi stowy, naszg hipoteza jest: proba losowa
pochodzi z rozktadu Gaussa o Sredniej 0 i odchyleniu 1

* Procedura weryfikacji hipotezy nazywana jest testem statystycznym

* Jezeli hipoteza jest stuszna (nasze zatozenie) to wartosc srednia
(bedaca réowniez zmienng losowa) X ma rozktad normalny ze Srednig
O i odchyleniem std. 1/,10

o’ (X)=+0(X)=—o-1=10"(X)=

ﬁ‘H
(@]
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Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak na podstawie konkretnej realizacji proby sprawdzic, czy
zatozona hipoteza jest prawdziwa?

- I: musimy ustali¢c pewng wartos¢ prawdopodobienstwa o (zwanego
poziomem istotnosci,z reguly mata wartosc, np. 0,01, albo 0,03,
czy 0,05)

- II: pytamy, czy prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych
wartosci proby jest mniejsze niz a: P(|X]|=0,5)<a

- nierdwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby préba
pochodzita z rozktadu okreSlonego przez testowang hipoteze -
mozemy ja odrzucic

- prawdopodobienstwo zaobserwowania tego, ze |X| jest duze,
jest bardzo mate, ale takie nam sie trafito — wiec
prawdopodobnie (z prawdodobienstwem 1-a) nasza hipoteza
nie jest stuszna

- lll: jesli prawdopodobienstwo jest mniejsze niz przyjeta wartosc
prawdopodobienstwa (poziom istotnosci) a, odrzucamy hipoteze na
zadanym poziomie istotnosci

'KADD 20/211, Wykiad 11 4127




Weryfikacja hipotez statystycznych

Rozktad wartosci $redniej X
><0.4F

0.4

= [ Test dwustronny P(|X|>x',)<a | = ETest jednostronny P(Xzx',)<a
0.351 np. x',=0,5 0.35-

0.30 0.30

0.25 0.25C

0.2E 0.2

0.150 045 /3

01" 04" o

0.05F 0.05F

0; OO [ DTN, - W

X X
» Jesli (w naszym przyktadzie) wartosc srednia znajduje sie w zaznaczonym
obszarze (nazywamy go obszarem krytycznym), to hipoteze odrzucamy

- Jesli oczekujemy rozktadu normalnego o sredniej O i matym odchyleniu
(np. 10), a z proby losowej (konkretny eksperyment) mamy srednig
1000, to ladujemy w “ogonie” rozktadu Ssredniej i na podstawie tej
konkretnej préby odrzucamy hipoteze (ale na podstawie innej proby
moglibysmy zaakceptowac)

'KADD 20/211, Wykiad 11 5127



Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku uzywamy innych wielkosci niz srednia:

- definiujemy jakas (wygodna dla nas) statystyke testowa T (np.
roznice miedzy wynikiem eksperymentu a krzywa teoretyczng)

— ustalamy poziom istotnosci o

- wyznaczamy taki zbior U, ktory okresla obszar zmiennosci
statystyki testowej T, taki ze prawdopodobienstwo znalezienia sie
W nim jest ograniczone wartoscig o: P(TeU)=a

— Z pobranej proby wyznaczamy konkretng wartosc¢ statystyki
testowej T". jezeli znajduje sie ona wewnatrz obszaru krytycznego
U, odrzucamy hipoteze (mowimy: krzywa teoretyczna nie opisuje
wyniku eksperymentu), czyli odrzucamy hipoteze, jezeli T'eu

'KADD 20/211, Wykiad 11 6127
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Test y* dobroci dopasowania

« Mamy N pomiarow g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o,

 Wartosci f;, i=1,2,...,N okreSlajg nam prawdziwy rozktad dane;
wielkosci mierzonej (np. znaleziony poprzez estymacje)

« Dla kazdego pomiaru liczymy wielkoSC u: u.= g";f", i=1,2,...,N

i

« Jesli nasza teoria (wartosci f) jest prawdziwa, to rozktady réznic u,
maja postac standardowego rozktadu normalnego — nasza hipoteza

« Jesli tak, to rozktad y2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkoSc:
o -9~ ]

T:Z “?:Z O,

i=1 i=1 !

* (Subiektywnie) oczekujemy matej wartosci wielkosci T

« Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegolne roznice u,
przyjmujg duze wartosci (wartosc T jest duza)

« Jak okresli¢ granice zmiennosci T ? Mozna zauwazyc, ze granica ta

jest okreslona kwantylem ;. , czyliilp(T>y> )=a | |F(x,)=P(X<x,)=¢q
P(X>x,)=1—q

KADD 20/211, Wyktad 11 8127



Test y* dobroci dopasowania

« Podsumowujac, w nhaszym przypadku musimy dla danej
realizacji proby (wyniku eksperymentu) wyznaczyc¢ wartosc¢

testowa T'i porownac jg z odpowiednim kwantylem rozkiadu y2 o
odpowiedniej liczbie stopni swobody:

T>%1

* Jezeli ten warunek jest spetniony, to hipoteze odrzucamy (punkty
teoretyczne nie opisujg danych eksperymentalnych na zadanym

poziomie istotnosci)

» Skad wzigC kwantyl? Z tablic lub z dystrybuanty:

?i\\.
. —— T

e =

:Q“1—
> [

—

0.6¢
0.5"

0.4F

0.3

0.2

0.1

Yo.9-
0.8"

0.7-

-/

1)

//V

:
Witz

KADD 20[21| Wyl .4 ‘6 8 10 12 14 16 18 220

0

N
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Test y* i doSwiadczalny rozktad czestosci

 Mozemy rowniez rozwazac zmienng losowa X, (opisang rozktadem
f(x)) ktéra dzielimy na r przedziatéw (histogram): &,,&,,....&,,...,E,

« Calkujac f(x) w przedziatach otrzymujemy prawdopodobienstwo p.
zaobserwowania zmiennej X w danym przedziale (binie):

p.=P(xet) ff )dx ; Zp 1

« Z pobranej proby 0 liczebnosci n oznaczamy przez n. elementy lezace
w danym przedziale &

* Oczywiscie zachodzi relacja: n= Z”
suma wejsS¢ w poszczegolnych blnach rowna jest liczebnosci proby

* OczekiwalibySmy (zaktadajgc prawdziwosc f(x)), ze: n=np,

« Hipoteza: zaktadamy, ze dla duzych wartosci liczb n, ich wariancja
rowna sie n, (patrz dyskusja o rozktadzie Poissona) i ze rozkfad

wielkosci u;: > ma rozktad Gaussa

ui2: (ni_npi>2 . lub u?: (ni_npi>

n; np;

KADD 20/211, Wyktad 11 10/ 27



Test y* i doSwiadczalny rozktad czestosci

« Wtedy, suma kwadratow: T=2 u;

i=1

* Bedzie miata (dla duzych n) rozkiad x>

 Jaka jest liczba stopnl swobody‘? Z defninicji histogramu mamy
jedno rOwnanie wigzow:  _ Z "

e Zatem zmienne u, hie sg niezalezne, wiec liczba stopni swobody
rowna sie r-1
* Oczywiscie, jezeli dodatkowo estymujemy p parametrow rozktadu na

podstawie pomiaréw (wprowadzamy p kolejnych wiezow
uzalezniajacych od siebie wielkoSci u)), to liczba stopni swobody

wynosi r-1-p

* Wartosc¢ T porownujemy, tak jak do tej pory, z kwantylami rozkiadu y2
0 okreslonej liczbie stopni swobody dla zadanego poziomu istotnosci
. T>Xi_a

e Jesli nierdwnosc¢ jest spetniona — odrzucamy hipoteze

KADD 20/211, Wyktad 11 11/ 27



Test y* - przyktad

‘ZadaME

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)

Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzkg fotonow w celu badania oddziatywan
fotondw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdjec z 0,1,2,... parami elektron-pozyton powinna podlegac rozktadowi Poissona. Nalezy
wczytac dane z pliku 7 (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec
zawierajgcych k par elektronowych). Widzimy, ze rozkfad ten przypomina rozktad Poissona - probujemy zatem obliczyc
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametry rozktadu Poissona (patrz Wykiad 10 [ slajd 13) (1 pkt.)

Narysowac na jednym wykresie punkty pomiarowe i dopasowanie (metodg estymatora najwiekszej wiarygodnosci).
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomocg testu x2. W tym celu nalezy zaimplementowac funkcje obliczajaca statystyke testowa

('n-k — n.p&.)g
X2 zgodnie z wzorem T = E
k

NP

gdzie: nk - liczba obserwacji w k-tym binie, npk - przewidywana przez teorie liczba przypadkéw w k-tym binie

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢ wartosc statystyki testowej. (1 pkt.)
Zaimplementowac funkcje zwracajgcg wynik testu x2 na zadanym poziomie istotnosci a

Wykorzystujgc zaimplementowana funkcje zweryfikowac hipoteze méwiacg, ze dane pomiarowe podlegajag rozktadowi Poissona.
Dobra¢ odpowiednig wartos¢ poziomu istotnosci. Uwaga! Kwanyl mozemy odczytac z policzonej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.
(2 pkt.)

'KADD 20/211, Wykiad 11 12127



Test y* - przyktad

‘ Zadanie

Weryfikacja hipotez statystycznych (5 pkt.)
Przeprowadzono eksperyment naswietlania wodorowej komory pecherzykowej wigzka fotonow w celu badania oddziatywan

fotondw z protonami. Fotony powodujg powstawanie par elektron-pozyton, ktére mogg byc¢ wykorzystane do monitorowania
parami elektron-pozyton powinna podlegac rozktadowi Poissona. Nalezy

wigzki fotonow. Czestos¢ wystepowania zdje¢ z 0,1,2,...
wczytac dane z pliku & (w pierwszej kolumnie znajduje sie liczba par elektronowych na zdjeciu k, a w drugiej liczba zdjec

Invisible gamma ray phutnns .

na - proébujemy zatem obliczyc

[ slajd 13) (1 pkt.)

ajwiekszej wiarygodnosci).

¢ funkcje obliczajaca statystyke testowa

zawierajgcych k par elektronowych). Wid
estymator najwiekszej wiarygodnosci dla

Narysowac na jednym wykresie punkty p
Sprawdzic jakos¢ dopasowania za pomog

(?Lk
X2 zgodnie z wzorem T = E
‘[\'

liczba obserwacji w k-tym binie, nj

e positron

pw w k-tym binie

gdzie: nk -

Okreslic liczbe stopni swobody i obliczy¢
Zaimplementowac funkcje zwracajgcg w A more energetic
electron-positron pair
owe podlegajg rozktadowi Poissona.

Wykorzystujac zaimplementowang funkcje zvyms #
/ bnej na ostatnich zajeciach dystrybuanty.

Dobra¢ odpowiednig warto$¢ poziomu istotn e RG CLure
I
(2 pkt.) A
F i
{1
) If
f

o

i
f
.’
I
f
[

13/27

'KADD 20/211, Wykiad 11



Test y* - przyktad

* Po wczytaniu danych z pliku histogram eksperymentalny wyglada
nastgpujaco (nasza proba losowa): Wynik eksperymentu

« Zaktadamy hipoteze: teoria mowi
to jest rozktad Poissona
(“na oko” zresztg tak wyglada)

* Rozktad Poissona ma tylko jeden
parametr (wartos¢ srednia):

flk)=2e

 Musimy go zatem jakos$ wyznaczycC z proby losowej — jak?
Na przyktad metoda najwiekszej wiarygodnosci — szukamy
estymatora nieobcigzonego najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej
wariancji — wyprowadziliSmy go sobie na Wykitadzie 10:

d N () Przypomnienie - definicja
=]'= ——1(= ~ B estymatora o min. wariancji:

o= =K, o*(K)= =

- )= ~ ’ A I'=A(M)(A—2)

5 2 (K== (R =) o?(S)=— L _

M 4 [A(%))

'KADD 20/211, Wykiad 11 1427



Test y* - przyktad

* Czyli estymatorem najwiekszej wiarygodnosci o minimalnej wariancji
dla rozktadu Poissona jest srednia arytmetyczna z proby

* Oczywiscie w naszym przypadku mamy histogram, ktory zawiera
jakas catkowitg liczbe wejsc (catka z histogramu nie jest rowna 1),
wobec tego do Sredniej dodajemy wagi w postaci liczby wejsc w
danym binie i Srednia staje sie srednig wazona; S ken,

A=
Z n
7 7 . . . . k
* W naszym przypadku wartosc ta wynosi mniej wiecej: 3 ~2 33

Wynik eksperymentu

* Rysujemy wiec funkcje:

a
c

~K - 7

n-pkzn-f(k)zn-li‘—!e_x,gdzie n:Zk: n,

» Jak teraz sprawdzic, czy faktycznie
nasza hipoteza jest stuszna?

* Testujemy dobroC dopasowania

'KADD 20/211, Wykiad 11



Test y* - przyktad

. Musimy zatem vwznaczyc’; wartosc statystyki testowej T

T= Z Z (m=np” o 55

k=0 npy
* Co daIeJ’P Zaktadamy poziom istotnosci, na przyktad: «=0,01

* Musimy jeszcze okreslicC liczbe stopni swobody — ile ich jest?
- liczba binow (8) minus 1 minus liczba parametrow (1)
r—-1—-p=8—-1—-1=6

* Teraz szukamy odpowiedniego kwantyla rozktadu x2 o 6 stopniach
swobody: Ko = aee~ 16,81

* Porownujemy statystyke z kwantylem: T=10,51<y;,,=16,81

 Warunek T>yx;_. nie jest spelniony, zatem na poziomie istotnosci
a=0,01 hie ma podstaw do odrzucenia hipotezy

'KADD 20/211, Wykiad 11 16 | 27



Test réwnosci wariancji
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Test rownosci wariancji (F-Fishera)

* Problem: porownywanie wariancji populacji o jednakowych
wartosciach srednich

* Przyktad: pomiar tej samej wielkosci dwoma przyrzgdami
pomiarowymi (zakladamy brak niepewnosci systematycznych — typu
B)

 Pytanie (hipoteza): czy pomiary beda miaty jednakowe wariancje
(czy doktadnosc pomiaru jest jednakowa dla obu przyrzadow)?

e Zaldzmy, ze rozwazane populacje majg rozktad normalny

« Pobieramy proby o liczebnosSci N, i N,

* Dla kazdej z pobranych prob wyznaczamy Warlanqe | liczymy iloraz
F=s/s, —Z(X X[ s X>:No(]\1]—1);(xl X['=s*(X)/N

« Jesli hipoteza o rownosci wariancji jest prawdziwa, to iloraz F
powinien byc bliski jednosci F~1

KADD 20/211, Wyktad 11 18 | 27



Test rownosci wariancji (F-Fishera)

* Mozna udowodnic, ze tego typu wielkoS¢ ma rozktad F-Fishera

r(§<f1+f2>)

1
fi !

f(F)=

f2

[arfelln

1

FZ

1

hp
fz

S(F+F)

fi=

N,—1;

f,=N

« Szukamy zatem analogicznie wartosci granicznej okreslajgcej obszar
Krytyczny, ktora jest odpowiednim kwantylem rozktadu F-Fischera:

2
Sy
_2>F1—OL —

Sy

P

e Ostatecznie sprawdzamy zatem warunek:

* To jest test jednostronny, na ogot postugujemy jednak testem

dwustronnym:

51
—>F
52

2
S

Sk

—>F,_ 1 (f N . ), gdzie f to liczby stopni swobody

'KADD 20/211, Wykiad 11
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Test rownosci wariancji (F-Fishera)

e Czyli w praktyce musimy zweryfikowac hipoteze:

2

295, nlf o f)=F "u(f o0 Fi)

Sk
* Indeksy g i k oznaczajg wiekszg i mniejszg wariancje z proby, czyli:
s> S

* Jezeli nierdwnosc jest spetniona, to hipoteze o réwnosci wariancji
mozna odrzucic

'KADD 20/211, Wykiad 11 20127



Test rownosci wariancji - przyktad

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2

1 100 97
2 101 101
3 102 102
4 100 99
5 98 101
6 97 98
7 100 101
8 101
9 99
10 100
Srednia 99,8 99,86
Stopnie swobody 9 6
SN2 19,6 20,86
Sn2/f 2,18 3,48
F 1,6

F(F)

0,2
1,2
2,2
0,2

-1,8
-2,8

0,2
1,2

-0,8

0,2

0,04
1,44
4,84
0,04
3,24
7,84
0,04
1,44
0,64
0,04

-2,86

1,14
2,14

-0,86

1,14

-1,86

1,14

8,16
1,31
4,59
0,73
1,31
3,45
1,31

1.0 - F(F)

e Korzystamy z kwantyli funkcji

F,,(6,9)=F,(6,9)=2.51

F,,(6,9)=F 4(6,9)=3.29
F0,(6,9)=F (4(6,9)=5.61
F('):01(6,9):F0,995(6,9)=6.89

.6<3.29 — nie ma podstaw
o odrzucenia hipotezy ha

......................................................................................................

............................................................................................

........................................................................................
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(test t-Studenta)




Test rownosci srednich (t-Studenta)

* Problem: poréwnywanie wartosci srednich dwoch préb losowych

* Przyktad: badamy sredni wzrost studentek 1 roku w Warszawie
(populacja X) oraz w Nowym Jorku (populacja Y)

* Pytanie (hipoteza): czy wartosci Srednie obu populacji, na podstawie
pobranych prob losowych, sg jednakowe?

* Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwaoch prob losowych z populacji X oraz Y o liczebnosSciach
N, iN,

'KADD 20/211, Wykiad 11 23127



Zastosowanie testu t-Studenta

* Hipoteza: rownosc wartosci srednich z obu populacji: x=y

Zakladamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob majg rozktad normalny z wariancjami:

o’ (X)=c’(X)/IN, o°(Y)=0"(Y)/N,
* Wariancje sa estymowane przez estymatory:

2 1 =\2 2 1 5 \2

2= X—X Sy= 2. (Y-7)

. N1<N1_1)j§( ) ' Nl(Nl_l)j=1

R&znica wartosci srednich z préby rowniez ma rozktad zblizony do
normalnego: A=x-7=c*(A)=c*(X)+o*(7)

Jesli hipoteza jest prawdziwa, wéwczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz A/o(A) powinien podlegac rozkladowi Gaussa
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Test roznic t-Studenta

« Skoro tak, to oczywiscie o’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako srednig wazong z dwaoch prob:
,_ (N,=1)s3+(N,~1)s;
- <N1_1)+(N2_1)
* Wtedy mozemy zdefiniowacC estymatory:
N,+N, ,
NN,
* Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-Studenta
Z liczbg stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
Sy=SIN, sy=s/N, s ,=sy+s;=

 ROwnos¢ wartosci srednich mozna wiec weryfikowac postugujac sie
testem rdéznic Studenta

* A/s(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwdch préb. Jej wartos¢
bezwzgledng poréwnujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze):
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Rozk’fad t- Studenta

« Jak widac, rozktad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem 0

* Rozktad dazy do rozktadu
Gaussa gdy f-w

* Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:
ff dt— (1—a), gdzie t',=t |,

1-=a
2
. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci

a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

N jaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 :
umer pomiaru rz;&z{;’:} rzy;q 021 004 38 1444 ° Mamy kwantyle

1
2 101 101 079 0,62 02 0,04

3 102 102 1,79 32 12 144 '

4 100 99 021 004 -1.8 324 t 27 )=t 27)1=1.71

5 98 101 221 489 072 0,04 O 2 ( ) 0,9 ( )

6 97 108  -321 10,31 7,2 51,84 _ .

7 100 101 021 004 02 0,04 tO 1 ( 27) — =2 05

8 101 102 079 062 12 1,44 >

9 99 96 1,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 021 004 02 0,04 tO 02 ( 27 = t)99’(27} 2 77

11 98 2,21 4,89 o

12 101 0,79 0,62 Z

13 100 0,21 0,04 y to 995‘(’2 7‘ 3 05
14 102 1,79 32

15 103 279 7,78

16 101 0,79 0,62 ”~ %OI(Z'Z) 2'tO 998( 27) 3943
17 99 -1,21 1,47 // -

18 100 0,21 0,04 7 -

19 102 1,79 - - t0,002 (27) — t0,999< 27) =3,69

i poman o s tod® ¢ Hipotezy nie mozna odrzucié

Stopnie swobody 18 9
SN2 43,16 95,6
S~2/f 2,4 10,62
S22 49,1 =
S”2 Delta 8,18 b
[y ]
o
107
1072
10
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Test t-Studenta

« Mamy zmienng losowa X o rozktadzie normalnym. Pobieramy prébe
losowg o liczebnosci N | wartosci Sredniej x

* Wariancja wartosci sredniej. o*(X)=0*(X)/N

e Dla dostatecznie duzych prob wartosc srednia z proby (na mocy

centralnego twierdzenia granicznego) ma rozktad normalny (x o(x))

. X —
* Zmienna y=0<)—5 ma standardowy rozktad normalny

* Na ogot nie znamy jednak odchylenia standardowego o°(x)

* Postugujemy sie estymatorem wariancji:

N

N
2 1 PSY: 2 _ 1 Y
SX_N_ljZ_l(Xj X) Sx N(N—l)j;<xj X)

. Pytanie:_jak bardzo bedziemy odbiegac¢ od rozktadu Gaussa, jezeli
we wzorze na y zastgpimy odchylenie estymatorem?

* Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze x=0 (kazdy rozktad Gaussa
mozemy przesungc¢ o wartosc srednia)
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Test t-Studenta

* Rozpatrzmy zmienng losowa T zdefiniowang nastepujaco:
T:X/SX:X\/W/SX

* WielkoS¢ (N-1)s3=fs; ma rozkiad x2 o liczbie stopni swobody f=N-1

 WzO0r na zmiennag T zmieni sie ham zatem nastepujaco:
T=X/s¢=X-VN-+/fly

t

* Dystrybuanta zmiennej T bedzie okreslona wzorem:
~(f+1)

] r|1(f+1)
xqmt):r ((ff)mﬁ [t

F(t):P(T<t):P(
2

* A odpowiadajgca jej funkcja gestosci, noszgca nazwe rozktadu t-
Studenta:

£2 |5 (f+1)

1+7

i r %(f+1)

f(t) r(

%f)m f
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Hipoteza: zaktadamy, ze nasza populacja przewiduje wartosc
oczekiwang z populacji majacej rozktad normalny rowng A,

* Pobieramy prob@ o0 liczebnosSci N | wyznaczamy wartos¢ srednig x
oraz wariancje

e Jezeli przy zalozonym poziomie istotnosci a zachodzi nierdwnosc:
X -1 VN

|t|: SX >ta:tl—%oc

 Wtedy odrzucamy naszg hipoteze
* W p&yp;am(u testu jednostronnego

1 o

Sx
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwaoch prob losowych z populacji X oraz Y o liczebnosSciach
N, iN,

* Hipoteza: rownosc wartosci srednich z obu populacji: x=y

e Zakladamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob majg rozktad normalny z wariancjami:

o’ (X)=c’(X)IN, o°(Y)=0"(Y)/N,

* Wariancje sa estymowane przez estymatory:
N,

N,

2= L S (x_xp stz (Y-

: N1<.N1_1)j=1 _ . ' Nl(Nl_l) =1 N
* ROznica wartosci srednich z proby rowniez ma rozkiad zblizony do
normalnego: A=x-v=o%*A)=c*X)+o*(Y)

« Jesli hipoteza jest prawdziwa, wowczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz /s (a) powinien podlegac rozktadowi Gaussa

e Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje

'KADD 20/211, Wykiad 11 33127



Test roznic t-Studenta

« Skoro tak, to oczywiscie o’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako srednig wazong z dwaoch prob:
,_ (N,=1)s3+(N,~1)s;
- <N1_1)+(N2_1)
* Wtedy mozemy zdefiniowacC estymatory:
N,+N, ,
NN,
* Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-Studenta
Z liczbg stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
Sy=SIN, sy=s/N, s ,=sy+s;=

 ROwnos¢ wartosci srednich mozna wiec weryfikowac postugujac sie
testem rdéznic Studenta

* A/s(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwdch préb. Jej wartos¢
bezwzgledng poréwnujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze):
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

N jaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 :
umer pomiaru rz;&z{;’:} rzy;q 021 004 38 1444 ° Mamy kwantyle

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 144 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 324 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ 2 05
8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 7

9 99 96 21,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( —_ t)99’(27} 2 77
11 98 2,21 4,89 ’

Loowm op o L] 27) =ty (27)=3,05

14 102 1,79 3.2
15 103 2,79 7,78
16 101 0,79 0,62 ~ -e'OO’( ZD 2'tO 998( 27) 3943
17 99 -1,21 1,47 // -
18 100 0,21 0,04 -~ -
19 102 179 322 - - t0002(27)_t0999<27) 3’69
llo§é iard 19 10 - =z
Oscsﬁggqr:gow 100,21 100,8 ( -0,59 o H | pOtezy n |e m OZ na Od I'Z u C | C
Stopnie swobody 18 9
S 43,16 95,6
S/ 2,4 10,62
S 49,1
S”2 Delta 8,18
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