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Metody Monte Carlo

Najwazniejsze rozktady
prawdopodobienstwa



Metoda akceptacji-odrzucen von
Neumanna



Metoda von Neumanna - definicje

« Geometryczny opis metody von Neumanna:

~- chcemy wygenerowac liczby losowe opisane gestosciag g(y) w przedziale
<a,b>

~ rozwazamy krzywa:u= g(y) oraz funkcjestatag: u = d d < g ,.

~ losujemy z rozktadu jednorodnego liczby (v.u.), ktére spetniajg warunki:
a<y <b0<u < d

~ jak tatwo zauwazyc, nasze punkty uktadajg sie w prostokacie na
ptaszczyznie

glv,)

7 7

— odrzucamy wszystkie punkty spetniajgce nieréwnosc: u, >
~ pozostajg jedynie punkty potozone pod krzywa: 4 = g(y)
- zaakceptowane wartosci y, podlegajg rozktadowi g(y)




Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

I Metoda von Neumanna | —_genn
Foooof:

Wydajnos¢ metody von Neumanna mozna poprawic, jesli
odpowiednio zawezimy obszar losowania:

8000

a  wprowadzamy funkcje pomocniczg s(y), z
ktorej “tatwo” wygenerowac zmienne
losowe (np. metodg odwrotne; !

Metoda von Neumanna z f. pom. genf
=

dystrybuanty), i ktora spetnia warunek: : o™ |

g(y)é c-s(y),a<y<b
o generujemy liczbe losowg y; z rozktadu s(y)

29
B
1=
=3
S

na przedziale a<y.<b
oraz liczbe u, z rozktadu jednorodnego na o
przedziale 0<u,<l

-odrzucamy liczbe y, jezeli:

y > g(yi)

Z_C°S(yz')




\ _ Metoda von Neumanna | S <1 N
Metoda von Neumanna z funkcjg  * e

pomocniczy
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Metoda von Neumanna z funkcjg pom.
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« Metodg odwrotnej dystrybuanty
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e Liczymy dystrybuante:
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[ Metoda von Neumanna z f. pom. |
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« Sprawdzamy warunek akceptacji y.:



Catkowanie metodg Monte Carlo

o Jakjuz zauwazylismy, pole powierzchni pod rozpatrywang krzywag w
stosunku do pola prostokata, z ktérego losujemy dwie liczby
pseudolosowe, ma sie (w przyblizeniu) do siebie tak jak liczba par
zaakceptowanych do odrzuconych: b

N

j g(y)dy
accept

a ~
(b—a) N
o Co pozwala na przyblizone obliczenie wartosci catki oznaczone;j:

J (y)aym N
g(y)dy= =2 (b= g
a Nall )d
o W ten sposéb mozna obliczy¢ dowolng catke oznaczong poprzez prosta
generacje dwoch liczb z rozktadu jednorodnego. W wers;ji
n-wymiarowej oczywiscie mozemy to zrobic dla dowolnej liczby zmiennych

losowych (i oblicza¢ catki wielowymiarowe)

« Wozgledna doktadnos¢ obliczenia catki: I N,
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przykfad

Funkcja opisujgca te ¢wiartke to:

g(y)=y(R*-y*)0< y<1;

Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to:

0.9
08— -
0.7-

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

“Wszystkich: 100 -
-Zaakceptowano: 84 )
“7 =4.0(81/100)*(1.0-0.0)*1.0="
~ o324 0 L
“Biad wzgledriy = 0.111111111
“Blad bezwzgledny =  0.36 -

OI\F‘H\‘\l\\ﬂl‘ll\\!ll\\\l\\\\‘H\Il\\l‘ll\\\ll\\\l
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Wartos¢ catki obliczamy metodg Monte Carlo:

wszystko przypomina
rzucanie lotkami (darts)

Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo do
obliczenia wartosci liczby nt

W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.

|
I=I g(y)dy=1/4 == 41

=

Nall

— e

N
accept (b_ Cl)d




Catkowanie metodg Monte Carlo - przykfad

o Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo do
obliczenia wartosci

o W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujgca te ¢wiartke to:

1
g()’):\/(m;()ﬁ y<1; I= !g yidy=n/d=>n=4-1

o Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to:

o Wartosc catki obliczamy metodg Monte Carlo:

N

2
2
=3
) ‘

- 1— s ] accepl‘ (b )
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

o Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo do
obliczenia wartosci

o W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujgca te ¢wiartke to:

1
g()’):\/(m;()ﬁ y<1; I= !g yidy=n/d=>n=4-1

o Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to:

7 7 . . ~ accept _
o Wartos¢ catki obliczamy metodg Monte Carlo: I= N (b= a)d
all
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L 0*(81/100)"(1.0-0.01.0=" ° g 0*(734’10093*(1 bagyEps -
0.3 -9

0

2 Biad wzgledriy = 0. 111111111
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

o Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo do
obliczenia wartosci

o W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujgca te ¢wiartke to:

1
g()’):\/(m;()ﬁ y<1; I= !g yidy=n/d=>n=4-1

o Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to:

7 7 . . N
« Wartosc catki obliczamy metodg Monte Carlo: J= %< (h— q)d
Nall
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

« Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo do
obliczenia wartosci

o W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujgca te éwiartke to:

g(v)=+R* -y*):0< y<i; =

o Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to: N
« Wartoé¢ catki obliczamy metodq Monte Carlo: I= ]C[L;pt(b— a)d

g(y)dy=7r/4:>7r=4-[

o'—.»—t

Monte Carlo Sphere Integration

"hits.txt!
‘misses.txt’

+

3 ro1 sl PRIt | TR | L1 a1 TSR RET)
101d’ 1d 1d 10 1 10

Number of samples (N)




v,=2u,~ 1 v, =2u, -1 i M?" :
o Obliczamy: S = vf+ vg :
o Gdy ¢>] odrzucamy pare z |
« Otrzymujemy dwie liczby pseudolosowe %D |
opisane rozktadem normalnym standardowym: R
X, = V4~ (2/5)Ins x, = vy~ (2/)Ins i

Generacja liczb o rozktadzie normalnym

Jak pamietamy, rozktad normalny nie ma analitycznej formy dystrybuanty

Do generowania liczb z rozktadu normalnego o £=0, o=1 (standardowego) stuzy
metoda Box’a-Muller’a

1 _ 2 X transformacja
f(z)= N exp I dowolnego rozkt. norm.
21 2 o do standardowego

Generujemy pare liczb (u,,u,) z rozktadow jednorodnych (0,1) i dokonujemy
zamiany zmiennych:

15/43
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Najwazniejsze rozktady
prawdopodobienstwa



Rozktad dwumianowy

« W Polsce znany rowniez jako rozktad Bernoulliego (ang. binomial
distribution) — w innych krajach moze oznaczac inny rozktad

o Rozwazmy proste doswiadczenie — rzut moneta:
— w wyniku rzutu mozemy otrzymac dwa wykluczajgce sie wyniki
- zatem przestrzen zdarzen elementarnych: - .~
- mozemy zdefiniowac prawdopodobienstwa:

P(A) =p O P(Z ) =l-p=g¢q

. Wnik doswiadczenia moze by¢ zmienng losowg X, ktora przybiera
wartos¢ 1 lub O w zaleznosci od tego, czy zaszto zdarzenie 4 lub 4

o Jesli powtdorzymy wielokrotnie doswiadczenie, to otrzymamy rozktad
zmiennej losowej X=Xt X, +... X

17 /43
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e Zrachunku prawdopodobienstwa wiemy, ze jezeli przestrzen zdarzen

Rozktad dwumianowy

elementarnych E=4,+4,+..+4, izdarzeniasg niezalezne, to:
P(A,A4,...4,)= P(A4,)P(A4,)...P(A4))

Z tego wynika, ze prawdopodobienstwo, ze k pierwszych doswiadczen (z n)
da wynik zdarzenia 4 a pozostate n-k dadzg wynik zdarzenia 4, wynosi:

P(Aan—k): phg"
Zgodnie z kombinatorykg, pojawienie sie k razy zdarzenia A w n

doswiadczeniach realizuje sie na “n po k” sposobdw:
roznigcych sie kolejnoscig zdarzen 4 i 4

Prawdopodobieristwo wystgpienia k razy zdarzenia A4 i n-k razy zdarzenia 4
w n doswiadczeniach, w dowolnej kolejnosci, wynosi: [nj n!

k) kK (n—k)

Tak zdefiniowany rozktad nazywamy rozktadem dwumianowym

n
P& Wi = [} ]ptaia=1-



Rozktad dwumianowy

P(k)

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02
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Rozktad prawdopodobienstwa

' ——p=05andn=20
| ———p=07andn=20
——p=05andn=40

5 ] 10 15 20 2:5 30
k — liczba sukceséw

Dystrybuanta
Lesrees  _seesecsccecces
F(k) STET
.
-~ ® .
= *
e
s ~- p=0.5 and N=20
. - = p=0.7 and N=20
- o - p=0.5 and N=40
PR - S
I ] ] T 1
10 20 30 40

k — liczba sukceséw




Rozktad dwumianowy

o Policzmy wartos¢ oczekiwang i wariancje rozktadu dwumianowego

Dla pojedynczego doswiadczenia X, (zmiennej losowej, ktdra moze przyjgc
wartosc 1 lub 0):

E(X)= Y x,P(X=x) E(X,)=1-p+0-q=p
E(x)=18(x, =D+ 0-P(x,=0)  o*x,)=E((x,— p))=(-pf p+(0- pVq=[pq
Z wtasnosci warotsci oczeln<iwanej:

E(X=X\*X, +X,)=> E(X,)=np

i=1

0 (X)= npq
Zaktadajac niezaleznos¢ zmiennych (zerowe kowariancje) otrzymamy z
kolei:

Dla 2 zdarzen losowych:

o*(X)= (2jp2(2 -2p) +(2qu(1 -2p) +(2jqz(0 ~2p) =i

2 1 0
2p*(4-8p+ap’)+2(p-2p* )+ (1-2p+p* BHp* =2p(1-p)=2pq

20/43



Rozktad dwumianowy - wtasciwosci

Dla r6znych n, state p

| Rozklad dwumianowy | | Rozklad dwumianowy |

e p=0.3

21/43



Rozktad dwumianowy — tablica Galtona

o Innym przyktadem realizacji rozktadu dwumianowego
jest tablica (deska) Galtona:

~ mamy n rzedéw koteczkdw

— kuleczka moze przesunac sie w lewo I
(z prawdopod. p=0,5) lub w prawo (g=0.5)

— kuleczka przesunie sie k razy w lewo i n-k razy
W prawo

— kazde przesuniecie jest niezalezne

— zatem dla jednej konkretnej konfiguracji
(drogi) “spadku” kulki prawdopodobienstwo:

. /4 Kl 7 . . . . 7 k n=
— jesli mamy rézne konfiguracje przesunie¢: 2 4

k

n
Plk)=w; = (kakq”k; g=1-p

deska Galtona na =
Wydziale Fizyki PW g

http://www.if.pw.edu.pl/~pluta/pl/tgak.jpg
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Rozktad dwumianowy — inne przyktady

n
P(k)=w; = [kjp"ff"; g=1-p
1) n —ilos¢ studentow na 3 roku fizyki

p — prawdopodobienstwo zaliczenia KADD (zatézmy, ze

p>0.5:))

k —ilos¢ 0sbb, ktore przedmiot zaliczyty

1) n —liczba dzieci urodzonych w 2015 roku
p — prawdopodobienstwo, ze urodzi sie dziewczynka
(p=0,5)
k —ilos¢ urodzonych dziewczynek

2) Mate i duze ryby w stawie
n - liczba wszystkich ryb
p - prawdopodobienstwo ztowienia duzej ryby
k - liczba duzych ryb

23 /43
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Rozktad Poissona

o Rozwazmy rozktad dwumianowy: ; n .
P(k)=w. = (kjpkq “rg=1-p

o dla n— ale przy statym ;= Arozktad dwumianowy dazy do rozktadu
Poissona (wyprowadzenie — Brandt):

[im n__ _Ak -
W= f(k)——e
. n— oo k!
— normalizacja:
:Z;(; Z—ke —ei[1+/l+/;2/+/§+ J et =1

— wartosc oczekiwana: ik_e _gi_ )
- = J!

~ wariancja: JZ(K):E(Kz)_(E(K))z —A(A+1)=22 =2

— Skosnosc i wsp. asymetrii:

Uy :E((k_k)}):/1 :&:i:l—l/z



Rozktad Poissona - przyktady

« Rozktad Poissona stosujemy wtedy, gdy mamy duzg liczbe niezaleznych

zdarzen, z ktorych tylko nieliczne majg interesujgcg nas wtasnos¢ (duze n,

mate p w rozkt. dwumianowym) [ Roskiad Poissora |
_ 1= —
o Rozkfad Poissona wystepuje tam, "“'o.s;— DU
gdzie mamy zjawiska dyskretne, NG ~i= 05
. 7 mll - A= 1
gdy prawdopodobieristwo :: - 2
wystgpienia zjawiska jest state w v T
czasie lub przestrzeni: 0| =8
E - A= 10
— liczba potaczen przychodzacych e \\ D
do centrali na minute ot \\
05

— liczba mutacji w danym odcinku
DNA po ekspozycji na pewng dawke
promieniowania

— liczbe zabitych kazdego roku
przez kopniecie konia w
korpusie kawalerii w Prusach (Wikipedia)
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Frequency

35 — NATL Hurricanes 1851-2006
5.25 Hurricanes/year




Rozktad Poissona — przyktady

o Mamy jadro promieniotwadrcze o czasie zycia 7. Obserwujemy je w czasie T«7.
Prawdopodobieristwo rozpadu jadra w tym czasie W« . Dzielimy czas T'na n
przedziatéw, prawdopodobienstwo: p=W/n.

o Obserwujemy w czasie T zrodto zawierajgce N jader. Liczba przedziatéw
czasowych n,, w ktorych zaobserwowano k=0, 1, 2, 3 itd. rozpadow. Wtedy
czestos¢ h(k) = ny/n.

« Doswiadczalnie zaobserwowano, ze dla N—x i duzych n rozktad A(k) dazy do
rozktadu Poissona, co stanowi bezposredni dowdd na niezaleznos¢ i statystyczny
charakter rozpaddw promieniotwdrczych (badania Rutherforda i Geigera).

Analogicznie — czesto$¢ obserwowania k gwiazd Decay of Carbon - 14

w elemencie kata brytowego sfery niebieskiej lub ~ 1909
k rodzynek w jednostkowym elemencie objetosci 5 100
ciasta - 5009
g S0 250 g
Beta-minus Decay =
Carbon-14 Nitrogen- 14 ‘E 25 1259
p_ % Antineutrino Electron g 125 @
) = » + © 4+ © S ?
6 protons 7 protons ° 0 1 2 3 4
§ noulrons 7 metrons Number of half - lives
26 /43 ! (1 half - life = 5730 years)




Rozktad potegowy

Rozktad potegowy p(x) = Cx~% power law distribution
fat tails ttuste ogony

Cechy rozktadu potegowego
1. Scale in variance p(ax) = C(ax) %= a *p(x)~p(x) a <2 0
2. Wartosci Srednia
00 oo | 5 o — 1
(x) = [ xp(x)dx = t::J X "dx &2 2 X =T X
X min X min
_ C —:HE]':'J
? - X min a<3 .
3. Wariancje <I2> — i x“":”]m w1
A mi -1
3 — X min o> 3 <x2> — - 3xmin

4.Dystrybuanta tez jest funkcja potegowa

Konsekwencjq posiadania nieskoriczonej sredniej lub odchylenia standardowego jest to, ze centralne
twierdzenie graniczne nie zachowuje sie dla takich rozktadow, a zatem srednia i wariancja probki
(ktora zawsze bedzie skoriczona) nie mogq byc¢ uzywane jako estymatory sredniej populacji i wariancji



Rozkiad potegowy p(x) = Cx~ %

Rozktad potegowy- przyktady

power law distribution

a
=
2 800
E L
w 600
E L
D 4001
1= L
2200}
e L
Z 0 | |
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b :
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Rozktad potegowy- przyktady

Rozkiad potegowy p(x) = Cx™% power law distribution 10" S
0S —
SOl
= 10 [~ g
10° I (a) Web —
3 L
10
10° 10° 10° 10° 10
- ————rr T (sec)
Twitter 10° |
10’ =
® @] Day E 100 -
::::%oggz <10 -
= T 102 F (b) Email
s O ) 10-3 | | |
IS 10° 10' 10° 10° 10°

x T (sec)



Rozktad potegowy- przyktady

Astronomia

* Kepler’s trzecie prawo Kryminologia

Fizyka

* Prawo Stefana — Boltzmanna

*  Prawa odwrotnych kwadratow grawitacji Newtona i elektrostatyki,

* Samoorganizujaca sie krytycznos¢ z punktem krytycznym jako atraktorem
* Model sity van der Waalsa

* Sita i potencjat w prostym ruchu harmonicznym

* Korekcja gamma zwigzana z natezeniem Swiatta i napieciem

e Zachowanie w poblizu przejs¢ fazowych drugiego rzedu z udziatem krytycznych wykfadnikéw
Biologia

* Prawo Taylora dotyczgce sredniej wielkosci populacji i wariancji wielkosci populacji w ekologii
e Lawiny neuronalne

Meteorologia

*  Wielkos¢ ogniw deszczowni

* rozpraszanie energii w cyklonach

Ekonomia

*  Wielkos¢ populacji miast w regionie lub sieci miejskiej, prawo Zipfa.

e Podziat dochodu w gospodarce rynkowe;j.

Finanse

 Srednia bezwzgledna zmiana logarytmicznych cen $rednich



Rozktad potegowy- przyktady

Nauka ogolna

* Wzrost wyktadniczy i obserwacja losowa (lub zabijanie)

* Postep poprzez wyktadniczy wzrost i wyktadniczg dyfuzje innowacji

* RoOzowy szum

* Populacje miast (prawo Gibrata)

* Bibliogramy i czestos$ci wystepowania stow w tekscie (prawo Zipfa)

* Prawo Richardsona dotyczgce dotkliwosci konfliktdw zbrojnych (wojny i terroryzm)

e Zaleznos$¢ miedzy rozmiarem pamieci podrecznej procesora a liczbg brakdw pamieci podrecznej
jest zgodna z prawem mocy brakdw pamieci podreczne;.

Fraktale

Rozktad Pareto i zasada Pareto zwana takze ,regutg 80—-20”

Dystrybucja Yule — Simon (dyskretna)

Rozktad t-Studenta (ciggtly), ktérego szczegdlnym przypadkiem jest rozktad Cauchy’ego
Prawo Lotki

Model sieci bez skali



Gestos¢ prawdopodobienstwa: f(x) = Je

Dystrybuanta:

Rozktad wyktadniczy

F(x)= 0,x<0

F x)= jif(x)dx = /lji e Mdx' = {

A

F(x)=1-e

Wartosc¢ oczekiwana:

Warlanqa
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T dx = /lj " xdx =
0

T >0:1>0

f(x)=0,;x<0

ex= 0

E(x )=IO x*f(x)dx= X

—_/leﬂx}
A 0

1

i

2
)2

1

e

/12

e
nun
ot

1]

2l ——c




Rozktad jednostajny

o Gestos¢ prawdopodobienstwa:

o Wspétezynnik (normalizacja) c:
% b
Jf(x)dx - dex - C(b—a)=1:> c=
b a

f(x)=b ;xe<a,b>
—a
f(x)=0,xe R\(a,b
o Dystrybuanta: ) \.8)
F(x)=0,x<a
1 ¢,, x—a
F(x)=b_a£dx—b_a,xe<a,b>
F(x)=1;x>b
« Wartosc oczekiwana:
1 1
E(X)=x=——|xdx =———
(x)=2 b—a-!:xx 2(b—a
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f(x)=cxe <a,b> i)

f(x)=0;,xe R\ <a,b> c

1

b—a

2 2= (b—a)(b+a)
)

a b ”
Wariancja: 0 (X)= E(X)- (E(X))
I _(b3—a3)_
E(X )_b—a;‘:x e = 3(b—a) -
:(b—a)(b2+ba+a2):b2+ba+a2
3(b—a) 3

o’ (X)

b +ba+a’ (bJrajz
3 2

_b’+bata’ b +2ba+a’ | (b—a)
3 4 12

_pta
2(b—a) 2




Rozktad wielomianowy — uogolnienie rozktadu dwumianowego

« Uogodlnienie, gdy mamy wiecej mozliwosci niz dwie (sukces i porazka)
o Jesli przestrzen zdarzen elementarnych: E=A+A,+..+A,
l
o Zdarzenia sie wzajemnie wykluczaja: P(4,)=p, Zl p=1
=

« To prawdopodobienstwo zajscia k] razy zdarzenia Aj:
/

_h __n oNp
Pl oy~ LLpy 2k =n

j=1
o Taki rozktad nazywamy rozktadem wielomianowym

o Jesli zdefiniujemy zmienne losowe Xl.j rowne 1, gdy wynikiem i-tego
doswiadczenia jest zdarzenie Aj, lub rwne 0 w przeciwnym razie, oraz

o Wtedy wartos¢ oczekiwana i kowariancja:
X = Z X,

E(X_,-):)?jznpi Cij:npi(_éij_pj)
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Rozktad wielomianowy — uogolnienie

o Przyktad —gra w karty: troje graczy (A, B ,C) rozgrywa serie gier:
prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra dowolng gre jest 20%
prawdopodobienstwo, ze gracz B wygra dowolng gre jest 30%
prawdopodobienstwo, ze gracz C wygra dowolng gre jest 50%

o Jeslirozegrajg 6 gier, jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra 1
gre, gracz B wygra 2 gry, a gracz C wygra 3 gry?
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Rozktad wielomianowy — uogolnienie

o Przyktad —gra w karty: troje graczy (A, B ,C) rozgrywa serie gier:
prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra dowolng gre jest 20%
prawdopodobienstwo, ze gracz B wygra dowolng gre jest 30%
prawdopodobienstwo, ze gracz C wygra dowolng gre jest 50%

o Jeslirozegrajg 6 gier, jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra 1
gre, gracz B wygra 2 gry, a gracz C wygra 3 gry?

/ Trinomial Distribution

— _n! ;
PEW k™ 7 |_| P
1

i=1
/J
|_|k]. 0.1 §

n =6 — liczba gier 7=

k, =1—wygrywa gracz A

(ilos¢ sukcesoéw zdarzenia A,)

k, = 2 — wygrywa gracz B

k, =3 —wygrywa gracz C

p, = 0.2 — prawd. wygrania gracza A
p, = 0.3 — prawd. wygrania gracza B
p; = 0.5 — prawd. wygrania gracza C

/
P(4=1,B=2,C= 3)=L0.21 .0.3*-0.5° =0.135
11213/

0.054

Probability Mass
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Czestosc i prawo wielkich liczb

Prawdopodobienstwo a priori to prawdopodobienstwo obliczane przed realizacjg doswiadczenia losowego,
czyli klasyczne prawdopodobienstwo
Prawdopodobienstwa a posteriori, obliczanego na podstawie wynikow doswiadczenia, czyli czestosci.

Definicja prawdopodobienstwa — przeprowadzenie n prob dostatecznie duzo razy
(N) umozliwia pomiar prawdopodobienstwa zdarzenia 4

P(A)= lim -
N —0 N
o W rzeczywistosci nie zawsze znamy prawodpodobienistw zdarzen (np.pj w rozkt.

wielomianowym) —wyznaczamy je eksperymentalnie
o Czestosc wystapienia zdarzenia A]. w n doswiadczeniach bedzie okreslona wzorem:
1

_ 1 ¢ _
Hj—;izley.—;Xj

o CzestosC jest zmienng losowg, dla ktorej (przy n probach):

X,
E(Hf)= h; = E(#j R UZ(H/')Z Uztﬁj - LzUZ(Xj)Z %pj(l—pj)= %quj
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Czestosc i prawo wielkich liczb

o Czestosc wystgpienia zdarzenia A]. w n doswiadczeniach bedzie okreslona wzorem:
_ 1 1
n Z n X;

Wartos$c¢ oczekiwana czestosci jest rowna jego prawdopodobienstwu.

o Odchylenie standardowe czestosci jest mniejsze niz 1/Aln i moze osiggac¢ dowolnie
mate wielkosci (gdy n—><0). Jest to prawo wielkich liczb

« Mozemy zatem uzy¢ czestosci jako przyblizonej wartosci prawdopodobienstwa z
odpowiednia niepewnoscig jej wyznaczenia

« Kwadrat niepewnosci jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalny do liczby

przeprowadzonych préb — jest to niepewnosc statystyczna
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Czestosc i prawo wielkich liczb

Average dice roll by number of rolls

6
—— Theoretical mean
- QObserved averages
5
s 4
[@)]
E VQ,W
)
>
<3
2
1
0 200 400 600 800 1000

Number of trials
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Rozktad hipergeometryczny

e W urnie jest NV kul — k biatych i N-K czarnych
o W n prdébach wyciggamy (bez zwracania) k kul biatych i n-k=I kul czarnych.

Jakie jest prawdopodobienstwo wyciggniecia k kul biatych?

o Wylosowanie kolejnej kulki zmienia proporcje kul biatych do czarnych i wptywa na wynik
kolejnego losowania — rozktad dwumianowy nie ma tu zastosowania. Mamy jednak:

— liczbe mozliwosci wylosowania n z N kulek: [NJ

n

'\_/

N
« Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, [ j e
definiujemy zmienng losowa:

— prawdopodobienstwo takiego zdarzenia: “(ZJ
- mozliwo$¢ wylosowania k sposrdd K biatych (Kj
— ilsposrdad L czarnych kulek wynosza: (];j

— prawdopodobienstwo szukane wynosi zatem: W, =

40/ 43 X=iXi



Rozktad hipergeometryczny

« Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, X = Z X,

definiujemy zmienng losowa: i1
- X, przyjmuje wartosc 1 dla biatych i 0 dla czarnych wylosowanych kul
Mozna pokazaé, ze (Brandt):

K o (X)- nK (K —N)YN —n)

E(X)=n=
(X)=n3 N*(N-1)
Dla » « N rezultat kolejnego losowania niewiele wptywa na nastepne wyniki.
Wtedy rozktad hipergeometryczny upodabnia sie do dwumianowego:

K N-K K 2 npg (N—n)
==, g¢=———, EXFn=nmp, 0o(X)=
K ()=nN np (X) N1

[__Rozklad hipergeometryczny K=5, N=10 | [__Rozklad hipergeometryczny K=50, N=100 |
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Rozklad normalny standardowy |

Rozktad normalny standardowy

Gestos¢ prawdopodobienstwa:
16)= ()= e
— rozktad o sredniej 0 i wariancji 1

7]

Dystrybuanta nie ma postaci
analitycznej (korzystamy z tabel)

Rozktad jest unormowany:

Ie"xz/zdx =27

Jeéli wprowadzimy zmienng:
Y=(X-a)lb
Otrzymamy rozktad Gaussa: |
f)=0)= = e Uroar/2b?
— Srednia (przesuniecie): y=a
— wariancja (szeroko$¢): o*(Y)=»h
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Rozktad normalny standardowy - wtasno
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Rozklad normalny standardowy

(x)4

>
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O
N
©
Q
N
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N
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-
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=

\ Dystrybuana rozkladu normalnego standardowego |

)1

X
I

(X<x)
= 2(1 = (]}

=11
20, (
|

X)=
. mozna

)

(x|
. Dystryk.)lljante r. norm

P(x|> x)=20,(-|x)

ICznie

— standardowego x

— Gaussa x
uogolni¢ nar. Gaussa

atb
e Zatézmy, ze znamy dystrybuante
2X:

o Ze wzgledu na asymetrie gestosc

e Punkt przegiecia rozktadu

o Analog
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Rozktad normalny standardowy - wtasnosci

o Wtedy szczegdlnie interesujgce
jest obliczenie wystepowania

zmiennej los. dla wielokrotnosci f-5826% )
odchylenia standardowego: / \

b
Py —dl na):zqso(%]_lzzqso(n)_l JAFARG

o Otrzymamy wtedy: fl—-’L/l/ | \,\r\,f
P(|Y B a| O_) _ 68,3% P(|Y B a| S O-) _ 3 1’7% 60 -50¢ -40 -306 -20 -lo 0 +1lo 420 +30 +40 +50 +60
L— 99.9937% 4>‘
P(|Y — a|20-) = 95,4% P(’Y — a’ > 20-) =4,6% ¢ 99.999943% >
[« 99.9999998% »|
P(Y -al36)=99.8%  P(Y —a|>30)=0,2%
o Z Wyktadu 1 pamietamy, ze o —
wspotczynnik rozszerzenia niepewnos¢ o
typu A zwykle jest miedzy 2 a 3 —tu widac N
dlaczego

o W nauce przez odchylenie standardowe okreslamy
rowniez roznice w obserwowanym sygnale
eksperymentalnym w stosunku do sytuacji, gdy g :
efektu fizycznego nie ma oS Mhass

Mass of Higgs

Background
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Wielokrotnosci SigMma

. ) LIVE
° Idealnym przykfadem Jest Od kryC|e The Nobel Prize in Physics 2013

bozonu Higgsa

o W fizyce czastek przyjeto sie, ze
dopiero majgc odchylenie 5¢
mozna mowic o odkryciu:

P(l Y- al 15 0-)= 99,99994 % it NobelPrize @ Nobelprize.org
e RoOznica na takim poziomie wymagata zebrania

19.7 1™ (8 TeV) + 5.1 fb™' (7 TeV)

x103:
duzej ilosci danych, stad potwierdzenie jego v S
3

istnienia zajeto ponad
3 lata

S+B fits (weighted sum)
------ B component
'''''' +lo

CMS Prefiminary s =7TeV,L<5.1fb" {s=8TeV,L<12.2fb"

a
S/(S+B) weighted events / GeV

o 1 \ :
2 10 25 - =" = —2c 18
| < . /  \J3 E
) F =~ 4
Q sE V\\/7 4o i =114
= 10 b \ "V/ =) 05F ﬁ\H=124.70:D.34GeV
] .., =56 -
S F 5 \ / 3 0 o
109 ‘.‘ 6o 200
L \/ 1 100
by _|7c
13 ; — Combined obs. (%, i 0
10 |-|=== Exp.for SMH | % —
| — H-bb =8¢ -100 ! ! 1 L L L ‘
10-17i:::;; 5 110 115 120 125 130 135 140 145 150
| =—H—ww ]
[|—H=2zZz ] m’YY (GeV)

110 115

el TR SIS S
120 125 130 135 140 145
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