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Generacja liczb (pseudo)losowych
za pomocg komputera



Liczby (pseudo)losowe

Do tej pory zajmowalismy sie jedynie opisem zmiennych losowych
(ich wtasciwosci) — nie zajmowalismy sie tym, jak je otrzymaé

Bardzo czesto potrzebujemy jednak postuzyc sie ciggiem (losowych)
wartosci jakiejs zmiennej losowej, ktdra opisana jest danym
rozktadem prawdopodobienstwa

Metoda otrzymywania takich liczb moze pochodzi¢ z badania
zjawiska fizycznego (np. rozpad promieniotwdrczy, szumy fal
elektromagnetycznych)

Liczby takie mozemy wygenerowac réwniez w komputerze — trzeba
jednak pamietac, ze taki cigg bedzie ciggiem pseudolosowym, gdyz
komputer cechuje sie zachowaniem deterministycznym (mozna
wiec te liczby “przewidziec”)

Metody analizy danych z wykorzystaniem liczb (pseudo)losowych
nazywamy metodami Monte Carlo




Generatory liczb pseudolosowych

Komputer, urzagdzenie deterministyczne, moze generowac tylko liczby
pseudolosowe

kolejna generowana liczba jest funkcjg liczb wczesniej wygenerowanych

Wtasnosci generatorow liczb pseudolosowych (GLP)

e powtarzalnos¢ —sekwencja wylosowanych liczb powinna by¢ powtarzalna przy
przyjeciu tej samej pierwszej wylosowanej liczby.

e losowos¢ — GLP powinien generowac niezalene, jednorodnie roztozone liczby, ktére
pozytywnie przechodzg wszelkie statystyczne testy na losowosc.

e Dtugi okres — okres generatora powinien by¢ znacznie dtuzszy niz liczba potrzebnych
w symulacji liczb losowych.

¢ Nieczutos¢ na warunek poczgtkowy — okres i wtasnosci losowe nie powinny
zaleznosci od wyboru warunku poczatkowego.



Generatory liniowe kongruentne

o Generator liniowy kongruenty (LCG — Linear Congruential Generator)
xj+1=(a-xj+c) mod m

— LCG generuje okresowy ciag liczb (po jakims$ czasie powtarza sie)
— m — maksymalna dtugos¢ okresu generatora

Aby okres byt jak najdtuzszy
c i m nie mogg mie¢ wspolnych dzielnikow

b =a—1 jest wielokrotnoscig kazdej liczby pierwszej p, ktora jest dzielnikiem m
b jest wielokrotnoscia 4, o ile m jest rowniez wielokrotnoscia 4

o Multiplikatywny generator liniowy kongruenty (MLCG — multiplicative
linear congruential generator), ¢c=0:

xj+1=(a-xj) mod m

— szybsze od LCG, ale nigdy nie dajg wartosci 0 i maja krotkie okresy



Jakosc¢ generatorow losowych

o Najdtuzszy okres nie jest jedyng pozgdang cechg generatora

o Wazniejsze jest, aby liczby nastepujgce po sobie wystepowaty w sposob jak
najbardziej “przypadkowy” - w tym celu wykonujemy tzw. test widmowy:

— wykonujemy dwuwymiarowy wykres (sie¢) par: (x,x.,,)

— obsadzamy m z m?* weztéw

— szukamy prostych fgczagcych obsadzone wezty sieci, a nastepnie wybieramy
najwigkszg z odlegtosci d. miedzy nimi

— jesli odlegtosci miedzy sgsiednimi prostymi sg podobne - jednostajny rozktad
weztow sieci (tego oczekujemy!)

~ oczekujemy, ze: d,~m™"”

— jesli parametry a i m sg zle dobrane, to: d> m '



Jakosc¢ generatorow losowych

o Najdtuzszy okres nie jest jedyng porzadang cecha generatora

o Wazniejsze jest, aby liczby nastepujgce po sobie wystepowaty w sposob jak
najbardziej “przypadkowy” - w tym celu wykonujemy tzw. test widmowy:
— prawy — poprawny (dobre parametry), lewy - niepoprawny
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Jakosc generatorow losowych

o Najlepsze wyniki (dtugie okresy) mozna otrzymacd tgczac ze sobg kilka (np. /)
generatorow liniowych (o réznych parametrach)

o lch maksymalny okres wynosi wtedy:

113,a,= 12, m, = 131, a, = 17

m,

113,a,= 12, m,= 131, a,= 17
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Generacja liczb (pseudo)losowych
metoda transformaty rozktadu
jednorodnego



Zamiana zmiennych

Dowolna funkcja zmiennej losowej X jest takze zmienng

losow3: Y= H(X)

Pytanie: jaka jest gestos¢ prawdopodobienstwa g(y), jezeli znana
jest gestos¢ prawdopodobienstwa f(x) i oczywiscie funkcja
Y=H(X)?

— dla infinitezymalnie matego przedziatu zmiennosci

prawdopodobienstwa sg rowne: a(y)

f(x)dx=g(y)dy

— Jesli jest H(x) ciggtaijednoznaczna, to mozemy zapisac :
pochodna funkcp dy
Y=H(X) dy dx dx = |—

dx

— Zapis w postaci wartosci bezwzglednych odzwierciedla
fakt, ze nie jest istotny zwrot dx i dy oraz, ze gestosci  pochodna funkgiji

prawdopodobienstw nie moga by¢ ujemne. X=H(¥)
— zatem rozktady sg powigzane: /

()= 7(x)

dy

fx) ]

\ 2

\ 2




Zamiana zmiennych

o Warunki:

~ funkcja Y=H(X) musi by¢ wzajemnie jednoznaczna
(musi istnie¢ funkcja odwrotna)

- funkcje wieloznaczne (np. y=.,/(x)) rozpatrujemy
oddzielnie — tylko te czesci, ktore sg dodatnie

_ rozktady sg unormowane:  y=+/(x)

[°)

| g(r)dy= fwf(Jc)a’x=1 s

- o0




Zamiana zmiennych — przyktad szczegolny

« Pytanie: mamy zmienng losowg X opisang rozktadem jednorodnym f(x)=1 na
przedziale od 0 do 1. Jaka bedzie postac funkcji Y=H(X), aby otrzymac zadany

(znany) rozktad g(y)? f(x)dx=g(y)dy

- metoda odwracania dystrybuanty =
gdy f(x)=1=dx=g(y)dy=dG(y)
gy)=G'(y)
| ax=] daG(y)

x=4G/(y_)/, musi istnie¢

y=G '(x)= H(x)

dystrybuanta

'xmin= G(ymzn)’ xmax= G(ymax)

S - :
fix) ;4 X»g ymin=G 1(0)’ymax=G 1(1)

1| Czyli: liczymy dystrybuante x=G(»)
a nastepnie funkcje odwrotng y=G"'(x)

X Zmienna losowa X po transformac;ji
0 1x Y=G"'(X) ma rozktad g(y)




« Metoda z odwrotnoscia dystrybuanty

Transformacja rozktadu jednorodnego

o Transformacje rozktadu jednostajnego mozemy wykorzysta¢ do generowania
liczb losowych o skomplikowanych gestosciach prawdopodobienstwa

14 /31

fx) ]

f(x)dx=g(y)dy
gdy f(x)=1=dx=g(y)dy=dG(y)

g(y)=G'(y)
| dx=] aG(y)
X= G‘(l)/ musi istnieé
y= G_l(x)E H(X)

dystrybuanta

‘xmin= G(ymm)’ ‘xmax= G(ymax)

ymin= G_ 1(0)’ ymax= G_ 1(1)
Czyli: liczymy dystrybuante G(y)
a nastepnie funkcje odwrotng G-'(y)

Zmienna losowa X po transformac;ji
y=G(x) ma rozktad g(y)



Rozwazmy zmienng losowa X jednorodnie roztozong na przedziale [a, b].

Funkcja gestosci X ma postac

fx)= bL a<x<b bl
| —d (b—a) 77
0, w pozostatych przyp. ///
%b .
0 a
Dystrybuanta ma postac
0, x<a
Fx)=42"2 a<x<b
b—a
1, x>b
Zatem
X -
FiX)=———=U
b—a
Odwracajac

X=a+(b—-a)U



Przyktad: rozktad wyktadniczy

Gestos¢ rozktadu wyktadniczego

f(x)=2e™ x>0
Liczymy dystrybuante
X
' X a.
F(-\.):J‘/le—/hdxr:_e Ax i —1—¢ Ax
0

Zatem

U=FX)=1-¢*

X:—%ln(l—U)



Przyktad — rozktad Breita-Wignera

o Rozkfad Breita-Wignera ma nastepujgcq postac: e

l’ 4y—a2+F2

e Liczymy dystrybuante:
f I’ y—a
x=Gy)=— s——dz=—arctg ———=
wl’ cAMz—a) +I T

+—

o Odwrotna dystrybuanta: 0)=—

(1): %)

I
ylx)=G"(x =a+3tg T x——

2

bw

Rozklad Breita-Wignera |

—

ozklad jednorodny | Entries 1000000

R
=
=
o

1

Mean
RMS
Underflow
Overflow

150
10.65
7.799
7.829

Integral 84.37
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Metoda akceptacji-odrzucen
von Neumanna



Metoda (akceptacji) von Neumanna

« Metoda generacji liczb metodg odwrotnej
dystrybuanty ma swoje ograniczenia —
dystrybuanta musi by¢ znana (I by¢ funkcja
wzajemnie jednoznaczng), czyli musi istniec
funkcja odwrotna

o Metoda (akceptacji-odrzucen) von
Neumanna wymaga znajomosci jedynie
gestosci prawdopodobienstwa i
pozwala na otrzymanie liczb z
praktycznie dowolnego rozktadu
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Metoda (akceptacji) von Neumanna

Jak to dziata?

— generujemy pare liczb z rozktadu

jednorodnego

- sprawdzamy,czy u.<g(y,)

— jesli warunek jest spetniony,

(v u;)

akceptujemy liczbe y, jesli nie - odrzucamy

[ Metoda von Neumanna |
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Metoda von Neumanna - definicje

« Geometryczny opis metody von Neumanna:

~ chcemy wygenerowac liczby losowe opisane gestosciag g(y) w przedziale
<a,b>

~ rozwazamy krzywa:y= g(y) oraz funkcjestatg: u = d d < g ,.

— losujemy z rozktadu jednorodnego liczby (v.u.), ktére spetniajg warunki:
a<y <b0<u < d

— jak tatwo zauwazy¢, nasze punkty uktadajg sie w prostokacie na
ptaszczyznie

— odrzucamy wszystkie punkty spetniajgce nieréwnosé:  u, > g(y.)

- pozostajg jedynie punkty potozone pod krzywa: i = g(y)

- zaakceptowane wartosci y, podlegajg rozktadowi g(y)




Metoda von Neumanna - def
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t odrzucana
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Metoda von Neumanna — przypadek nD

o Metode von Neumanna mozna uogdlni¢ na wiele wymiardw:

—- mamy funkjce gestosci wielu zmiennych:  g(», », ... »,)

_ generujemy zbidr liczb z rozktadu jednorodnego: (V) 35, ¥, ')

— dla kazdego i sprawdzamy warunek akceptacji: U< g (V) Yy s )

— akceptujemy lub odrzucamy caty zestaw wygenerowanych liczb dla danego i
o Kilka uwag do metody von Neumanna:

— zajej generowac¢ mozemy liczby z dowolnego, nawet bardzo
skomplikowanego rozktadu

— rozktad (czy w ogolnosci funkcja) g(3) nie musi by¢ nawet unormowany
- metode te mozna stosowac do obliczania catek oznaczonych:
b

j g (y )dy ! N zaakceptowane
E= a ~ Nzaakceptowane ]=j g(y ) dyz N b (b_ a )d
(b=a) N ’

. wszystkie
wszystkie



Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

I Metoda von
Foooof:

\Wydajnos¢ metody von Neumanna mozna poprawic, jesli
odpowiednio zawezimy obszar losowania:

8000

a  wprowadzamy funkcje pomocniczg s(y), z

4000 133

ktorej “tatwo” wygenerowac zmienne

losowe (np. metodg odwrotne; %

dystrybuanty), i ktora spetnia warunek: e
gr)< cs(y)a<y<b

o generujemy liczbe losowg y; z rozktadu s(y) " iy

na przedziale a<y,<b / //

oraz liczbe u, z rozktadu jednorodnego na e e

przedziale 0<u,<l ’ e,

-odrzucamy liczbe y, jezeli:

Y > g(yi)

Z_C'S(yi)




\ _ Metoda von Neumanna | S <1 N
Metoda von Neumanna z funkcjg  * e

pomocniczy

4000

2000

wydajnos¢ metody: ;
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Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

« Rozwazmy funkcje gestosci postaci:

g\y)=cos(zy)/(my +1)+1/4,0 < y < 2
« Funkcja ta, w przedziale od 0 do 2, ma dwa maksima:  ¢(0)=c¢, g(2)=d

« W zwyktej metodzie von Neumanna wybieramy prostg: 4 =¢

max

« Tutaj mozemy fatwo wybrac funkcje pomocniczg s(y) jako prostg
przechodzgcy przez punkty (0, ¢) i (2, d)

— b r r
2 « A otrzymac wzor s
1.2 }:’;’6" A y
T
e
S50 = 4 4
Weltetetetetetin. & .
R e
Rl
R o
et e Y .
S R
1 O e et iy
Tttt ettt ety
ST
S
S S T
T it Ut e B iy —
L s e O e et s = .
O e et e ¥4 C a
R R R S R e e
R e R R RN
R S S S I S
e Tt b i
S e S S e o
0.8 S S
R S o S R o
R R S R T, —
R e R e S O O g = .
e e S I b a
R LRI R e
i ottt ettt tatetatetel ot et ot B Sty
e e e ST
G e O e o
K R e e R o I4
e e e N et i 4 .
e R e O ol
S S S S
0.6 T T T T e B Lt L Tt e %4 Ps
. S RIS ittt tetate ettty e .
B et et Tttt Tyt b eyt LR Lo
R R R SRS, R Lo
T i N et T et Bt Ee ettt R R LT
R e RIS R R R
B R S R o,
R e R e e A I
O e o S e e e ettty
R SR L T T T L et B Ut ttie 44 —
R e e o RS o
0.4 e e e e e
. B e R e S e S R %
S e e e e e O S s . —
B R e e R O S it = —
o R e e e K e N ')} ')} c
ﬁ%ﬁ%&%@@?ﬁ%&@%@?ﬁﬁ%ﬁ’”"”“%%@ﬁﬁ%&ggg*" : 2
e Tt Tt tte! R
L
SRR R
0.2 ‘?&%@g&%@%ﬁ%@%ﬁﬁ&%&%&wﬁg&*’ e Ci ' l( 't ~ 2 A
B e e a o ma Wa os
Rt ettt Tttt Tt et Y I z (: (:
«ﬂ&~?$$§§%§§§§§§§§&’ﬁfg ¢
et ottt tatetitatatyrs
it tetetetitotitites
: 7 RS z : :
1 k i b
() e s e s S e i i =

R e TR TR TR v IOSOWQ Z tego rozktadu?



Metoda von Neumanna z funkcja

[ Metoda von Neumanna
Foo00f

Metodg odwrotnej dystrybuanty!

Liczymy dystrybuante: y
—C
Sb)==;

y:+tey

Oraz jej funkcje odwrotna:
) c’ —\/xc(d —c)+(d-c)

y=5"(x)=
clc—d)
Losujemy wartosc¢ z rozktadu jednorodnego w

granicach: S(O)= O,S(2)= dtc

| wstawiamy jg do wzoru na odwrotng
dystrybuante by otrzymac y, z rozkt. s(y)

Losujemy pomocniczg wartosc u, z rozktadu
jednorodnego 0<u,<1

Sprawdzamy warunek akceptacji y:
&)
s(y;)

i

pom.
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Mean 0.7738
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Overflow 0
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Transformacje liniowe
Propagacja niepewnosci



Transformacje liniowe

o Najczesciej, ze wzgledu na prostote, postugujemy sie

(inne transformacje najczesciej aproksymujemy liniowymi,

rozwijajac na szereg Taylora)

— funkcje Y:(Yl’Yz""’Yr) sg liniowymi funkcjami zmiennych X=(X,,X,,...X,)

Y=a,+t, X+, X+ . .+, X,
Y,=a,+t,, X+, X,+. ..+, X,
[

Y.=a*t, X v, X,*. .+, X,

o W zapisie macierzowym: y=7xy+g4
« Wartoé¢ oczekiwana ¥: E()=y=Tx+a
« Macierz korawiancji ¥: ¢, =E((r-y)\r-y))
C, = E((TX +a—Tx - a)TX +a—Tx—a) )
C, =E(T(X—x)(X—x)TTT)

C, = TE((X ~x )X - x)T)TT
C,=TC,T"

n

Jest to przypadek ogéiny -
zmienne X nie sg niezalezne
(istniejg kowariancje)

Mierzymy posrednio wielkos¢
(wielkosci) fizyczng Y, ktora zalezy od
wielkosci fizycznych X mierzonych
bezposrednio, ktore nie sg niezalezne
od siebie.



Propagacja niepewnosci
o Zatdzmy, ze znamy pewne wartosci oczekiwane (wyniki pomlarow)x oraz ich
niepewnosci o(x,) i kowariancje cov(x, x) Szukamy niepewnosci funkql Y(X)

 Jesli niepewnosci sg mate, to mozemy dokonac rozwiniecia na szereg Taylora
wokot wartosci oczekiwanych:

Ox

n/x

Y. = Yl(x)+(%] (X1 —x1)+...+(%] (Xn —xn)+ wyrazy wy zszego rzeze

- W notacji macierzowej: Y= Y(fc)—l— T(X —)2)-!- wyrazy wy Zszego rzeze

- gd2|e: T - oy, 0Oy, .. Oy,
ox, Ox, ox,
oy, 0y, .. 0y,
ox, 0x, ox,
I I
oy, Oy, .. Oy,
ox, 0x, ox, ), _.




Propagacja niepewnosci

o Niepewnosci Y to elementy diagonalne macierzy kowariancji:
C,=TC , T’
- jak widac, zaleza one nie tylko od elementéw diagonalnych macierzy C,, ale
rowniez od jej elementéw pozadiagonalnych
— tylko i wytacznie jezeli wszystkie zmienne X s3 niezalezne, t;j. cl.j=0, dla i#f

mozemy zapisac: v (o Y
Vi 2
(GXJJO-( j)

a’(¥)=2,
— co daje nam prawo propagacji niepewnosci znane

j=1

n

o(v,)= |3 2| o2 (x))

=1\ Ox;




/naczenie macierzy kowariancji - przyktad

Mierzymy w ukfadzie kartezjanskim wspotrzedne punktu (x,y). Pomiary x i y s
niezalezne. Z jakiejs przyczyny (np. w celu poréwnania z przewidywaniami
teoretycznymi) potrzebujemy jednak wynik we wspotrzednych biegunowych.
Z powodu np. innego przyrzagdu pomiarowego pomiar daje trzykrotnie wieksza
niepewnos¢ wspotrzednej y niz x. c o1 o
Wtedy macierz kowariancji moze wygladaé np. tak: (0 9]
Dokonujemy transformacji na wspotrzedne biegunowe:

r(ny)=xt+y? (x,y)zarctgi X (r, )= r - COS y(r, ): 7 -sin

Policzmy macierz transformacji (dla prostoty — w punkcie (1,1))

or or X y 1 1
T=|2 Z|=|= A e r 1 1 B (1 1 1 1)
ox o ” p NG Y C—TCT———(I Oj__E_S 4
\/5 2 2 2 0 9 2 '\/3
o o |_y x| |_11 L 1l RN i s
o ov ot 2 2 - — 2 2 2 2 - =
ox 0Oy N >




/naczenie macierzy kowariancji - przyktad

o Macierz kowariancji dla zmiennych biegunowych:

1 1 1 1
C =T7C T'=|— —|1l 0\ — —-—=—|=(5 4
r xy ﬁ ﬁ( J \/5 2 -
0 9 2
1 1 1 1
- - = 4 5
2 2 ﬁ 2 ﬁ 5
o Widzimy, ze nie sg one niezalezne ,_(& & :( _mmj: % -1
or 0 ‘ 2
o Liczac w drugg strone: oy o I
- Pozadiagonalne elementy 1ar_185 L -l fl ;
macierzy kowariancji sa R ﬁ( 2 2} (0 9J
BARDZO WAZNE o,
V2 7 2
ZLE! gdyby uwzgledniaé tylko c, -1 =L s oL Ll-(s o
diagonalne - V2 [*/5 V2 (0 5)
niepewnosci sa zupetnie inne { 0 SK-1 1
2
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