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Zmienne losowe
jednowymiarowe rozktady
zmiennych losowych
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Pomiar jako zdarzenie losowe

* Wyniki kolejnych pomiardw jakiegos zjawiska, niezaleznie
od tego jak bardzo bysmy sie starali przestrzegac
procedury pomiarowej, beda rézne (raz mniejsze, raz
wieksze) — oczywiscie zaktadajgc wysoka precyzje
przyrzadu pomiarowego (patrz Wyktad 1)

* Moze to wynikacC zarowno ze statystycznego charakteru
badanego zjawiska (np. rozpad promieniotworczy) jak i
niedoktadnosci przyrzadow badawczych oraz innych

czynnikow (np. zmienne warunki otoczenia)
PROFESSORIAL DENSITY FUNCTION (PDF)

« Z powyzszego mozemy zatozyc, ze:

. . - Ay, e s " . Te
-~ pomiar jest zdarzeniem losowym Treicral | i o/

. PROFESSOR

- wyhnik pomiaru (realizacja zdarzenia o\
losowego) jest zmienng losowa

* Uwzgledniajgc powyzsze zatozenia, o
. . . . ToO FEW TOO MANY
wnioski na temat pomiaru mozemy NTERACTIONS WITH YOUR PROPESEOR
okreslac przy pomocy teorii (rachunku)
prawdopodobienstwa

'KADD 2020, Wyktad 2 3132



http://www.phdcomics.com/comics/archive/phd091211s.gif

Typy | rodzaje zmiennych losowych

 Zmienna losowa — funkcja przypisujaca liczby rzeczywiste
zdarzeniom elementarnym (np. wynik rzutu 2 kostkami — suma

liczb na kostce) 1ol s Gl = S
: _ S 8 8 EE) | @) | @E
° Typy zmlennych Iosowych. B0 80 B0 80 8n B
— i : B8 B8 B8 | BBCY | @8C- | @B
jednowymiarowe (dzisiejszy wyktad) B0 B B 8 B8 86
- dwuwymiarowe B0 B0 8- 8| B | B
- n-wymiarowe
* Rodzaje zmiennych losowych
- dyskretne (lub skokowe)
- clagte
 Oznaczenie: X, Y, ...
'KADD 2020, Wyktad 2 4132


https://mosaicprojects.files.wordpress.com/2013/01/diceposs.gif

Rozktad | dystrybuanta zmiennej losowej

+ Rozklad (gestosc) prawdopodobienstwa (ang. probability
distribution function, density) — funkcja przypisujgca zmiennym
losowym (np. zmiennej X) prawdopodobienstwo uzyskania danej

wartosci zmiennej losowej (np. wartosci x)z ..

f(x)=P(X=x)
- rozktad prawdopod jest unormowany
* rozkiad ciagty: f f(x)dx=1
« rozktad dyskretny: Zp X=x,)=) p=1

* Dystrybuanta (ang. cumulative distribution function) — funkcja
okreslajaca prawdopodobienstwo tego ze zmienna losowa X

przyjmie wartos¢ mniejszg badz réwna x: -

F(x)=P(X<x)=P((~0:x>)
- rozktad ciagty: F(x f f(x 05"
- rozktad dyskretny: F(x Z P(X=x) o4

oo A T T T N R S AN N N
40 60 80 100 120

'KADD 2020, Wyktad 2



Witasnosci dystrybuanty

e Wiasnosci dystrybuanty:

- funkcja niemalejaca
lim F(x)=0

X=>— 00

lim F(x)=1

X—>

- Jezeli dystrybuanta F(x) jest ciagta oraz ma 1-szg pochodna;:
dF
Frlx)=2
- prawdopodoblenstwa'

ffxdx F(a

— 0

b
P(a<x<b) f x)dx=F (b)—F(a)

'KADD 2020, Wyktad 2 6132



Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rozktad potozenia katowego wskazowki zegara (rozktad
Jednorodny, lub jednostajny) — zmienna losowa ciggta:

f(X):ﬁ;xe<O;360> F(x)=0;x<0  F(x)=1;x>360

f(x)=0; x€R\(0;360) ff :%x ,x€(0;360)

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

o f(x)
F(x)

0.004 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... .......................

0.6

0003

- 0.4
0.002 __ ....................... . ...................... . ...................... ...................... . ....................... |

0.001 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... ....................... 0.2 i

1111 | L1 11 | || | L1 1 1 | I | L1 11 | I | I | | | | | | | I I | | I | | L1 11 | L1 1 1 |
% 50 100 150 200 250 300 350 O 50 100 150 200 250 300 350
polozenie katowe wskazowek zegara x [st] polozenie katowe wskazowek zegara x [st]
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rozktad normalny (rozktad Gaussa) — zmienna losowa ciggta:

2 X 2
1 —(x—u) 1 x'—
f(x)=—F—-exp |, Xx€R F(x)= fexp ( ‘j) dx '
oV2m 20 OV2T “wo 20
lim F(x)=0 lim F(x)=1
X>— X
Dystrybuanta rozktadu normalnego
nie ma postaci analitycznej
Rozktad (funkcja gestosci) Dystrybuanta
X 0.04— rozklad Gaussa § s
= n=82 B
0.035 — =10 i
0.033— 0.8_—
0.025 . s:—
0.02/— | B
0.015F 0-4:—
0.01F- B
- 0.2—
0.005 i
ot R I R T T R TR PR 0l 4|0 —
X X
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

* Rzut kostkg — zmienna losowa dyskretna:

P(X:xi):P(xl.):é,i:{1,2,3,4,5,6} F(xi):é—i,i:{l,2,3,4,5,6}

Rzut kostka symetryczna - prawdopodobienstwo Dystrybuanta dla funkcji rzutu kostka do gry

0.351

P(x)

0.3
0,25

0,2

0.15
0.1

0.05

l]'1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 &6
liczba oczek na sciance x liczba oczek na sciance x

'KADD 2020, Wyktad 2 9/32



Rozktad | dystrybuanta - przyktady

A West Africa

The NEW ENGLAND 800~
JOURNAL o MEDICINE 7007 # S one

600

Liberia

500- ™ Guinea

400 I

300+

ESTABLISHED IN 1812 OCTOBER 16, 2014 VOL.371 NO.16

Ebola Virus Disease in West Africa — The First 9 Months
of the Epidemic and Forward Projections

WHO Ebola Response Team* EbOIa 200+ I I

il

No. of Cases

A All Countries Combined B Guinea 0
rrrr 0 rpript
2 &2 DY BT A0 SDD D O D B
N L A R N R O L 2y
S TSN S
& Z o = ]
s = < = U U |
= ol s 14 = P . comesns v\\—.- fffffffffff 7 I s
T ¥ T o cUNERBISSAU \ JGUINEA @ / \ /\-\f S\
Qo 2 v 2 e — ¢ ; ‘)
w o w a | e mm { som |
s ~ ~
° /’
J , BOKE TELmELE
0 9 { / ey
msou [ ]
o 5 MAMau {"‘/‘“v
. D FARANAH
Days Days | Nyl
Y Y .
/s NORTHERN
C Liberia D Sierra Leone

> z > F
c = = = Recent Cases ~
T} o) Q ﬁ (21 Days Prior)  All cases -
= [x] = @® 1-10 ® 1-10
3— -g 8- -g 11-100 11-100
I.I‘: & I.IL. E 101 - 200 101 - 200

201 - 300 201 - 300

301 - 400 301 - 400

No cases reported

NO LONGER ACTIVE- No cases in

previous 21 days

ACT!VE -’Ze: cases in

previous 21 daye

Days Days L o e
uninfected areas)
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Rozktad | dystrybuanta - przyktady

Global spread of coronavirus

The vast majority of confirmed cases have been in China

100

Thousands
[¥s]
o

80
70
60
50
40
30
20
10

0
22-Jan 27-Jan 1-Feb 6-Feb

Cases outside China

11-Feb

SOURCE: lohns Hopkins University. *Chinese officials changed the way they track the outbreak on Feb 13

16-Feb

21-Feb

80,000

70,000

60,000

50,000

40,000

30,000

20,000

10,000

0

Cases in China

Koronawirus
SARS-CoV-2

s6reb 2mar )20 coronavirus cases in China

CNEC
mmm Recoveries (cumulative)

Under treatment (daily)
= Deaths (cumulative)

—O0— Confirmed cases (new)

2020/2/4 |}
3,887

2020/3/5 9,000
80,552
8,000
7,000 _
l :
|I 6,000 &
53,726 B
0 5,000 &
@
@)
4,000
£
3,000 £
3
2,000
23,784
1,000
3,042
0

—

Jan 12 Jan 19 Jan26 Feb2 Feb9 Feb 16 Feb23 Marl Mar8 Mar 15
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https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_coronavirus_outbreak#/media/File:2020_coronavirus_patients_in_China.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_coronavirus_outbreak#/media/File:2020_coronavirus_patients_in_China.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_coronavirus_outbreak#/media/File:2020_coronavirus_patients_in_China.svg
https://image.cnbcfm.com/api/v1/image/106369525-1583369099613covid-global.png?v=1583369006&w=1910
https://image.cnbcfm.com/api/v1/image/106369525-1583369099613covid-global.png?v=1583369006&w=1910
https://image.cnbcfm.com/api/v1/image/106369525-1583369099613covid-global.png?v=1583369006&w=1910

Rozktad | dystrybuanta - przyktady

lé——:"! JOHNS @ Coronavirus COVID-19 Global Cases by Johns Hopkins CSSE
HOPKINS Torell Comtined OO Total Deaths Total Recovered

UNIVERSITY

Hubei Mainland China

@ SwEDEN . h
Confirmed Cases by Country/Region LS taly Henan Mainland China

Mainland China Stockholm
Guangdong Mainland China

South Korea
CANADA

Italy S W South Korea Zhejiang Mainland China
farsaw
- 22d

Iran Il Henan Mainland China Anhui Mainland China

Others Toronts ‘ X 13 deaths
- Heilongjiang Mainlanc ] Hunan Mainland China
NETED! UNITED Ne York Madrid Istanbu
an Francisco STATES TURKEY 9 deaths
France King County, WA S Jiangxi Mainland China
Los Angeles
Germany . 8 deaths
Beijing Mainland China Jiangsu Mainland China
Spain
g 7 deaths
MEXICO - =
us Maxico City Guangdong Mainland China Shandong Mainland China
NIGER f 6 deaths

Singapore NET.EL] Iran

Hong Kong

1S
Gzt Bogota Anhui Mainland China Chonggqing Mainland China

UK
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DR CONGG Chonggqing Mainland China Sichuan Mainland China
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https://www.arcgis.com/apps/opsdashboard/index.html#/bda7594740fd40299423467b48e9ecf6

Funkcje zmiennej losowej, wartosc¢ oczek.

» Jezeli Y jest funkcjg zmiennej losowej X, to Y rowniez jest zmienng
losowg (ze swoim rozktadem i dystrybuanta):

Y=H(X)

 Wartosc¢ oczekiwana (Srednia, przecietna) (ang. mean value) —
suma wszystkich mozliwych wartosci x, zmiennej X, przemnozonych

przez ich prawdopodobienstwa:
E(X)=u=3=x=) x,P(X=x,)=)_ x,p,

i=1

— wartosc oczekiwana to jedna liczba — nie jest zmienna losowa

* Wartosc¢ oczekiwana zmiennej Y:
B(¥)=E[ H(X) =Y, H(x) P(X=x)
* Dla zmiennych losowych typu ciggtego:
E(X)=J xf(x)dx E(Y)=E[H(X)|= [ H(x)f(x)dx

'KADD 2020, Wyktad 2 13/32



Momenty

Jezeli zdefiniujemy funkcje postaci:
Y=H(X)=(X-c)
to jej wartosci srednie a, sS4 momentami rzedu Iwzgledem C.

e 0]

a,=E((X—C)l):f (x—c)'f(x)dx f x'f (x)dx - moment zwykly

— 0

Jezeli to c=X, to momenty nazywane sg momentami centralnymi:
=E|(X-%)

t atwo pokazac, ze:

o= E((X=%))= [ (x=%)°f (x)dx= f f(x)dx=1

ule((X—&)l):: (x—X)f(x dx:f xf (x dx—&f f(x)dx=%—%=0

Najnizszy momer;ot, Ktory niesie inf%rmacje 0 odéhyleniu zmiennej losowej X
od swojej wartosci Sredniej nazywany jest wariancjg (ang. variance):.
M2EGZ(X)Evar(X)EE((X—)?)Z): f (x—%)*f(x)dx

— 0

- jezeli wariancja jest mata, to wyniki lezg blisko wartosci oczekiwanej, jesli
duza, to wyniki sg bardziej rozproszone

'KADD 2020, Wyktad 2 1432



‘Rozktad normalny o duzej i matej wariancji

(x—u)’
207

f(x)=- jQ_nexp

X 008
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01
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Momenty wyzszych rzedow

* Dodatnia wartosc pierwiastka z wariancji nazywana jest odchyleniem
standardowym (ang. standard deviation) lub dyspersja.

o=o(X)=Vo’(X)

— odchylenie standardowe okresSla niepewnos¢ pomiaru (patrz
Wyktad 1)

* Trzeci moment centralny nazywany jest skosSnosciag lub
wspotczynnikiem skosnosci (ang. skewness):.

— najczesciej wprowadza sie bezwymiarowg wielkos¢ nazywang

wspotczynnikiem asymetrii rozktadu: y:l*_g

- dla rozkltaddéw symetrycznych (wzgledem ér(édniej) parametr ten
wynosi 0 4 A

Megative Skew Positive Skew

'KADD 2020, Wyktad 2 16 /32


https://en.wikipedia.org/wiki/Skewness#/media/File:Negative_and_positive_skew_diagrams_(English).svg

Momenty wyzszych rzedow

* Da sie skonstruowac rozktad prawdopodobienstwa, ktdry ma zerowg
skosSnosc i jest asymetryczny:

- nastgpi to w bardzo waskiej klasie pryzpadkow, gdy istnieje
szczegolna zaleznoSC miedzy nieparzystymi momentami (np.
momenty pierwszy i trzeci sie zerujg) — w rzeczywistym swiecie
bardzo mato prawdopodobne, by gdzies sie zdarzyta taka sytuacja

* Przykiad tutaj:

fx)
I
For example, consider the case K = 2,7, = 1/3, 1, = 2/3, u; = -2, u, = 1,
Ty d{-‘ —#R) o7 = 1. o3 = 2. Then E(X) = 0, E(X") = 0, E(X°) = 20/3 # 0. Thus, this is an
asymmetric distribution with zero skewness. It is depicted in figure 1.

flx) =

K
k=

ET;‘. (Tk

1
0.1

'KADD 2020, Wyktad 2 17132


https://poseidon01.ssrn.com/delivery.php?ID=951089070074087024005127098027090002060050030038051052104082031101114067073122093077023022018005104099039122076115073089115117013032027064082027009007080097112097066059040089117009108084090099020124094127127022007068121119106097077006091001120126087&EXT=pdf
https://poseidon01.ssrn.com/delivery.php?ID=951089070074087024005127098027090002060050030038051052104082031101114067073122093077023022018005104099039122076115073089115117013032027064082027009007080097112097066059040089117009108084090099020124094127127022007068121119106097077006091001120126087&EXT=pdf
https://poseidon01.ssrn.com/delivery.php?ID=951089070074087024005127098027090002060050030038051052104082031101114067073122093077023022018005104099039122076115073089115117013032027064082027009007080097112097066059040089117009108084090099020124094127127022007068121119106097077006091001120126087&EXT=pdf
https://poseidon01.ssrn.com/delivery.php?ID=951089070074087024005127098027090002060050030038051052104082031101114067073122093077023022018005104099039122076115073089115117013032027064082027009007080097112097066059040089117009108084090099020124094127127022007068121119106097077006091001120126087&EXT=pdf
https://poseidon01.ssrn.com/delivery.php?ID=951089070074087024005127098027090002060050030038051052104082031101114067073122093077023022018005104099039122076115073089115117013032027064082027009007080097112097066059040089117009108084090099020124094127127022007068121119106097077006091001120126087&EXT=pdf

Momenty wyzszych rzedéw

* Czwarty moment centralny nazywany jest kurtoza (ang. kurtosis):

— Analogicznie do skosnosci, najczescie] wprowadza sie
bezwymiarowag wielko$¢: x4

4

— poniewaz kurtoza rozktadu noormalnego wynosi 3, czesto kurtoze

(zwang kurtoza nadmiarowa — ang. excess kurtosis) definiuje sie

odejmujac 3 (by dla rozkt. normalnego wynosita 0): K:”—j—s
O

. Negatively
skewed

negative kurtosis

NORMAL NOT ALWAYS THE NORM

Returns

'KADD 2020, Wyktad 2 1832


http://www.advisor.ca/wp-content/uploads/2012/07/normal-not-always-the-norm.gif

Witasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji

* Wiasnosci wartosci oczekiwaney:
— E(c-X)=c-E(X);ceR
- E(X+Y)=E(X)+E(Y)
~ E(X+c)=E(X)+c;ceR
— E(c)=c;ceR
* Z czego wynika:
- E(a-X+b-Y+c)=a-E(X)+b-E(Y)+c;a,b,ceR
- E(X—-E(X))=E(X)—E|E(X)=E(X)—E(X)=0

* ZaleznosScC miedzy wariancjg a wartoscig oczekiwana;:

2 2 2

o’ (X)=E[(X-%P|=E[X* -2 X-3+%*|=E(X*) - 2(E(X)+(E(X)=E(x*)-|E(X)

* Wiasnosci wariancji: ¢*(c)=0;ceR
2 2

~ o’(c-X)=c*0’(X);ceR
B 02(X+c)=02(X);c€IR

'KADD 2020, Wyktad 2 19/32



Zmienna stand., moda, mediana

 Zmienna standardowa (o wartosci oczekiwanej O i odchyleniu 1):

. . _X—-x
— rozwazmy zmienng losowa: U—O(X)
, . 1 1
- wartos¢ oczekiwana: E(U)= E(X—%)= X—Xx)=0
- warlancja: o*(U)=———E{(X—-&)|=——=1
. o (X) _ o’ (X)
* Wartos¢ modalna, moda, dominanta (ang. mode). P(X=x,_)=max
- Wal’tOéé najbard2|ej pl'aWdOpOdObna Procent osob zarabiajacych dane kwoty brutto
Na podstawie danych GUS za 2010 rok, like-a-geek.jogger.pl
- rozkitad jednomodalny (1 maksimum) Dot 1 aaaaaa
- rozktad wielomodalny (wiele maksimow) \\r
—_ Warunkl makSImum. 321 14,7 M&SH w:.alnlrmcp,;?ﬁ;?llg
2 . . 1 - —_—
I H R
- - X "procent osdb otrzymujgcych g i ZAROBEI BRUTTO !PtN[
* Mediana (ang. median).

- wartos¢ zmiennej losowej, dla ktorej dystrybuanta wynosi 1/2
F(X05> P(X<X05) 0,5

'KADD 2020, Wyktad 2 20132


http://lh3.ggpht.com/-UhjcSGuME9Q/UgCqCj00_nI/AAAAAAAAWXU/-0ZlMA9pPnU/image_thumb%25255B2%25255D.png?imgmax=800
http://lh3.ggpht.com/-UhjcSGuME9Q/UgCqCj00_nI/AAAAAAAAWXU/-0ZlMA9pPnU/image_thumb%25255B2%25255D.png?imgmax=800
http://lh3.ggpht.com/-UhjcSGuME9Q/UgCqCj00_nI/AAAAAAAAWXU/-0ZlMA9pPnU/image_thumb%25255B2%25255D.png?imgmax=800

Kwantyle

* Mediana dzieli rozktad prawdopodobienstwa na dwa obszary o

rownym prawdopodobienstwie

* W przypadku rozktaddw symetrycznych jednomodalnych wartosci:

Srednia = dominanta = mediana A

- Mediana x,; jest kwantylem (ang. quantile) rzedu 0,5

Té— maksimum

<€— gorny kwartyl

E—— Srednia

<€— mediana

<— dolny kwartyl

« Ogodlna definicja kwantylu rzedu q, x,.
@1
- kwartyl dolny x, ,; F(x)=P(X<x,)=q
- kwartyl gorny x, F(xq):fq f(x)dx=q,qe{—1;1)

- decyle x,,, Xy, ..., X,

wartosci przyjmowane przez zmienng losowg

- funkcja x (q) jest funkcjg odwrotna do dystrybuanty

J(—— minimum

« Kwantyl rzedu q jest taka liczbg x_, ze q-100% elementow w dane;
probce (populacji) ma wartos¢ pomiaru (badanej cechy) nie wieksza

niz X,

'KADD 2020, Wyktad 2
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Kwantyle

q X025
J

F(xq):_f f(x)dx=q - kwantyl rzedu g F(xo,zs)z ] f (x)dx=0,25 - kwartyl dolny

F (XO’S):I f(x)dx=0,5 - mediana F (x0’75)= ] f(x)dx=0,75 - kwartyl gorny

— 00 —00

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

f(x)

F(x)
)

n 0.8 :F(X075)=075 .............. ........................ ........................... ...........................

i 06 f S — — S M—

N 0.4

i o2l —— — — —

D 0.5 1 1.5 2 2.5 = '3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
O<,) X (X,.0) 0%, ) (%, ) X
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Przyktad 1 - rozktad jednostajny

GestosSc prawdopodobienstwa:

f(x)=c;x€{a,b)
f(x)=0;x€R\{a,b)

Wspotczynnik (normalizacja) c:

0 b
| f(x)dxchdx=c(b—a)=1:>c:bia
F(x)=1L .X"€<a by Wariancja: obz(X):E()(2)—(15()())2
b—a’ , E(X°)= . J"deX:(b3—a3):
f(x)=0;x€R\{a,b) b—a- 3(b—a)
- Dystrybuanta: _(b—a)(b’+ba+d’) _ b*+ba+d’
F(x)=0 3(b—a) 3
=0):x<
XJ=H X f Oz(X):b2+ba+a2_ b+a| _
F(x):b1 fdx':;_a;x€<a;b> 3 2
~ % A _b*+ba+da’ b’+2ba+d’_|(b—a)’
F(x)=1;x>b == R
e Wartosc oczekiwana:
b
.1 1 » o (b—a)(b+a) |b+a
(X)=i=g =[x (b -at)== ==
'KADD 2020, Wyktad 2 23132



Niepewnosc¢ typu B - przyktad

 Niepewnosé typu B — obliczana na drodze innej niz metoda A.
Przykiad: Wyktad 1

- tylko jeden pomiar wielkosci mierzonej

— urzadzenie pomiarowe jest mato doktadne (np. mierzymy grubosc ptytki linijkg
zamiast srubg mikrometryczng) — wyniki nie wykazuja rozrzutu

* Obliczanie niepewnosci typu B oparte jest o naukowy osad eksperymentatora —
bierzemy pod uwage wiedze o przyrzadach (wzorcowanie), badanym materiale, itp.

e Zalozenie;

- prawdopodobienstwo uzyskania pomiaru mieszczgcego sie w przedziale
wyznaczonym przez wynik i (znang) niepewnos¢ wzorcowania Ax jest
jednakowe

e Efekt:

— rozkiad pomiarow jest rozktadem jednostajnym

- wynik: jedna wartosc (jeden pomiar)

— hiepewnosc: odchylenie standardowe _Ax_ [(Ax)
wartosci oczekiwane; u(x)= 3\ 3
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Przyktad 1 - rozktad jednostajny

e GestosSc prawdopodobienstwa: f(x) A

f(x)=—17;x€(a,b) -
f(x)=0;xeR\(a,b) |

« Wartos¢é oczeklwana X
b+
2

* Wariancja:
2oy (b—a)’
o (X)=";
* Przewodnik GUM mowi o0 niepewnosci typu B tak:

E(X)=&=

Figure 2 a). Then x;, the expectation or expected value of X;, is the midpoint of the interval, x; = (a_ + a,)/2,
with associated variance

u? (x;) = (a, —a_)? /12 (6)
If the difference between the bounds, a, — a_, is denoted by 2a, then Equation (6) becomes

uz(xf-):a2/3 (7)
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http://www.bipm.org/utils/common/documents/jcgm/JCGM_100_2008_E.pdf

Przyktad 2 - rozktad dwumlanowy

* ang. binomial distribution § -

* Wynik zawsze jednag z dwdch wykluczajgcych
sie wartosci (sukces i porazka)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
1

* Funkcja prawdopodobienstwa:

- -
4 ssenlocclese®™ ... 000 Tlasssssesses

n— n! n—
p(k)=|7|p"q" = = 1) p“q"*; pe(0;1);q=1-p

— k sukcesOw w n niezaleznych prébach
przeprowadzonych w identycznych
warunkach

— p=0.5and N=20
- - p=0.7 and N=20
- - -~ p=0.5 and N=40

0.0 0.2 04 0.6 08 10
1 1 1 1 1 1
t

- p — prawdopodobienstwo sukcesu w
pojedynczej probie

r T T T 1
0 10 20 30 40

- g=1-p — prawdopodobienstwo porazki w

pojedynczej prébie Wariancja poj. proby x;

02<Xi):E(<Xi_p>2):

« WartoS¢ oczekiwana pojedynczej proby x.: =(1—p)*p+(0—p)>-q=pq
E(x;)=1-p+0-q=p Warto$¢ oczekiwana: Wariancja:
E(X)=np o’ (X)=npq
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_dwumianowy

Przyktad 3 - rozktad predkosci wiatru

Rozktad czestoSci wystepowania dane; B
predkosci wiatru opisuje funkcja Weibulla

Funkcja prawdopodobienstwa:

k Vv k—1 Vv k
== = |;v=0
=A% ] el % |-
- k, A —_— param etry rOZ kl’ adu Rys. 2. Histogram predkosci wz‘;z;rz:%?:%% ;UI ;;ltosowanie rozktadu normalne-
(otrzymywane z danych dosw.) Mapa gestosci mocy wiatru na wys. 10 m
N . eTRE T
Wartosc¢ oczekiwana:
E(v)=AT 1+% T(2)=[t""e dt
0
Wariancja:
2 . 2 1\ ==
0% (x)= A% | 1+ |=| T| 1+ —————

: ;L. Gestosé W/m?
Trzeci moment rozktadu predkosci wiatru gstosc mocy [Wim ]

stuzy do obliczenia gestosci mocy wiatru.
1 3
PWZEpf vf(v)adv

0 p — gestosc powietrza
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http://www.renewableenergyst.org/wind.htm
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf

Rozktady w praktyce - dane medyczne

i Jednym z wazniejszych zastosowan
statystyki sg badania medyczne

e W testach nowych lekow wykonuje sie

badania kliniczne podwaojnie Slepej proby —

double blinded trial (ani lekarz ani pacjent
nie wiedza, czy przyjmujg lek, czy placebo)

* Przykiad 1:

— substancja alirokumab
nazwa handlowa Praluent

16 A
14

- lek stosowany w celu obnizenia’’
duzego stezenia “ztego”
cholesterolu LDL we krwi

% Patie

6_
4_

N
1

— Sredni poziom LDL u pacjetow

o

Mean (SD)
alirocumab:
58.8 (39.9) mg/dl

Treatment Group Follow-up

YiX r
iﬁi/ii ii

ARtk [tes

A A XX

Patients Random
assignment

Compare
results

Mean (SD)
control:
117.7 (48.0) mg/dl

przyjmujacych lek: 58,8 mg/dl

— Sredni LDL u pacjentow
placebo: 117,7 mg/dl

v

VVVVV
|||||

~ LN ~
y 29 e c a2md b w oo o 5 g F 803

FFFFFFFFFFFFFFF

Average LDL-C During Treatment, mg/dl

M Alirocumab group (n=3182) Control group (n=1792)
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http://www.onlinejacc.org/content/69/5/471

Rozktady w praktyce - dane medyczne

I Jednym z wazniejszych zastosowan
statystyki sg badania medyczne

e Statystyke wykorzystuje sie rowniez do
badania farmakokinetyki |
bezpieczenstwa stosowania

lekow Pt
N=178
* Przyktad 2: 21 | .
Quartile 1 Quartile 4
. - - = < 647 ng/mL > 1170 ng/mL
— substancja imatinib N=g7 N =86

nazwa handlowa Glivec

> 2000 ng/mL
(N =19, included in Q4)

- lek stosowany w celu
leczenia przewlekiej
biataczki szpikowej

Number of Patients
20
|

10

- Mierzono trough level

(stezenie leku przed _ . . l ]
. . . . 500 1000 1500 2000
pOdan I e m kOIeJ nej da’Wkl) Imatinib Trough Level in ng/mL (Day 29)
Figure 1

Distribution of imatinib trough levels at 400 mg daily at steady state on day 29 (n = 351). The vertical dashed
lines represent 25th, 50th (median), and 75th percentiles (ie, 647, 879, and 1170 ng/mL, respectively).
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozktady w praktyce - dane medyczne

There also appears to be a trend toward lower EFS with lower imatinib trough levels (Figure 5).

Estimated EFS rates at 5 years were 78%, 83%, and 89%, for Q1, Q2-Q3, and Q4, respectively.
However, no statistically significant difference was observed with the available follow-up (P =

.16, log-rank test).

100-_%
90 - . —W - - - —

g

= R ~— H——hn §

@ 804 H y .

B + H L HiHa

} =

S 70

» 60

3 s0-

W

- 404

c P

B 30- Imatinib Trough Level

- Q4

8 20 — Q2-3

g 10- Qt

E D | | | || | 1
0 12 24 36 48 60

Months Since Randomization to Imatinib

Figure 5 Download figure | Open in new tab | Download powerpoint

Event-free survival by category of steady-state imatinib trough levels. The estimated EFS rates at 5
years were 78%, 83%, and 89% in the Q1, Q2-Q3, and Q4 groups, respectively (P = .16, log-rank test).
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozktady w praktyce - wynagrodzenia

» Przecietne miesieczne wynagrodzenie ogétem brutto w gospodarce narodowej (dla jednostek o liczbie pracujgcych powyzej 9 oséb) w
pazdzierniku 2016 r. wyniosto 4346,76 zt.

* Przecietne godzinowe wynagrodzenie ogotem brutto wyniosto 26,37 zt.

» Najczestsze miesieczne wynagrodzenie ogotem brutto otrzymywane przez pracownikow wynosito 2074,03 zt (dominanta, wartoé¢ modalna).

» Potowa zatrudnionych pracownikéw otrzymata wynagrodzenie ogétem brutto do 3510,67 zt (mediana = decyl piaty = wynagrodzenie
srodkowe).

+ 10% najnizej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogétem brutto co najwyzej w wysokosci 1890,32 zt (decyl pierwszy).

» 10% najwyzej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogétem brutto co najmniej w wysokoéci 7200,00 zt (decyl dziewiaty).

#RynekPracy P @GUS _STAT

Rozktad zatrudnionych wedtug wynagrodzenia ogétem brutto

Dane z 2017 do 217338 zt
za rok 2016

217339 - 326007 zt

26,7%
326008 - 4 346,76 zt 22,0%

4 246,77 - 5 43345 zt
543346 - 65204 zt

6 520,15 - 7 606,83 zt

40% 2 074,03 zt

25% Najczestsze miesieczne
170 5

wuynagrodzenie ogotem brutto
otrzymywane przez pracownikow

(dominante, wartos¢ modalna)

~

do 2 074,03 zt
zarabiata 151%
. pracownikow
23%

7 606,81 - 8 69352 zt
869353 - 978021 zt
978022 - 10 866,90 z*t
10 866,91 - 195359 zt
195360 - 15 04028 zt
=13 04029 z*
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Rozktady w praktyce - tablice centylowe
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Rozkilad dwumianowz

_ n! k ,n-k -1 _
Prawdopodobienstwo: pn(k)_k!(n—k>!p q pe(0,1] q=1-p
Wartos¢ oczekiwana:

E(x)=2c_0kp,(k ) 2r-0 K mo knp q

E(x)=npX}_; i P a™ *=np(p+q)* '=np
Wariancja:  o°(x)=E(x?)—(E(x))?

E(x ) 2= ok2 Elkvpkqn k_zﬁﬂ((k_l)"‘l)k

T Pla
E(x

k .n-k n n! k n-k
) Zk 2 (k- 2 (n—-k) |p q +2k:1 (k—l)!(n—k)!p q

E(x?)=n(n—-1)p*X}. GrP a +np Xy

k) P gt
E(x”)=n(n-1)p*(p+q)" “+np(p+q)" '=n(n-1)p*+np
o*(x)=n(n-1)p*+np—(np)*=npq

Odchylenie standardowe:

Vo?(x)=+(npq)
'KADD 2020, Wyktad 2
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Rozktady w praktyce - dane medyczne

+ Mediana dtugosci przyjmowania leku wyniosta 78 tygodni

* W badaniu alirokumabu sprawdzano rowniez pacjentow, ktorzy
uzystaki w trakcie przyjmowania leku stezenie LDL < 25 mg/dl

* W przypadku pacjentow, ktorzy w przynajmniej dwoch badaniach
kontrolnych uzyskali LDL < 25 mg/dl, mediana jego utrzymywania
sie wynosita 43,3 tygodnie

 Rozklad utrzymywania sie LDL < 25 mg/dl w czasie prezentuje
wykres po lewej

LDL-C Achieved With Alirocumab Treatment Duration of Exposure to LDL-C <25 mg/dl

n = 3,440 ‘| Median Duration:
43.3 Weeks

20+
L

< 15+
b
@

= 10+
a

5..

[l >25 mg/dl 74.9% (n = 2,501) Ot 12 T12-24124-36 36-52 52 64'64-78' 7 =
[0<25 mg/dl 251% (n=839)  []<15 mg/dl 9.4 % (n = 314) Weeks Exposure
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