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Transformacje liniowe

. Najczesciej, ze wzgledu na prostote, postugujemy sie
transformacjami liniowymi (inne transformacje najczesciej
aproksymujemy liniowymi, rozwijajac na szereg Taylora)

- funkcje y=(v,,v,,...,Y.) sa linlowymi funkcjami zmiennych

Yi=a+t X+t X+ 40, X X:(Xsz,---,Xn)

— Jest to przypadek ogolny -
l./z Ayt Uy X o+ Iy Xt ot 1 X, zmienne X nie sa niezalezne
: (istnieja kowariancje)
erar+ L., X1+ tr2X2+ . thn
Mierzymy posrednio wielkoS¢
(wielkosci) fizyczng Y, ktéra zalezy
od wielkosci fizycznych X

;7 : _ mierzonych bezposrednio, ktore
* Wartosc oczekiwana Y: E|Y|=y=TX+a nie sa niezalezne od siebie.

» Macierz korawiancji Y: c,=E((Y-9)(Y-3)"]
=E((TX+a—T&—a)(TX+a—T x—a)"
—E(T(X-%)(X—&)'T"
=TE((X—&%)(X—&)"|T"
C,=TC,T'

* W zapisie macierzowym: y=T X+a
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Przyktad (z laboratorium)

« Mierzymy bezposrednio trzy wielkosci fizyczne X, X,, X,

X X X
1 2 3
Pomiar 1 3.49947 1.63483 12.2112
Pomiar 2 2.98497 2.5305 9.88657
2.54956 2.29748 10.0158
2.79462 1.78356 10.3833
2.50747 1.43346 6.43074
2.71319 1.10411 7.2234
3.3837 2.21736 11.1594
2.80893 2.05349 8.36839
2.79653 1.37892 12.3307
2.7729 2.30529 9.00072
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Przyktad (z laboratorium)

« Mierzymy bezposrednio trzy wielkosci fizyczne X, X,, X,

Hist12 Hist13
h12 h13

o3 Enies 10000 o'® e e = [Ewe  0m

C Meanx 2007 P - a.007

L Meany 2007 - s 8472

251 AMSx 040521 14 _ & 005 |
E « [RMSy 0.4088 B’ - N 1982
B
2f=. 12
g .

10

| |||||Il.||ll-1|rlI

x1 x1
Hist23
16 h13 L
9L v et te ge - dEnkies 10000
L W 1:- -.l‘r Meanx 2008
o 5 L= Meany 04730
14— S, AMS x 04002
I RMSy 1881
12— g
L . F —10
10 . - Ia
r s 3 :
of 5 3
L : i 4
6 =
. g A 2
- ] - o - i J
40-l Ll J.alsl 11 I1| 11 Ii} T | ||2r 17 1'-;;| LA I3 G

%2
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Przyktad (z laboratorium)

« Mierzymy bezposrednio trzy wielkosci fizyczne X, X,, X,

» Z tych wielkoSci wyznaczamy mierzone posrednio inne wielkosci

X1=3.00691, u(X1)=0.495242
Y]_ Oraz Y2 X2=2.00581, u(X1)=0.40909
Y — T X + a X3=9.97287, u(X3)=1.98102
rho(x1,X2)=0.156132
Yl — 2 X1+ 5 X2 + X3 rho(X1,X3)=-0.00698853
Y 3 O 5 X 4 X T —_ 2 5 1 rho(X2,X3)=0.00875851
=3+0. + —
2 1 2 05 4 O po zakragleniu do 2 cyfr znaczacych:
X143.01, u(X1)=0.50
X2¥2.01,u(X1)=0.41
. . . X39.97,u(X3)=1.98
o ?
Jakl deZIe eksper yn I k ) To jest macierz kowariancji wielkosci X
— — 3x3 matrix is as follows
E|Y|=yE=T|Xfa ———
o~ B
_ 1 0| 0.2453 0.0316 -0.006855
CY — T CX T 1] 0.0316 0.1674 0.0071
2| -0.006855 0.0071 3.924

To jest macierz kowariancji wielkosci Y
2x2 matrix is as follows

| 9.765 3.949
| 3.949 2.865

Y1=26.0157, u(Y1)=3.1249
¥2=12.5267, u(¥2)=1.6927404
rho(Y1,Y2)=0.746574
rho(Y2,¥1)=0.746574

po zakragleniu do 2 cyfr znaczacych:

Y1F26.02, u(Y1l)=3.13
Y2F12.53, u(Y2)=1.70

'KADD 2019, Wyktad 5



Metody Monte Carlo
prawdopodobienstwa
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Metoda (akceptacji) von Neumanna

e Jak to dziata?

— generujemy pare liczb z rozktadu

jednorodnego: (y.,u,)

- rozwazamy krzywa:

u=g(y)

- sprawdzamy, czy u,<g(y;)

— Jesli warunek jest spetniony,

akceptujemy liczbe y,
jesli nie - odrzucamy

- zaakceptowane wartosci y,
podlegaja rozktadowi g(y)

- rozkiad g(y) nie musi by¢ unorm.

- wydajnos¢ metody:
b

_{g(y)dy .

accept

E=

(b_a)d = Nall

oraz funkcje stata:
u=d,d=>g,,,

as<y;<b, O<u,<d

Metoda von Neumanna

=
“b.016

0.014

0.012

0.006
0.004

0.002
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Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

| Metoda von Neumanna | L
* Wydajnos¢ metody von Neumanna o = =

mozna poprawic, jesli odpowiednio
zawezimy obszar losowania:

4000 1

— wprowadzamy funkcje pomocniczg
s(y), z ktorej “fatwo” wygenerowad k\ N

zmienne losowe (np. metodg T TR

2000

. . , | Metoda von Neumanna z f. pom. mﬂe“faw_
odwrotnej dystrybuanty), | ktora : me o
spetnia warunek: g(y)<c-s(y), a<y<b o st

- generujemy liczbe losowa y, z
rozktadu s(y) na przedziale a<y,<b .

oraz liczbe u, z rozktadu i /

0

jednorodnego na przedziale o<u,<1 A

[ Metoda von Neumanna z f. pom.

genn
Entries 241632 |

] e Mean 0.7746
=]

- odrzucamy liczbe y, jezeli: , 5 9(V1)

-, < Overflow 1]
1

C.S(yl) 10000
b -
J. a(y)dy .

— 6000

¢ [ s(y)dy -

12000 Integral  2.416e+05

- wydajnos¢ metody:

'KADD 2019, Wyktad 5



Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

 Rozwazmy funkcje gestosci postaci:

gly)=cos(mtx)/(mtx+1)+1/4, 0<y<?2

* Funkcja ta, w przedziale od 0 do 2, ma dwa maksima: g(0)=c, g(2)=d
* W zwykte] metodzie von Neumanna wybieramy prosta: u,,,=c

e Tutaj mozemy fatwo wybrac funkcje pomocnicze s(y) jako prostg
przechodzaca przez pubkty (0, ¢) 1 (2, d)

cos(x*3.14159)/((x*3.14159)+1.0)+0.25 |

A Ve Ve
* Aby otrzymac wzor s(y)
- Ve Vd
rozwazamy ukiad rownan:
| |
c=a-0+b
iy,
£
25 —_
. +
L talelety! A d — a * 2 b
e iy 45 i,
24 Fetety bty o
o o R g SR AT X g 7
A e s T A A ‘ .
S L I S R R I ®
T T T T N e
0.6 B N S RSNt iy .
. R L L,
L
e L R L
L R St g
I I S IS I I
= R e e e e S o,
! bts! 2 ! btatetine.
o itelele! 5% ! SIS, S5
iy I, Ftele! .
0.4 ! 525 et it i S y —_ y I C,
D 2 b= Vd Y& 4
' e Jak otrzymac wartosc
0 e : A |OSOWQ Z tego rozktadu?
0 0.2 2
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Metoda von Neumanna z funkcjg pom.

| Metoda von Neumanna | — genn T
* Metoda odwrotnej dystrybuanty! T -
* Liczymy dystrybuante:

s(y)=15

* Oraz jej funkcje odwrotna:

y2—|_ Cy 4000 13

2000

AN

0 0.2 0.4 0.6 0.8 I T 1.2 1.4 1.6 1.8

2 2 2

- C o XC d T C + d T C Metoda von Neumanna z f. pom. genf y

y=S"(x)=2 J | J+{ ) 3 T

. ,, C (C —d ) e et 0

e Losujemy wartosc x, z rozktadu
- . 10000 | 50(y c en d - P .!
jednorodnego w granicach: ik ajnosci

S(0)=0, S(2)=d+c T
R, | il

* | wstawiamy jg do wzoru na odwrotng o e e
dystrybuante by otrzymac y, z rozkt. s(y) geeeentemnmzten. ]

; RMS 0.7238
140007 Underflow ]
Overflow 1]

12000 Integral  2.416e+05

« Losujemy pomocnicza wartosc u; z

rozktadu jednorodnego o<u,<1 _9(y) =«

1

« Sprawdzamy warunek akceptacji y.: (Y1)

2000

0
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Catkowanie metodg Monte Carlo

* Jak juz zauwazylismy, pole powierzchni pod rozpatrywang krzywg w
stosunku do pola prostokqta z ktorego losujemy dwie liczby
pseudolosowe, ma sie (w przybllzenlu) do siebie tak jak liczba par
zaakceptowanych do odrzuconych: fg

a ~ Naccept
(b a)d N
* Co pozwala na przyblizone obliczenie wartosci catki oznaczoney:

b

J a(y)dy~

a

N
accept (b—a)d
Nall

* W ten spos6b mozna obliczy¢ dowolna catke oznaczong poprzez
prosta generacje dwoch liczb z rozktadu jednorodnego. W wers;ji
n-wymiarowej oczywiscie mozemy to zrobicC dla dowolnej liczby
zmiennych losowych (i oblicza¢ catki wielowymiarowe)

* Wzgledna doktadno$é obliczenia catki: AL___ 1

1 \ N wszystkie

KADD 2019, Wyktad 5 13143



Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci liczby n

* W tym celu rozpatrzmy cwiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

Q(J’)Z\/(R2—y2); O<y<1;0<y<l1

* Pole éwiartki jednostkowego okregu to: 1= g(y)dy=n/4={n=4-1

., L 0 N
* Wartosc caitki obliczamy metodg Monte Carlo: I~ Z\";“pt b—ald

all

1- — wszystko przypomina
‘ rzucanie lotkami (darts)

0.5 Wszystkich: 100 *
-Zaakceptowano: 81 .
"7 =4.0(81/100)%(1.0-0.0)*1.0="
0.3;T 3‘.24 R . - . .
0.2-Biad wzgledriy = 0.111111111
0.1 Blad bezwzgledny = 0.36 -

o_lll‘\ll‘\|\|!|.‘|||!‘|||‘\ll\‘ | h

i | L1l IIII‘III\‘\II\
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci nt

* W tym celu rozpatrzmy cwiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

Q(J’)Z\/(R2—y2); O<y<1;0<y<l1

e Pole éwiartki jednostkowego okregu to: I=[ g(y)dy=n/4=n=4-1

., L 0 N
* Wartosc caitki obliczamy metodg Monte Carlo: I~ Z\";“pt b—ald
all

1 1 S

0.9 \ 0.9 1. et

08— - - . ‘08

07, B % 1 L A

| Tl Tal LI}I-IJ.I Td T | :I

0.6 : 0.6 ... .
0,5;Wszys_tkich: 100 ° 0,5”W'szystklch '1'060 ..__" .- . ‘ .
0_‘éZaakcgap'towano: 81 Za'akdep'tdwa-no 784 gt P
“7=4.0*(81/100)*(1.0-0. '« =4 o*(7s4/1oom*(1 0- a,n)*m-
03> 324 - a - -3136 ‘-._-__-; AR .“.‘_, "
0.2-Biad wzgledriy = 0.11 D-Zﬂa& wzg_ledny 0. 0‘3571,#2'857
0. 1J3Iad bezwzgledny = o 1J3Ia‘c4 bezwzgl.ed‘ny = 0 1-1_%

':

ﬁ- 1 ‘---.‘--
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci nt

* W tym celu rozpatrzmy cwiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)=V(R’—y?); 0<y<1;0<y<1

1
e Pole éwiartki jednostkowego okregu to: I=[ g(y)dy=n/4=n=4-1
0

o : : N
* Wartosc caitki obliczamy metodg Monte Carlo: I~ A";“pt b—ald
all

1 1

-
"1 e aat
-

0.9?—' \ 0.95_--.. s -
0.8:_ = . a - 0.8:_‘“ R . -: . ‘...n.
C C* . ’-' -
C et ‘ 1. ant
0.70 0705 e < LlTT
- o . oot
0.6— 0.6—"... * e

. . . Ser Taw e
05 Wszystkich: 100° o 5:Wszystkich:. 1000 i
-Zaakceptowano: 81 E_Z"é"akd'_;!g:th:a'-ge)f.?ﬁi:
"1 =4.081/100)*(1.0-0.  ~n'=4:0*(784/1000)%(1.0
R
0.2-Biad wzgledriy = 0.1 02-Biad wzgledny = 0.03
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

1

0.9

0.5

0.7

Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci it

W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)=V(R*—y?); 0<y<1;0<y<1

Pole éwiartki jednostkowego okregu to: 1= g(y)dy=n/4=n=4-1

., L 0 N
Warto$¢ calki obliczamy metoda Monte Carlo:  1~—%(p—qald

D.Gf . . - l . - oy
“Wszystkich: 100 * 0.5Mszystklch '1'000 __" :
-Zaakceptowano: 81

0.4
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0||
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0.3 .
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci nt

* W tym celu rozpatrzmy cwiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)=V(R*—y%); 0<y<1;0<y<l1
1
e Pole éwiartki jednostkowego okregu to: I=[ g(y)dy=n/4=n=4-1
0

, 2 : : N
* Warto$¢ calki obliczamy metoda Monte Carlo: 1~—%(p—qald

= 30000 (= 3.1436
10 pragnier.o: . “ ?_ﬂ.‘,g%. }.. T, Maonte Carlo Sphere Integration Clll
AL g “ A o b Yy 4 £ gk e
R e L e SR S R
e e R nsoe
Ll e
"'.'.\. o 1 = ,.: X %‘l-i’}.“-’ -4 ..J'z-"!f T : '..-:;_‘J-::":.:
S St e Bl
SRt ! o e '_--= Yty Bt gl '-“r.’"‘-\. i '."':“"" 4
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6

19 1 w6 1 a6

Number of samples (N)
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Generacja liczb o rozktadzie normalnym

* Jak pamietamy, rozktad normalny nie ma analitycznej formy
dystrybuanty

* Do generowania liczb z rozktadu normalnego o x=0, o=1

(standardowego) stuzy metoda Box’a-Muller’a _
. transformacja

f(z)= exp ,—=2X—_X dowolnego rozkt. norm.
\/ X do standardowego

« Generujemy pare liczb (ul,uz) Z rozktadow jednorodnych (0,1) |
dokonujemy zamiany zmiennych:

—Z

V1:2U1—1 v2:2u2—1
« Obliczamy: s=v:+v;

 Gdy g>1 odrzucamy pare

* Otrzymujemy dwie liczby pseudolosowe opisane rozktadem
normalnym standardowym:

xlzle/—(Z/s)lns xzzsz—(Z/s)lns

'KADD 2019, Wyktad 5 19/ 43
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Rozktad dwumianowy

e W Polsce znany réwniez jako rozktad Bernoulliego (ang. binomial
distribution) — w innych krajach moze oznaczac inny rozktad

 Rozwazmy proste doswiadczenie — rzut moneta;:
- w wyniku rzutu mozemy otrzymac dwa wykluczajgce sie wyniki
- zatem przestrzen zdarzen elementarnych: E=A+ A

- mozemy zdefiniowac prawdopodobienstwa:

« Wynik doswiadczenia moze byc zmienng losowa X, ktora przybiera
wartosc 1 lub O w zaleznosSci od tego, czy zaszto zdarzenie A lub A

« Jesli powtorzymy wielokrotnie doswiadczenie, to otrzymamy rozktad
zmiennej losowej] X=X, +X,+....X_

'KADD 2019, Wyktad 5 21143



Rozktad dwumianowy

Z rachunku prawdopodobienstwa wiemy, ze jezeli przestrzen zdarzen
elementarnych E=A,+A,+..+A_|zdarzenia sg niezalezne, to:

P(A,A,...A )=P(A,)P(A,)..P(A,)

« Z tego wynika, ze prawdopodobienstwo, ze k pierwszych
doswiadczen (z n) da wynik zdarzenia A a pozostate n-k dadza wynik
zdarzenia A, wynosi:

2] (Ak An—k): pk qn—k

* Zgodnie z kombinatoryka, pojawienie sie k razy zdarzenia A w n
doswiadczeniach realizuje sie¢ na “n po k” sposobow:
roznigcych sie kolejnoScig zdarzen Ai A

n
k

* Prawdopodobienstwo wystapienia k razy zdarzenia A i n-k razy
zdarzenia A w n doswiadczeniach, w dowolnej kolejnoSci, wynosi:

P(k)=W;= Z

p'q""; q=1-p
* Tak zdefiniowany rozktad nazywamy rozktadem dwumianowym
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Rozktad dwumianowy

Rozktad prawdopodobienstwa Dystrybuanta
DE T T T T 1 1 =
P(k) ——p=05andn=20 | = | F(k) e il o«
018} p=0.7 and n="20 T - .
p=05andn=40 | = |
016 = N .
014} 12 -
= M L3
012F .
<t | . -
01 = .
0.08 - N 4 - . ~ p=0.5 and N=20
- h p=0.7 and N=20
0.06 - . - - p=0.5 and N=40
S sssessla \-I'H_.._’_
=
|:||:|4 L [ T T I 1
0 10 20 30 40
0oz . ,
k - liczba sukcesow
"5 5 10 15 20 2 0 35

k - liczba sukceséw
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Rozktad dwumianowy

* Policzmy wartosc oczekiwang i wariancje rozktadu dwumianowego

« Dla pojedynczego doswiadczenia X, (zmiennej losowej, ktora moze
przyjac wartosc 1 lub 0):

_ n . E(Xi)zl'P(Xi:1)+()-P<Xl.:O) E(Xi)=1°p+0°q:p
E(X)—; XiP(X—Xi) Oz(Xi):E((Xi_p)z):(l_p)zp_l_((n)_p)zq:pq

» Z wlasnosci warotsci oczekiwanej: E(X=X,+X, +X )=> E(X.)=np
i=1

» Zaktadajac niezaleznosS¢ zmiennych (zerowe kowariancje) otrzymamy
z kolel: 5%( x)=npq
* Dla 2 zdarzen losowych:
2 2 2
Gz(X)=(2 p2(2—2p)2+(1)pq(l—Zp)Z+(0)q2(0—2p)2=

2 p*(4—8p+4p°)+2(p—2p°)+(1—2p+ p*)4p°=2p(1— p)=2pq

'KADD 2019, Wyktad 5 24143



Rozktad dwumianowy - wtasciwosci

Dla réznych n, state p

| Rozklad dwumianowy | | Rozklad dwumianowy |
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Rozktad dwumianowy - tablica Galtona

* Innym przyktadem realizacji rozktadu
dwumianowego jest tablica (deska) Galtona:

mamy n rzedow koteczkow

kuleczka moze przesungc sie w lewo
(z prawdopod. p=0,5) lub w prawo (g=0.5)

kuleczka przesunie sie k razy w lewo | n-k razy
W prawo

kazde przesuniecie jest niezalezne

zatem dla jednej konkretnej konfiguracji (drogi)
“spadku” kulki prawdopodobienstwo: pk gn-*

jesli mamy rézne konfiguracje przesuniec:

n

Tp*q""; q=1-p

P(k)=W;= L

deska Galtona na

ooooooooo
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http://www.if.pw.edu.pl/~pluta/pl/tgak.jpg

Rozktad dwumianowy - inne przyktady

n
k

1) n — ilosc studentdéw na 3 roku fizyki
p — prawdopodobienstwo zaliczenia KADD
(zatozmy, ze p>0.5:))
k — ilosC osOb, ktore przedmiot zaliczyty

P(k)=w,="p"q""; q=1-p

2) n — liczba dzieci urodzonych w 2015 roku
p — prawdopodobienstwo, ze urodzi sie
dziewczynka (p=0,5)

k — ilosC urodzonych dziewczynek

3) Mate | duze ryby w stawie
n - liczba wszystkich ryb
p - prawdopodobienstwo ztowienia duzej ryby
k - liczba duzych ryb
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Rozktad wielomianowy - uogdlnienie

e Uogolnienie, gdy mamy wiecej mozliwosci niz dwie (sukces i porazka)
» Jesli przestrzen zdarzen elementarnych: E=A,+A,+. +A
* Zdarzenia sie wzajemnie wykluczaja: P(A;)=p,, Z p,=1

« To prawdopodobienstwo zajScia k razy zdarzenia A;:
[

I
P:WZLkZ,...,k,_ L HP, ’ Z k;=n
[Tk

* Taki rozkfad nazylwamy rozktadem wielomianowym

» Jesli zdefiniujemy zmienne losowe X, rowne 1, gdy wynikiem i-tego
doswiadczenia jest zdarzenie A, lub rowne O w przeciwnym razie,

oraz .
X j:Z; X,
1=

* Wtedy wartoS¢ oczekiwana i kowariancja:
E[X;|=%=np, cy=np,(8;—p;
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Rozktad wielomianowy - uogdlnienie

* Przykiad — gra w karty: troje graczy (A, B ,C) rozgrywa serie gier:
prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra dowolng gre jest 20%
prawdopodobienstwo, ze gracz B wygra dowolng gre jest 30%
prawdopodobienstwo, ze gracz C wygra dowolng gre jest 50%

e Jesli rozegrajg 6 gier, jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz A
wygra 1 gre, gracz B wygra 2 gry, a gracz C wygra 3 gry?
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Rozktad wielomianowy - uogdlnienie

* Przykiad — gra w karty: troje graczy (A, B ,C) rozgrywa serie gier:
prawdopodobienstwo, ze gracz A wygra dowolng gre jest 20%
prawdopodobienstwo, ze gracz B wygra dowolng gre jest 30%
prawdopodobienstwo, ze gracz C wygra dowolng gre jest 50%

« Jesli rozegrajg 6 gier, jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz A
wygra 1 gre, gracz B wygra 2 gry, a gracz C wygra 3 gry?

| Trinomial Distribution

. n _ n-’ H k;
P_Wkl’kz’...,k,_ 1 1 P;
[k
n = 6 — liczba gier Jj=1

k, =1 —wygrywa gracz A

(ilos¢ sukcesow zdarzenia A))

k, = 2 —wygrywa gracz B

k, = 3 —wygrywa gracz C

p, = 0.2 — prawd. wygrania gracza A
p, = 0.3 — prawd. wygrania gracza B
p, = 0.5 — prawd. wygrania gracza C

/ 2 Y0 .
P(A=1,B=2,C=3)= ! (2'.0.320.5°=0.135 |
112131

0.05

Frobability Mass
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Czestosc i prawo wielkich liczb

I Definicja prawdopodobienstwa — przeprowadzenie n prob
dostatecznie duzo razy (N) umozliwia pomiar prawdopodobienstwa
zdarzenia A

P(A)=1lim =

N>

» Jak uzasadnic te definicje?

« W rzeczywistosci nie znamy prawodpodobienstw zdarzen (np. p, w
rozkt. wielomianowym) — wyznaczamy je eksperymentalnie

« CzestosS¢ wystgpienia zdarzenia A, w n doswiadczeniach bedzie

okresSlona wzorem: n
H :lE X :lX
j n < i

Czestosc jest zmienng losowa, dla ktorej (przy n probach):

X.| 1 1 1
W [F e Xl pmp)=pa,

=0
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Czestosc i prawo wielkich liczb

« CzestoSC wystgpienia zdarzenia A; w n doswiadczeniach bedzie
okreslona wzorem:

I, 1
HJ—E; Xy=—X,
* Czestosc jest zmienng losowa, dla ktorej (przy n probach):
o~ X 2 ool X1 1 1
E(H;|=h=E # =p; o [H;=0 TJ - 29 (Xj)—;pj(l—pj)—zquj

* Wartosc¢ oczekiwana czestosci jest rowna jego prawdopodobienstwu.

* Odchylenie standardowe czestosci jest mniejsze niz 1/V/n i moze

osiggac dowolnie mate wielkosci (gdy n - «). Jest to prawo wielkich
liczb

 Mozemy zatem uzycC czestosci jako przyblizonej wartosci
prawdopodobienstwa z odpowiednia niepewnoscig jej wyznaczenia

 Kwadrat niepewnosci jest w przyblizeniu odwrotnie
proporcjonalny do liczby przeprowadzonych préb — jest to
niepewnosc statystyczna
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Czestosc i prawo wielkich liczb

Average dice roll by number of rolls

6
—— Theoretical mean
- QObserved averages
5
: 4 L‘N/W‘
o)
E =]
@
>
< 3
2
1
0 200 400 600 800 1000

Number of trials
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Rozktad hipergeometryczny

~« W urnie jest N kul — k biatych | N-K czarnych

* W n probach wyciggamy (bez zwracania) k kul biatych i n-k=1I kul
czarnych. Jakie jest prawdopodobienstwo wyciagniecia k kul biatych?

* Wylosowanie kolejnej kulki zmienia proporcje kul biatych do czarnych
| wptywa na wynik kolejnego losowania — rozktad dwumianowy nie ma
tu zastosowania. Mamy jednak:

- liczbe mozliwosci wylosowania n z N kulek: ]Z
- prawdopodobienstwo takiego zdarzenia: 1/ IZ
- mozliwosc¢ wylosowania k sposrod K biatych i I sposrdod L czarnych
kulek wynosza:
k 1 (ﬂ“
- prawdopodobienstwo szukane wynosi zatem: W, = K\
: . : : N
* Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, "

definiujemy zmienng losowa:

X=) X
=1
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Rozktad hipergeometryczny

I Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, n

definiujemy zmienng losowa: X:Z X,
- X, przyjmuje wartosc 1 dla biatych i O dla czgrlnych wylosowanych
kul
 Mozna pokazac, ze (Brandt):
E(X)zn% Gz(X):nK(K—N)(N—n)

N*(N—-1)
* Dla n< Nrezultat kolejnego losowania niewiele wptywa na nastepne
wyniki. Wtedy rozktad hipergeometrycnzy upodabnia sie do

dwumianowedgo:
K N—K K 2
=—, gq=——, E|X|=n—=np, o (X
P=N> 977N X|=ng=np (

[__Rozklad hipergeometryczny K=5, N=10 | |__Rozklad hipergeometryczny K=50, N=100 |

):npq(N—n)

N—-1
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Rozktad Poissona

* Rozwazmy rozkiad dwumianowy:

P(k)=W;= ) Mp"q""; q=1-p

* dlan->w ale przy statym np=Arozktad dwumianowy dazy do
rozktadu Poissona (wyproyvadzenie — Brandt):

lim n__ _?\_ —A n__ [N k n—k
— normalizacja:
00 00 k 2 3
Zf(k)zz}‘—e_k: g S WSS S P US|
= — k! 21 3!
k=0 k=0
- warto$¢ oczekiwana: E(K):Zkk Z I e =
- wariancja: oz(K):E(KZ)—(E(K))Z:x(k+1)—7»2:7»
, , . ~\3 I LR VR
— Skosnosc | wsp. asymetrii: MS:E((k—k) ):k Y—03—k3,z—K
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Rozktad Poissona - przyktady

* Rozktad Poissona stosujemy wtedy, gdy mamy duza liczbe
niezaleznych zdarzen, z ktorych tylko nieliczne majg interesujaca nas
witasnosc (duze n, mate p w rozkt. dwumianowym)

| Rozklad Poissona |
1

* Rozktad Poissona wystepuje tam, £

— - = 0

gdzie mamy zjawiska dyskretne, 222_1 it 0
gdy prawdopodobienstwo 07 iz 1
wystapienia zjawiska jest state w o5 s
czasie lub przestrzeni: 3 D
- liczba potaczen przychodzacych es- T

do centrali na minute *E \\\\
- liczba mutacji w danym odcinku 5 : 0 5T 5

DNA po ekspozycji na pewng dawke o AT e o

promieniowania 0 S

— liczbe zabitych kazdego roku
przez kopniecie konia w
korpusie kawalerii w Prusach (Wikipedia) .

Frequency
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Rozktad Poissona - przyktady

« Mamy jadro promieniotwdrcze o czasie zycia . Obserwujemy je w
czasie T«t. Prawdopodobienstwo rozpadu jadra w tym czasie W«1.
Dzielimy czas T na n przedziatow, prawdopodobienstwo: p=W/n.

* Obserwujemy w czasie T zrodto zawierajgce N jader. Liczba
przedziatow czasowych n,, w ktorych zaobserwowano k=0, 1, 2, 3 itd.

rozpadow. Wtedy czestosc h(k) = ny/n.

* Doswiadczalnie zaobserwowano, ze dla N - oo i duzych n rozkiad h(k)
dazy do rozktadu Poissona, co stanowi bezposredni dowod na
niezaleznosc i statystyczny charakter rozpadow promieniotworczych
(badania Rutherforda i Geigera). Decay of Carbon - 14

100 g

e Analogicznie — czestos¢ obserwowania k gwiazd
w elemencie kata brytowego sfery niebieskiej lub
k rodzynek w jednostkowym elemencie objetosci

Clasta e Sna
4 N0 e PN eta-minus Decay

Carbon-14 Nitrogen-14

g IE"'_ . Antineutrino Electron 0 0 1 2 3 4
=5 4+ © 4+ @ Number of half - lives
{1 half - life = 5730 years)

f protons 7 protons

100

o
o

[
o

125

Carbon-14 remaining (%)
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Rozktad jednostajny

* (Gestosc prawdopodobienstwa: f(x) A
f(x)=c;x€{a,b)
f(x)=0;x€R\{a,b) c
* Wspotczynnik (normalizacja) c: |
00 b ! -
f f(x)dxchdx=c(b—a)=1:>c=bia a b X
1 Wariancja: o’(X)=E(X")—(E(X))’
f(x)= — ;x€(a,b) b 3 3
b 2\ 1 2 _(b a)_
AL E(X )—beX dX— — =
f(x)=0;xeR\(a,b) ar 3(b—a)
* Dystrybuanta: _(b—a)(b*+ba+d’) _ b*+ba+a’
3(b—a) 3
F(X):O"’Ki’ 02(X)=b2+ba+a2— b+a 2:
F(x)= 1 fdx'zx_a;x€<a;b> 3 2
b—ax, b—a _b*+ba+a®> b*+2ba+d® |(b—a)
F(x)=1;x>b = 3 — 4 10

Wartos¢ oczekiwana:

b
1 1 » o _(b—a)(b+a)_|b+a
b_a{xdx— (b°—a’)= =

E(X)=x=

'KADD 2019, Wyktad 5 39143



Rozktad Wyk’radnlczy

* GestosS¢ prawdopodobienstwa: ' I —
F(x)=he " ;x=0; >0 Hi 31—
f(x)=0;x<0 !

« Dystrybuanta: os |
F(x)=0;x<0 ol

0.5
04

:j; f(X)dx:kj: e M dx ':[%e_“' ' 03

02 F E
0 =l \

—AXx 0

F(x)=1—e "*;x=0 : 1 z ; : ;
e Wartos¢ oczekiwana: ,
L7 % x| g
E(x)-x-}[xf(x)dx-k{e xdx—x L
 Wariancja: g(x?) fxzf(x>dX:% )
) _

0.2 A=05 ——

A=1.0
2 1 1 0.1 A=15 ——
OZ(X):E(XZ)_(E(X))zzxz_7&27& "0 1 : 3 : :
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Rozktad normalny standardowy

* (Gestosc prawdopodobienstwa:
— — 1 —x°/2
f(x)=0,(x)=—r—e

- rozktad o Sredniej O | wariancji 1

* Dystrybuanta nie ma postaci
analityczne| (korzystamy z tabel)

* Rozktad jest unormowany:
[ e dx=v2x

. J(Oeoéli wprowadzimy zmienna:
Y=(X—a)lb

* Otrzymamy rozktad Gaussa:
F(y)=0(y)=pmre

- Srednia (przesuniecie): y=aq

— wariancja (szerokosc): o*(Y)=b

'KADD 2019, Wyktad 5

| Rozklad normalny standardowy |
— 05 ; _ _ i

=
L

A0 Y Y
o : _ _ _ _ : _ _ _

0.351
0.3
0.25
0.25

0.15F

| Dystrybuana rozkladu normalnego standardowego |

x
'R =
0.9

0.8°
0.7F
0.6
051
0.4°
035
0.2

0.1

D_|||||||||




| Rozklad normalny standardowy |

Rozktad normalny standardowy - wtasnos
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| Dystrybuana rozkladu normalnego standardowego |

V4
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=2

)
)

1
norm

la roz
uogolni¢ na r. Gaussa
b

+b
6zmy, ze znamy

x)

a

(

, wewnatrz przedziatu
mo

lec
standardowego x
0
2CI)0(|X|

2P

(x)

X
 Ze wzgledu na asymetrie gesto
—|x|

0

)

)
Dystrybuante r

ICZNnie

O

<X

V4

Gaussa x

(
(

| X|>x
Analog
2X
P(|X]|

(

Punkt przeg

Zat
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P
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Rozktad normalny standardowy - wtasnosci

* Wtedy szczegolnie interesujgce
jest obliczenie wystepowania

) i ) L. |68.26%|
zmiennej los. dla wielokrotnosci / \

odchylenia standardowego:

nb N

P(|Y—al<no)=2d®, m —1=2d,(n)-1 :% ~! \\Mx
° Otrzymamy Wtedy 66 -50 40 -3¢ -20 -1lo¢ 0 +1lo +20 +3¢ +4c +50 +b60
P(|Y—a|<0)=68,3% P(|[Y—al>0)=31,7% < 99.9937% !
P([Y-al<20)=954% P(|Y-a>20)=4,6% | ) I " :
P(|Y—a|<30)=99,8% P(|Y—al>30)=0,2%
 Z Wyktadu 1 pamietamy, ze

wspotczynnik rozszerzenia niepewnosc Detections

typu A zwykle jest miedzy 2 a 3 — tu widac 1

dlaczego

* W nauce przez odchylenie standardowe
okreSlamy rowniez réznice w obserwowanym _
sygnalne eksperymentalnym w stosunku do i s
sytuacji, gdy efektu fizycznego nie ma
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Wielokrotnosci sigma

* ldealnym przyktadem jest odkrycie

bozonu Higgsa

* W fizyce czastek przyjeto sie, ze
dopiero majac odchylenie 50
mozna mowic¢ o odkryciu:

P(]Y —al<50)=99,99994 %

3 lata

-
<
L

Local p-value
o
w

—r
=
w

103

10"
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CMS Preliminary ys=7TeV,L<5.1f"

LIVE

The Nobel Prize in Physics 2013

#tNobe

R&znica na takim poziomie wymagata
zebrania duzej ilosci danych, stad
potwierdzenie jego istnienia zajeto ponad

Vs=8TeV,L<12.2fb"

T T

3
-
~ .

-
-~
LY

(Prize

@ Nobelprize,org

b (8 TeV) + 5.1 fb™" (7 TeV)

s 19.7
x10°F
355_ CMS

TEHowy

3p

io=11450%
-, =124.70  0.34 GeV

S/(S+B) weighted events / GeV

S/(S+B) weighted sum
¢ Data

— S+B fits (weighted sum)
-=-- B component

60
i “.‘\/ 7o
; = Combined obs. |*, 7:
| |=== Exp.for SMH | % -
| H— bb —8c
i:E:W B 110 115 120 125 130 135 140 145 150
|| —H - ww ] m GeV
— o2 ! \ Y | 1 YY ( )
7\III|IIII|IIIII\IIIIII’IIIIII\I7
110 115 120 125 130 135 140 145
m, (GeV) '
" 44 | 43
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