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Jednoczesne pomiary dwoch wielkosci

* W przypadku znakomitej wiekszosci pomiarow jednoczesnie
mierzymy dwie i wiece] wielkosci fizycznych (np. napiecie i
natezenie pradu w obwodzie)

* Analogicznie w badaniach spotecznych, mozemy badac
jednoczesnie kilka cech populacji (np. zamoznosc i diugosc
Zycia)

* Kluczowe pytanie — czy (i jesli tak to jaka) jest zaleznosc
miedzy tymi wielkoSciami? Jak jedna wielkoSc wptywa na
druga’? Innymi stowy: jakie sg korelacje mledzy tym| zmiennymi?

Fluctuations in Grad Student Figure 8 Life expectancy at birth vs average

En ollment (Sce‘.'nce& Engineering) Fluctuations in the
Une mploym nt Rate

-/l\ A

40000
leeland
15 — Cosla Rica Malt ™

9 Cuba @ ® @ dhike v e e '... .
f o’ ';o ®e KLY * ® e 5l

05 S Pt Seegr v
=& | 0 70 ;-‘ - ‘o ® e

®e

-0.5 . ® ® Russian Federation
A

-1.5

cy at birth (years)
-

JORGE CHAM © 2008

Correlation ~
o ient: p 2 D-El:‘.:?-iéi?i'g'ﬂ

i Bleays waried @
Te go To grad »é "10—-'... ™ aziland

! . Guess Who's Coming to Grad School? __ <"

abon
b @ South Africa
@ Bolswana
ke ‘ Swatzilan
e "
o
(A = i dv =
M Sources: NSFBureau of Labor Statistics, Fluctuations oblained by
Ly B sublracting the mean ragression lina from the absolute valies Jl‘f 30 T T T T T T T T T T
: B '-_'I._, == 0 5000 10,000 15,000 20,000 25,000 30,000 35,000 40,000 45,000 50,000 -
¥ —
o\ Y— ) GDP per capita (PPP $2005)
' \

WiWW. PHRCOMICS. COM




Rozktad | dystrybuanta 2D

e W wyniku jednokrotnego pomiaru otrzymujemy dwie liczby:
- (x,y), ktore sg wartosciami zmiennej losowej X, oraz Y

* Rozktad prawdopodobienstwa:

f(X,Y):P(X:XnYZY) pij:P(X:Xi’Y:yj)
— rozktad prawdopod. jest unormowany
 rozkfad ciagty: f ff(x,y)dxdyzl
e rozklad dyskretny: < <
y y :E:}E:pU::l

i=1 j=1

* Dystrybuanta:
F(X,J’):P(X<X,y<Y)=_J;_J;f(X 'Ly ')dx'dy’ F<X):"ZX .Z;Y p;
* Jezeli dystrybuanta jest funkcja ciagta obu zrhienhych, to:
0 0
flx,y)= 8x8yF(X ,y)

* Prawdopodobienstwo: b d
P(a<X<b,c<Y<d)=fff (x,y)dxdy=F(b,d)—F(a,b)

'KADD 2019, Wyktad 3 4132



Zmienna losowa 2D - przyktad

* Dwuwymiarowy rozktad Gaussa:

A A

Funkcja gestosci
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Rozktady (gestosci) brzegowe

. Czesty problem doswiadczalny:

- mamy wynik pomiaru — zmienne losowe X, oraz Y, ale interesuje
nas tylko zaleznosc¢ od X dla dowolnego Y

- przykiad: gestosc prawdopodobienstwa zgonow wywotanych
pewnymi chorobami zakaznymi jest funkcja czasu i potozenia
geograficznego; w badaniach potrzebujemy zajac sie tylko
zaleznoscig czasowg

* Brzegowa gestosc¢ prawdopodobier'\stwa:

P(a<X<b,—0<Y<x) f“f (x,y)dy|dx= fg
ffx y)dy ff (x,y)d
. Dystrybuanty brzegowe
F (x)=lim F(x,y) Fy(y)=limF(x,y)

y->o© X0

'KADD 2019, Wyktad 3 6132



Rozktady (gestosci) brzegowe - przyktad

Gestosc prawdopodobienstwa
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Niezaleznos¢ zmiennych

Prawdopodobieristwo warunkowe: P (4) /P}BV\) P(ANB)
P(ANB) /

=>P(ANB)=P(A)P(B|A)

P(B|A)= (A

( ) y oy ij‘_ e X4 =3 =10
7 = = _5 i- ‘_---;.""'“‘"--L_ @
+ Dla zdarzeri niezaleznych: g0, > T e
= 2
P(BIA)I=P(B)=P(AnB)=P(A)P(B) Tt —

. . = = 4 =
* Analogicznie dla zmiennych losowych niezaleznych:

f(x,y)=g(x)h(y)
* Warunkowa gestosc¢ prawdopodobienstwa:

_f(x,y)
f<Y|X>— g(x)

* Prawdopodobienstwo warunkowe zmiennej losowe| Y przy
znanej wartosci zmiennej losowej X:

P(y<Y<y+dy|x<X<x+dx)=f(y|x)dy

* Rozktad brzegowy: n(y)=[ f(ylx)g(x)dx

—00
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Niezaleznos¢ zmiennych

* Dla zmiennych niezaleznych otrzymamy:

_f(x,y) _g(x)hly) _

* Wynik ten pokazuje tatwy do przewidzenia fakt — jakikolwiek
warunek narzucony na jedna zmienna nie moze wptynac na
rozktad drugiej zmiennej (jesli sg niezalezne)

'KADD 2019, Wyktad 3 9/32
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Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

e \Wartosc¢ oczekiwana

E(XY)= [ [ xf (x, y)dxdy E(xY)=3 3 xy,p,

i=1 :]_

* Jezeli mamy funkcje H(x,y), to wartos¢ oczekiwana:

f fH x,y)f(x,y)dxdy

. WarlanCJa
o’(x,Y)=E|E(X,v)-E(x,Y)}| o*(H(x,Y)=E|E(H(X,Y)-E(H(X,Y))
e Jezeli: H(x,y)=a-X+b-Y wOwcCzas. E(a-X+b-Y)=a-E(X)+b-E(Y)
* Moment zwykty rzedu I | m wzgledem zmiennych X 1 Y

A, =E(x'y™)
* Ogolniej — moment rzedu I i m wzgledem punktow a i b:

o, =E|(x—a)(y—b)"|

+ Momenty centralne: w,=E|(X—Ay) (Y —h,,)"

'KADD 2019, Wyktad 3 11/32



Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

 Momenty o specjalnym znaczeniu:

* Wariancja dla zmiennej aX+bY:

o’(a-X+b-Y)=E((a-X+b-Y)—E(a-X+b-Y)|=a’0°(X)+b’c*(Y)+2ab-cov(X,Y)

« Jezeli zalozymy funkcje H w postaci iloczynu: H(X,Y)=X-Y
E(X-Y)=E(X)E(Y)

* Wielkosci E(X), E(Y), o(X), o(Y) sa podobne jak w 1D

'KADD 2019, Wyktad 3 1232



Kowariancja

 Kowariancja cov(X,Y) nie ma odpowiednika w przypadku
rozktadow 1D

e Okresla ona wspolne zmiany zmiennych X 1Y
* Z definicji kowariancji wynika, ze:
- Jesli dodatnia, wartosci Y na ogot rosng przy wzroscie X

- jest ujemna, wartosci Y na ogot malejg przy wzroscie X

- jezeli nie ma zaleznosci miedzy X i Y, wowczas kowariancja
wynosi 0

cov(X,Y)=u,=E((X—E(X))(Y-E(Y)))=5E(X-Y)-E(X)-E(Y)

* Interpretacja: jezeli miedzy zmiennymi X 1 Y nie istnieje zadna
korelacja liniowa i istniejg ich wartosci oczekiwane, to
kowariancja przyjmuje wartosc¢ 0. Czyli:

cov(X,Y)=0=E(X-Y)=E(X)-E(Y)

'KADD 2019, Wyktad 3 13/32



Kowariancja

2B cov(X,Y)=0.0 8 cov(X,Y)=-0.75

0.06

0.04

0.02

> cov(X,Y)=0.5

0.14

012

-D.‘I

0.08

0.06

0.04

0.02

KADD



lancja

Kowar

Te)

N o

o °©

Iy <

p—

Y y__ __. __.

X’m GV; "_._ "_._

M——X —— _.“_____.______“_____.._“_____..”_______f
X w0 uw - [Iv} =

oE b & 3 2 3 &8

(A'x)

o Q

o O

o

=

X,m

el

(@)

o E

5

Y)=

0
m =0.0

cov(X

m

0.5
0.0

Y)=-
m

cov(X,
m

0

) [ 32

KADD 2



Wspotczynnik korelacji

 Wspotczynnik korelacji (Pearsona):
_cov(X,Y)
p(X’Y>_0(X)0(Y)
e Kowariancja i wspotczynnik korelacji to miary zaleznosci liniowej X
oraz Y.

* Mozna wykazac (patrz podrecznik Brandt), ze: —1<p(X,Y)<1

- wspotczynnik korelacji jest zatem wielkoscig znormalizowang

* WSspotczynnik korelacji ocenia jedynie liniowg zaleznosc¢
(nlekonlecznle musi tu by¢ zaleznosc przyczyna-skutek')
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Korelacja a niezaleznos¢ zmiennych

_,—I—'_'_'_'_'_

wrar .

f(x,y):gaus(x)-gq.ys()/) f(x,y)= 1/[( —b)-(c—d) _,f.a< x<b,c< y<d

i
3 3 2
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Przyktad - aktywnos¢ fiz. a cukrzyca

* Im mniejszy Physical Inactivity Index — tym wiekszy wysitek
fizyczny

* W hrabstwach USA o matej populacji inne czynniki rowniez moga
wptywac na cukrzyce

* Wysoka korelacja miedzy aktywnoscia fizycznag a cukrzyca w
krajach o wysokie] populacji (np. spowodowana miejskim trybem
Zycia)

18 * —Ten Least Populated
Counties

W
&
Q
£
=2
_rg 16 . - v = 0.0837x + 12.069
@ B R%=(0.0087
2 14 ’
ﬁ B
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E o = y = 0.3319x + 1.9078
L R%=0.596
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Physical Inactivity Index
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http://www.inquiriesjournal.com/articles/720/correlation-between-prevalence-of-diabetes-and-lack-of-physical-activity-in-alabama

Rozktad | dystrybuanta N-wymiarowa

. Mamy N zmiennych losowych:
(X, X,,....Xy)
* Rozktad prawdopodobienstwa:
f (X Xpery Xy )=P(X =X, X,= Xy, X y=Xy)
— rozktad prawdopod. jest unormowany
ff ffx1 X,y oy Xy )X, dX, ... dx y =1
* Dystrybuanta: F(x,,x,,..,xy)=P(x,<X,,x,<X,, xN\XN)=

_L.[O Jlff X 15X, N>dX'1dX'2...dX'N

—00 —0

* Jezeli dystrybuanta jest funkcjg cag%a, to:

0 o0 _0
f(X1,X2 XN) 8X18X2 aXNF(Xl » Xy 5. XN)
. Gestosc brzegowa zmiennej x..
.[f ff (X15Xg 50, Xy ) dX; dX, . d, d, ..dxy

'KADD 2019, Wyktad 3 20132



Wartos¢ oczek., wariancja, kowariancja

~+ Warto$¢ oczekiwana zmiennej X
X )=_f _f _f X, f(xl,xz,...,xN)dxldXZ...de:_f x.g.(x )dx

« Dla funkcji H(x,,x.,...,xy):
E(H x1 X5y ) f f IH (X1, Xy, Xy ) [ (X5 Xy 50, Xy ) dX,dX, ... dX

« Wariancja zmlen;ej X
o’(X,)=E|/ X, %[,
* Jezeli zmienne losowe sg niezalezne:
f (%0, %500, Xy) =91 (1) G5 (%5) e gy (X)
* taczny rozktad brzegowy dla dowolnych [ sposrod N zmiennych:

g ff ffx X, dxl+1 LdX

. Kowarlanqa pomiedzy zmiennymi x; i x:
cov(X,, X ;)=E[[X,—&][X ;=%

'KADD 2019, Wyktad 3 21132



Momenty
~« Przez analogie definiujemy réwniez momenty (zwykle):
A

L=E(X "X, X))

ll,lz,-.-’

* W szczegolnosci, wartosci oczekiwane:
}"100...0:E(X1):§<1

Moo 0=E (Xz):$<2

}\'OOO...N:E(XN>:‘§(N

* Momenty centralne:

Wi ,lN:E((X1_&1)11()(2_)A<2>12---<XN_)A<N>IN)

IELVERXD

* W szczegolnosci, wariancje:

w —El(X.—X 2 202 X . .
200...0 (( 1 1)) ( 1) Kowarlaana:

Mozo_,,ozE((Xz_)?z)z):Oz(Xz) li:lj:]_,' Vlk:()(l?fk;é])
oo =E (X =%, )2|=0%(X ) cy=cov(X,, X))=E[[X,— %) X ;= %)

J
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Zapis wektorowy

* N zmiennych losowych mozna przedstawi¢ jako N-wymiarowy wektor
(wektor losowy):. X
1

X1
x=|%> x=|%2
Funkcja gestosci: X, X,
f(x)=P(X=x] f
e Dystrybuanta: Wektor wartosci zmiennych losowych

F(x)=P(X<x)
* Jezeli istniejg pierwsze pochodne:
_ 0"
f<x)_8x18x2...8xN F(X)
e Wartosc oczekiawana funkcji H(X):

E[H(X)|=] H(x)f(x)dx

'KADD 2019, Wyktad 3 23132



Macierz kowariancji

* Macierz, ktorej elementy to odpowiednie momenty odpowiadajace
wariancjom | kowariancjom nazywamy macierzga kowarianciji:

Ci1 Cp ---Cyn

C=|C21 Cn " Cn

CN1CN2 .“CNN
- elementy ¢, dane sg wzorem na kowariancje:
c;=cov(X,, X;)=E||X,— &)X ;- %),
- elementy diagonalne c, to wariancje: c.=o*(X,)

— macierz kowariancji jest symetryczna: c;=c;

* wartosc oczekiwana w zapisie wektorowym: g(x)=x
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Macierz kowariancji

» Kazdy element ¢,
cl.j:E((Xi—&,.) (Xj_fj)T)

macierzy kowariancji mozemy interpretowac jako wartosc srednig
elementu o wskaznikach ij iloczynu diadycznego wektorow (x—x|"
| (X —X]

XT:(XLXZ...,XN) X=

* Wtedy macierz kowariancji mozemy zapisac krotko:

C=E|(X-%)(X-&)"]
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

* Zerknijmy na takg zaleznosc:

- konsumpcja margaryny w czasie i liczba rozwodow w stanie Maine
na 1000 osob

— wspotczynnik korelacji liniowej wynosi az 0,99!

— wynika to z faktu, ze obie zmienne sg skorelowane ze
wspolna zmienng — czasem a nie same ze sobg

Divorce rate Per capita
in Maine per Y . consumption of
1,000 people Correlation: 99% margarine (Ibs)

5.25 : | - 10
5.00 = '
| | 8
4.75 K | |
4.50 QhﬁﬁQ:::::\\\NM , : 6
4.25 \.--*’"'_'_"“““-‘
|

4.00 |

| | 2
3.75 | ‘
3.50°¢ —— : = ‘0

2000 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Source: US Census, USDA, tylervigen.com SPL
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacjl

* Podobne przyktady:

« Korelacje dwoch wielkosci zaleznych
od czasu mozna symulowac przez
btadzenie losowe (random walk):

— Im diuzszy przedziat czasowy

tym korelacja sie zwieksza

* Wygooglaj “spurious correlations”

Internet Explorer vs Murder Rate

18,000

17,200

16,400

15,600

14,800

14,000

90%

75%

60%

45%

30%

2006 2007 2008 2008 2010 2011

» Murders in US

W Internet Explorer Market Share

3,500,000

3,000,000

2,500,000

2,000,000

1,500,000 1

Fluctuations in Grad Student

Enroliment (Science & Engineering) Fluctuations in the
Unemployment Rate
15
L 1
05
d | o .
05 g
@
-1
18 -
:
Correlation o
Coefficient: p O[‘,-,f;ﬁsgiﬁw
rad sthool is For ‘
ﬁgt'mk.ers-.‘ wall Zn,ae;r ‘:Im H‘gﬂnrzd
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Rock Music Quality vs. US Oil Production

. Songs in "Rolling Stone 500
Greatest Songs of All Time"

=#=1I5 Crude il Field Production,
Lower 48 States (1,000 barrels)
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Guess Who's Coming to Grad School? __ ="

@ ' g
D 4t "
C, Sources: NSFBureau of Labor Statistics, Fluctuations obtainad by
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

Pounds of cheese

CONSUMTION OF CHEESE

MORE IPHONES MEANS
MORE PEOPLE DIE FROM
FALLING DOWN STAIRS

LET’S CHEER ON
THE TEAM, AND
WE'LL LOSE WEIGHT
$25B  Per capita
consumption
of high-fructose
20  cornsyrup
(us.) 65
15
55
10 Spending
on admission
to spectator
5 sports(U.s.) 45
2000 02 ‘04 ‘06 08

Number of people who drowned by falling into a pool

correlates wtih

Films Nicolas Cage appeared in

Correlation: 66.6% (r=0.666004, p>0.05)

2001 2002 2003 2004 2005

2001 2002 2003 2004 2005

-#- Nicholas Cage

correlates with 40M Deaths 2,000
TOTAL REVENUE GENERATED BY GOLF COURSES caused by
34 - : ) falls down
o Consumption of cheese per capita wl| 30 stairs -
@ Total revenue generated by =S ’
3215 golf courses = (u.s.)
c0F
315 PSS 20 1,950
-8 ®
30.25 7 g
297 T T T T T T T T T 16 10 1,925
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
0 1,900
2007 08 09 10
SOURCE TYLERVIGEN.COM
FROM “BEWARE SPURIOUS CORRELATIONS,” JUNE 2015
The real cause of increasing autism prevalence?
25000+ ) = 300000
A Autism =
200004 ™ Organic Food Sales %
m 200000 2 s 200
8 g 15000' g 140 drownings
o = w b
© = o <.
W E 10000_ E' ‘:? 120 drownings
& =100000 & :
il : b
5000+ r=0.8971 (p<0.0001) 3 E 100 drownings
8‘ &0 drownings
c“ L} L) ] L) L ¥ ¥ ‘; ¥ 4: L) u 9% 000
5 & g & &
K R i

Year

Sources: Organic Trade Association, 2011 Crganic Industry Survey, U.S. Department of Education, Office of Specaal

Education Programs, Data Analysis System (DANS), OMB# 1820-0043: "Children with Disabiliies Receiving Special

Education Under Parn B of the Indviduals
with Disabilities Education Act

75 LBS

—+ Swimming pool drownings

TO INCREASE AUTO
SALES, MARKET TRIPS
TO UNIVERSAL ORLANDO

8M Visitorsto 6M
Universal
Orlando’s

“Islands

7 of Adventure”
5
6
Sales of new
5 cars (U.S.) 4
2007 ‘08 ‘09
© HBR.ORG

2007 2008 2009

& films

4films

28e7 sejoyay

2 films

0films

2007 2008 2009
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

15

CONCLUSIONS

35
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of By T —
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T T T T T T T T T T 1
o 5 10
Chocolate Consumption (kg/yr/capita)
Figure 1. Correlation between Countries’ Annual Per Capita Chocolate Consumption and the Number of Nobel
Laureates per 10 Million Population.

« Jaki jest “problem” z tym artykutem?

Chocolate consumption enhances cognitive func-
tion, which is a sine qua non for winning the

Nobel Prize, and it closely correlates with the
number of Nobel laureates in each country. It
remains to be determined whether the consump-
tion of chocolate is the underlying mechanism
for the observed association with improved cog-
nitive function.

Dr. Messerli reports regular daily chocolate consumption,
mostly but not exclusively in the form of Lindt's dark varieties.

Disclosure forms provided by the author are available with the
full text of this article at NEJM.org.

From St. Luke's—Roosevelt Hospital and Columbia University,
New York.

This article was published on October 10, 2012, at NEJM.org.
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http://www.biostat.jhsph.edu/courses/bio621/misc/Chocolate%20consumption%20cognitive%20function%20and%20nobel%20laurates%20%28NEJM%29.pdf
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

“It’s only tongue in cheek,” said Franz Messerli, the New York doctor who did the chocolate

analysis. “Those among us who are in medicine and do research, they’ll immediately realize

that this basically is a joke.”

N AT ION A P O S T He compared it to the observation that after the Second World War in Germany, there were
distinct drops in both the human birth rate and the stork population, which led to the

A + FINANCIALPOST » NEWS + COMMENT » PERSONAL FINANCE « INVESTING « TECH + SPORTS » ARTS « LIFE + HEALTH - H0 tantalizing conclusion that these phenomena were related — that there were fewer babies

@ (ANADA = WORLD « ISRAFL& THEMIDDLEEAST « REIGIN « TORONTO « GRAPHCS « PHOTOS « EDTORSBLOG « W because there were fewer storks to bring them.

NE V‘{ S “There was a highly significant correlation,” Dr. Messerli said. “But when you think about this,
what happened after the Second World War in Germany was a building boom. Logically, storks

reesme oo e [Ress [EPC e rece [ Tump  Roreres like open air, they like farms, but they don’t like housing projects. And these small apartments
C()rrelati()n and causation: The gOOd are not conducive to have six and seven children ... So actually there is a rational reason why
Statistical les SOon behlnd Study storks dwindled and the number of children dwindled at the same time. So here you can find a
as Sociating drinking mﬂk and cause and effect relationship. But I have yet to find one for the chocolate consumption and the
Nobel pI‘iZGS Nobel prize winners.”

s e £z
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

| Mt Slope vs. Mean Pt Particle 1 |

+0.36

o |
§ ; Pion — .—70
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03 T o(y)=5.3-10
i | p(X|’-y):07|25 L 0
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Mt Slope
| Mean Pt Particle 1 vs Event Multiplicity |
=—0.36
- P - .16{]

e
5]
o

sredni ped poprzeczny (piony
(=] (=]
w w
w S

0.32

0.31

03=

—

cov(x,y)=0.32
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krotnosc

* Przyktady rzeczywistych
korelacji eksperymentalnych:

— gora — zaleznos¢ miedzy

Srednim pedem czastki
(pionu) a nachyleniem
rozktadu pedowego rozktadu

pedu

dot — praktycznie brak
korelacji pomiedzy zrednim
pedem czgstki (pionu) a
liczbg czastek
produkowanych w zderzeniu

B el
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

1/N,, 1/(2np.) E°N/(dp_dy) [(GeV/c)?]

i
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji
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