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Metoda najmniejszych
kwadratow
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* Przyktad: rozwazamy zmienng losowg X opisang standardowym
rozktadem Gaussa (srednia 0, odchylenie 1). Pobieramy 10-
elementowa probe, uzyskaliSmy srednig arytmetyczna: x=0,5

e Jak na podstawie te] jednej realizacji proby (np. wyniku
eksperymentu) mozemy stwierdzi¢, czy pochodzi ona z takiej
populacji? Innymi stowy, naszg hipoteza jest: proba losowa
pochodzi z rozktadu Gaussa o Sredniej 0 i odchyleniu 1

* Procedura weryfikacji hipotezy nazywana jest testem statystycznym

* Jezeli hipoteza jest stuszna (nasze zatozenie) to wartosc srednia
(bedaca réowniez zmienng losowa) X ma rozktad normalny ze Srednig
O i odchyleniem std. 1/,10

o’ (X)=+0(X)=—o-1=10"(X)=

ﬁ‘H
(@]
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Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak na podstawie konkretnej realizacji proby sprawdzic, czy
zatozona hipoteza jest prawdziwa?

- I: musimy ustali¢c pewng wartos¢ prawdopodobienstwa o (zwanego
poziomem istotnosci,z reguly mata wartosc, np. 0,01, albo 0,03,
czy 0,05)

- II: pytamy, czy prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych
wartosci proby jest mniejsze niz a: P(|X]|=0,5)<a

- nierdwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby préba
pochodzita z rozktadu okreSlonego przez testowang hipoteze -
mozemy ja odrzucic

- prawdopodobienstwo zaobserwowania tego, ze |X| jest duze,
jest bardzo mate, ale takie nam sie trafito — wiec
prawdopodobnie (z prawdodobienstwem 1-a) nasza hipoteza
nie jest stuszna

- lll: jesli prawdopodobienstwo jest mniejsze niz przyjeta wartosc
prawdopodobienstwa (poziom istotnosci) a, odrzucamy hipoteze na
zadanym poziomie istotnosci

~ KADD 2019, Wyktad 12 4138



Weryfikacja hipotez statystycznych

Rozktad wartosci $redniej X
><0.4F

0.4

= [ Test dwustronny P(|X|>x',)<a | = ETest jednostronny P(Xzx',)<a
0.351 np. x',=0,5 0.35-
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X X
» Jesli (w naszym przyktadzie) wartosc srednia znajduje sie w zaznaczonym
obszarze (nazywamy go obszarem krytycznym), to hipoteze odrzucamy

- Jesli oczekujemy rozktadu normalnego o sredniej O i matym odchyleniu
(np. 10), a z proby losowej (konkretny eksperyment) mamy srednig
1000, to ladujemy w “ogonie” rozktadu Ssredniej i na podstawie tej
konkretnej préby odrzucamy hipoteze (ale na podstawie innej proby
moglibysmy zaakceptowac)

~ KADD 2019, Wyktad 12 5138



Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku uzywamy innych wielkosci niz srednia:

- definiujemy jakas (wygodna dla nas) statystyke testowa T (np.
roznice miedzy wynikiem eksperymentu a krzywa teoretyczng)

— ustalamy poziom istotnosci o

- wyznaczamy taki zbior U, ktory okresla obszar zmiennosci
statystyki testowej T, taki ze prawdopodobienstwo znalezienia sie
W nim jest ograniczone wartoscig o: P(TeU)=a

— Z pobranej proby wyznaczamy konkretng wartosc¢ statystyki
testowej T". jezeli znajduje sie ona wewnatrz obszaru krytycznego
U, odrzucamy hipoteze (mowimy: krzywa teoretyczna nie opisuje
wyniku eksperymentu), czyli odrzucamy hipoteze, jezeli T'eu

~ KADD 2019, Wyktad 12 6138
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Test y* dobroci dopasowania

Mamy N pomiaréw g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o

Wartosci f;, i=1,2,...,N okreSlajg nam prawdziwy rozktad dane;
wielkosci mierzonej (np. znaleziony poprzez estymacje)

Dla kazdego pomiaru liczymy wielko$¢ u: u= g";f", i=1,2,...,N

i

Jesli nasza teoria (wartosci f) jest prawdziwa, to rozktady roznic u,
maja postac standardowego rozktadu normalnego — nasza hipoteza

Jesli tak, to rozktad y2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkosS¢:
o -9~ ]

T:Z “?:Z O,

i=1 i=1 !

(Subiektywnie) oczekujemy matej wartosci wielkosci T

Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegodlne roznice u,
przyjmujg duze wartosci (wartosc T jest duza)

Jak okresli¢c granice zmiennosci T ? Mozna zauwazyc, ze granica ta

jest okreslona kwantylem ;. , czyliilp(T>y> )=a | |F(x,)=P(X<x,)=¢q
P(X>x,)=1—q

KADD 2019, Wyktad 12 8138



Test x> dobroci dop

asowania

« Podsumowujac, w haszym przypadku

musimy dla danej

realizacji proby (wyniku eksperymentu) wyznaczyc¢ wartosc¢

testowa T'i porownac jg z odpowiednim kwantylem rozkiadu y2 o

odpowiedniej liczbie stopni swobody:

T>%1

* Jezeli ten warunek jest spetniony, to hipoteze odrzucamy (punkty
teoretyczne nie opisujg danych eksperymentalnych na zadanym

poziomie istotnosci)

» Skad wzigC kwantyl? Z tablic lub z dystrybuanty:
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Na podstawie
https://www.statystyczny.pl/hipotezy-statystyczne/
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Hipoteza zerowa | alternatywna

e Hipoteza moze bycC r6zna, przykitady hipotez:
- Sredni wzrost Polakéw to 175 cm
- 2% dzieci w wieku szkolnym nie lubi czekolady

— poziom szczescia dwie minuty po zjedzeniu duzej porcji lodow jest wyzszy niz
przed zjedzeniem tejze duzej porcji lodow

« Hipoteza zerowa (H,) to w uproszczeniu taka, gdy nie widzimy roznicy — np.
czujemy sie tak samo po zjedzeniu lodow jak przed

— w przypadku pomiarow, np. wartosc chi2 jest mata — teoria opisuje dane

« Hipoteza alternatywa (H,) to przeciwienstwo hipotezy zerowej, ktérg mozemy
zdefiniowac na kilka sposobow, np.:

- np. jest roznica w szczesciu w zjedzeniu lodow (test dwustronny)
— poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest mniejszy (test jednostronny)
- poziom szczescia po zjedzeniu lodow jest wiekszy (test jednostronny)

- w przypadku pomiarow chi2 jest duze - teoria nie opisuje danych (test
jednostronny — rozktad chi2 jest niesymetryczny)

Statystyka testowa - to funkcja proby, na podstawie ktorej wnioskuje sie o
odrzuceniu lub nie hipotezy statystycznej — wielkoSC majaca swoj rozktad prawd.

~ KADD 2019, Wyktad 12 11/38



Statystyka testowa

e Statystyka testowa - to funkcja proby,
na podstawie ktérej wnioskuje sie o QWY ITEOMAY
odrzuceniu lub nie hipotezy
statystycznej — wielkos¢ majgca swoj r
rozktad prawdopodobienstwa 5

« Z naszej proby losowej il I
(eksperymentu) dostajemy jedng LEWOSTRON A V
wartosC — ona znajduje sie gdzies w
tym rozktadzie

* Obszar krytyczny (obszar odrzucen) ”
jest zawsze na koricu rozktadu it

— jesli hipoteza mowi, ze cos jest

S PRAWOSTROAAY
rozne — dwustronny

- mniejsze lub wieksze — [t
jednostronny “,“'
hin

e Statystyka testowa ma swoj (rézny)
rozkiad zaréowno dla H, jak 1 H,!!!

~ KADD 2019, Wyktad 12 1238



Btad | rodzaju

 Btad | rodzaju to taki, gdzie odrzucamy hipoteze zerowa a byta ona
prawdziwa

— Jesli poziom szczescia po zjedzeniu duzej porcji lodow zupetnie sie
nie zmienia i (Srednio w populaciji) jestesmy tak samo szczesliwi
jak przed, a my odrzucimy te hipoteze na rzecz hipotezy
alternatywnej (na podstawie proby losowej), ze poziom szczescia
sie zmniejsza (np. przez te okropne wyrzuty sumienia, ze znowu
za duzo kalorii i bedzie trzeba teraz dwie godziny ¢wiczyc ) ), to
popeinimy wiasnie btad pierwszego rodzaju — bo odrzucilismy
hipoteze zerowa, ktdra byta prawdziwa

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju okresla poziom
istothosci o, stgd oczekujemy, by byt jak najmniejszy

KADD 2019, Wyktad 12 13 /38



Btad Il rodzaju

* Btad Il rodzaju to taki, gdy nie odrzucimy hipotezy fatszywe|

— ma on miejsce w sytuaciji, kiedy jednak ten poziom szczescia
przed zjedzeniem lodow i po zjedzeniu sie rozni. Jesli te wyrzuty
sumienia z powodu przyswojenia duzej dawki kalorii sg na tyle
powazne, ze pomimo zjedzenia czegos dobrego i smacznego,
wcale nie czujemy sie lepiej. | jesli poziom szczescia
zdecydowanie spada nam po zjedzeniu lodéw, a my stwierdzimy,
ze nie ma zadnej roznicy, to wtedy popetniamy btad Il rodzaju. Nie
odrzucamy hipotezy zerowej, mimo ze jest ona fatszywa.

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu Il rodzaju okreslamy jako 3

KADD 2019, Wyktad 12 14 | 38



Moc testu

I Moc testu (prawdopodobienstwo, ze prawidiowo odrzucimy hipoteze
zerowa) to 1-B. Inaczej mowiac jest to prawdopodobienstwo
niepopetnienia btedu Il rodzaju.

* Moc testu zalezy od kilku czynnikow:
- WielkosSci proby uzyte] w badaniu (im wieksza proba, tym wieksza

moc testu).

- Rzeczywiste] wielkosci efektu na tle losowe] zmiennosci w
populacii.

- Przyjetego poziomu istotnosci a (miedzy btedem |i Il rodzaju jest

taka zaleznosc, ze jezeli zwiekszamy prawdopodobienstwo
popeinienia danego btedu, jednoczesnie zmniejszamy je dla
drugieqgo).

critical t =2.00172 critical t =1.98447

0.2 4

0.1 -

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
3 2 -1 0 1 2 3 4 -2 0 2 4 B
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Moc testu

Moc testu:
interpretacja graficzna (1)

rozktady statystyki testowej przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej i alternatywnej

o= 0, o= 6,
i

! moc testu dla
/ hipotezy

X// alternatywnej

Eugﬁgif/”/f/,

i

i3

2
A R
i #E“ﬁﬂﬁﬂgﬁggg

N

c
\ btad I-go rodzaju
\

A RIS Oty btad ll-go rodzaju
N
W '1-‘.,’ Faculty of Econemic Sciences
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Przyktad: winny czy inny

* Przyktad dziatanie sagdéw moze poméc zrozumie€ nam, kiedy przyjmujemy hipoteze alternatywng i
dlaczego nieprzyjecie hipotezy alternatywnej nie oznacza, ze przyjmujemy hipoteze zerowa.

* Wyobrazmy sobie Pana X oskarzonego o kradziez diamentu Pani Y. Pan X staje przed sadem.

- Hipoteza zerowa w tym przypadku jest niewinno$¢ Pana X.

» Zakladamy, ze Pan X wcale tych diamentow nie ukradt, ze zrobita to sprzgtaczka, kucharka
albo Pani Y schowata je w innej szufladzie i zupetnie o tym zapomniata.

- Hipoteza alternatywna, to oczywiscie wina Pana X. Skoro nie jest niewinny, to znaczy, ze jednak
ukradt diamenty i powinien zostac przez sad skazany.

- Zatozeniem jednak podstawowym jest brak winy — sad musi znalezC przekonujgce argumenty,
zeby moc Pana X oskarzyc.

« Jesli je znajdzie — to znaczy, ze odrzuca hipoteze zerowa (tg o niewinnosci) na rzecz
hipotezy alternatywnej (ze Pan X jest winny przestepstwa).

« Jesli ich nie znajdzie, to (nawet jesli sad wcigz bedzie podejrzewad, ze cos sie w zachowaniu
Pana X nie zgadza i ze ta niewinnosc¢ wcale nie jest zbyt pewna) nie ma podstaw do

odrzucenia hipotezy zerowej. To wcale nie znaczy, ze Pan X nie ukradt diamentow. To
tylko oznacza, ze sad nie znalazt wystarczajacego dowodu.

e A gdzie tu btedy?

- Jesli Pan X ukradt diamenty i zostat skazany to sad sie nie pomylit. Jesli diamentow nie ukradt |
nie zostat uznany winnym, to réwniez nie ma zadnego btedu.

— Jesli nie ukradi, a poszedt do wiezienia, mamy do czynienia z btedem pierwszego rodzaju.
Natomiast jesli Pan X ukradt diamenty i zostat uniewinniony, to mamy do czynienia z btedem
drugiego rodzaju.

~ KADD 2019, Wyktad 12 17 /38



Btad Il rodzaju

« Ograniczenie btedéw drugiego rodzaju jest bardzo istothe w
niektorych testach. Np. w przypadku medycyny lepie;
powiedzie¢ zdrowemu pacjentowi, zeby zrobit dodatkowe
badanie (kiedy w przypadku zerowej hipotezy - pacjent jest
zdrowy - wyszto nam btednie podejrzenie choroby) niz
chorego pacjenta odesta¢ do domu bez leczenia z informacja,
ze jest zdrowy (btad drugiego rodzaju).

~ KADD 2019, Wyktad 12 18/ 38



Metoda najmniejszych kwadratow
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Metoda najmniejszych kwadratow
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Dalsza lektura

~« Polecam ponizsze strony:
- https://www.statystyczny.pl/hipotezy-statystyczne/
- http://pogotowiestatystyczne.pl/istotnosc-statystyczna/

- http://coin.wne.uw.edu.pl/azylicz/sm/sm09 2016.pdf

~ KADD 2019, Wyktad 12 2138
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Metoda najmniejszych
kwadratow
(least squares method)
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Metoda najmniejszych kwadratow

e Jedna z najwazniejszych metod estymacji parametrow jest
zaproponowana przez Legendre'a | Gaussa

 Metoda ta jest szczegolnym przypadkiem ogolniejsze] metody
najwiekszej wiarygodnosci (mozna jg z niej wyprowadzic)

e Zalozenia:
- wynik pomiaru y; przedstawiamy jako sume nieznanej wielkosci x
oraz niepewnosci pomiarowej ;. y,=x+e,
- dobieramy wielkosci g, tak, aby ich suma kwadratow byta
najmniejsza: 3 =3 (x—y P=min
« Metoda ta moze bi/(’: réwniez uzyta, gdy wielkosci y; nie sg wprost

Zwigzane z x, lecz sg to na przykitad kombinacje liniowe (lub
nieliniowe) wielu zmiennych x,, x,, ..., x

n

* Warto przejrzec rozdziat o MNK w podreczniku Brandta, gdzie
jest to wszystko bardzo doktadnie oméwione

~ KADD 2019, Wyktad 12 23138



Pomiary bezposrednie

I Przedstawione wyzej zatozenia to najprostszy przypadek pomiaru
bezposredniego o rownej doktadnosci

* Wykonujemy n pomiarow nieznanej wielkosci x (np. dtugosc stotu).
Wyniki pomiarow obarczone sg niepewnosciami g; o ktorych
zaktadamy, ze opisane sg rozktadem normalnym z wartoscig srednig
rowng zeru:

Yj=X*tEg; E(e;)=0 E(e?)zaz

J

- Zatem prawdopodobienstwo uzyskania wartosci y, jako wyniku
pojedynczego pomiaru (wewnatrz matego przedziatu dy) wynosi:

f.dy= exp _(yj—x)z dy
O EE N DT 3 »
* Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci (dla n pomiarow):
1 > > (y,—x)*+const
20 j=1

* Oczywiscie, szukamy maksimum funkcji (warunek wiarygodnosci):

['=—

[ =max

~ KADD 2019, Wyktad 12 24138



Pomiary bezposrednie

 Mozemy zauwazyc, ze warunek ten jest rownowazny warunkowi
(najmniejszych kwadratow):

MZZ(yj—x)ZZZ e?zmin
W tym przypadku estymatory:
')\{:)_/:%Z Y, 0'2<)_/>:()'2/n
j=1

e W ogélniejszyfn przypadku, gdy mamy rézne doktadnosci wynikow
pomiaru o;:

):0 E(ez-)zc5§=1/gj

Y =X+E€; E(e ;

 Wowczas warunek najmniejszych kwadratow wymaga

dodatkowej wagi: "y — xR "
M:Z (y] ZX) :Zgj<yj_x)2zzgj ?Zmin
j=1 - j=1 j=1

O;

-1

n

1
2

e Wtedy estymatory: 2. 9,¥,

X =17 0" (X)=

-1

Zgj
i=1

M
]
=
|

1

~ KADD 2019, Wyktad 12 2538



Pomiary bezposrednie

e Spodziewamy sie, ze wielkos¢ €=Y,—X ma rozktad normalny z
wartoscig srednig 0 | wariancja o;:

* Oczywiscie wtedy wielkoSC &/c; ma standardowy rozktad Gaussa

 Co to oznacza juz dobrze wiemy, suma:

 Ma znany juz nam rozktad x2 M=
0 n-1 stopniach swobody

* Przyktad: srednia wazona z pomiarow o roznej doktadnosci

— obliczamy wartoSc statej ficzycznej (np. masy neutralnej czastki K)
poprzez srednig wazong otrzymang w roznych grupach

eksperymentalnych M =7,2,liczba st. swob. n=4—1=3,0.=0.05, % 9s=7,82

L T e RS A7 )

~ KADD 2019, Wyktad 12 26138



Srednia wazona z pomiardw o réznej doki.

nr pomiaru Yj sigma_j sigma_j"2 aj gjxj Y_j—tildex e e"2*g j

1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
3 89,8 1,9 3,61 0,28 24,88 -9,01 81,15 22,48
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,5 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
6 107,4 2,5 6,25 0,16 17,18 8,59 73,81 11,81
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53
sum(g_j) 2,18
llo$¢ pomiardw 10 sum(x_jg_j) 215,12 M
tilde x 08,81 .
» iideepsion | 0461 * Przeprowadzajac test y2 na
-

M widzimy, ze hipoteze
} } nalezy odrzucic:

110
105

100
Kwantyle:

Xoo(9)=14,7
X(2),95(9):16,9
X(2),99(9):21’7

95

90

85




Przyktad - odrzucenie pomiarow

nr pomiaru Y] sigma_j sigma_j"2 g_] gjxj Y j—tildex e2 e"2*gj

1 99 1,7 2,89 0,35 34,26 0,19 0,04 0,01
2 102,3 2,2 4,84 0,21 21,14 3,49 12,19 2,52
4 105,4 2,6 6,76 0,15 15,59 6,59 43,45 6,43
5 101,2 3,9 12,25 0,08 8,26 2,39 5,72 0,47
|0
7 95,6 3,3 10,89 0,09 8,78 -3,21 10,29 0,95
8 99,4 2,7 7,29 0,14 13,64 0,59 0,35 0,05
9 101,2 2,7 7,29 0,14 13,88 2,39 5,72 0,78
10 97,2 1,3 1,69 0,59 57,51 -1,61 2,59 1,53
sum(g_j) 1,74
llo$¢ pomiaréw 10 sum(x_jg_j) 173,06 M
tilde x 99,45 . .
tide epsion | 057 | * Odrzucajgc pomiary
115

najbardziej odbiegajace od
Sredniej mamy wynik
spetniajacy test y2:

110
105

100
Kwantyle:

Xoo(7)=12,02
X(2),95(7): 14,07
X§,99(7): 18,47

95

90

85

aﬂ I I I | I I I | I I I | I I I | I I I | I




Pomiary posrednie - przypadek liniowy

Rozwazymy teraz bardziej ogolny przypadek wielu (r) nieznanych
wielkosci x, (i=1,2,...,r) mierzonych posrednio

Interesujgce nas wielkosci fizyczne x nie podlegajg pomiarom
bezposrednim, mierzymy natomiast liniowe kombinacje wielkosci x,

mierzonych juz bezposrednio wielkosci n;.

N;=PjotPj 1 X1 HPjp X+ 4P X, i=1,2 n wielkosci mierzonych
’ bezposrednio

Dla uproszczenia rachunkdéw, mozna to zapisac inaczej:

fi=m;+a,,+a;; x,+a;,;x,+...+a; x, =0

da.
. . ajl fJ:T]J+CIJO+aJTX:0

W postaci wektorowey: a,=|7
j=1,2,...,n
ajr

Jesli wszystko zdefiniujemy wektorowo:

M1 dyg dy dp - Ay,
n= ;2 a.=| 90 A=|91 G - Ay f=n+a,+Ax=0

0—

T]'r
g a,, a,, d,, .. dad,
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

I Oczywiscie nadal zakladamy, ze kazdy pomiar obarczony jest
niepewnoscig o rozktadzie normalnym:

y,=m+€,, E(e;)=0, E(e?):csf:l/gj y=n+e

 Poniewaz zmienne y; sg zmiennymi niezaleznymi, mozemy wariancje
przedstawi¢ w postaci diagonalnej macierzy kowariancji:

o; 0 .. 0 g 0 .. 0

0 o ... 0 e 11|10 g, ... O
Cy:Cez 2 Gy—Ge—Cy =C. = 2

0O 0 .. o 0 0 .. g,

* WstawialaC y=n+e 0O WZOIU f=n+a,+Ax=0 Otrzymujemy:
y—€e+a,+Ax=0

 Rozwigzujemy ten uktad ze wzgledu na x stosujac metode
najwieksze| Wiarygodnoéci (zaktadajac rozktad normalny pomiarow
). Wted "
yJ) 4 M= Z =L —Z (yj+a X+a10)—eTGye=(y+a0+Ax)TGy(y+a0+Ax)=min

2

J J

~ KADD 2019, Wyktad 12 30/38



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

* JesSli wprowadzimy: ¢=y+aq,

* Wowczas: m=(c+Ax)'G,(c+Ax)=min

 Mozna to dalej uproscic: /o, 0 .. O
o _gr_| 0 1/o, ... O

Gy_H H H=H"=

0 0 ... 1/o

» Jesli teraz wprowadzimy: c¢'=Hc¢ A'=HA
* Wowczas warunek nam sie upraszcza: M=(A'x+c')’=min
* Po rozwigzaniu dostajemy:
X=—A" ¢’
W praktyce uzywamy wzoru: X=—(A"A')'A"c¢'=—(A"G,A)A'G,c

 Zeby wyznaczyé niepewnosci pomiarowe musimy policzyé macierz
kowariancji:  G;'=(A"G,A)'=(A"A")

* Pierwiaski kwadratowe z elementdéw diagonalnych to niepewnosci
pomiarowe X (mimo, ze x nie podlegato bezposredniemu pomiarowi)
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

« Dla pomiarow bezposrednich ;.
AR+c=—A(A"G,A) "A' G, c+c
T - [11 M 7
y—¢ y+A(A G,A)"A'G,c—c - pomiary “poprawione
A( G,A) A G, c—a,
'=A(A'"G,A) 'A'=AG; A’

3! 31 m]
I

SZI

e WzOr n,=p;,tp;1x,+p;,x,*+...+p; x, bedzie rowniez prawdziwy dla
estymatorow

~ KADD 2019, Wyktad 12 32138



Pomiary posrednie - przypadek liniowy

* Przykiad: dopasowanie prostej do zbioru pomiarow

- mamy pomiary y; zalezne od pewnej zmiennej kontrolnej t, (np.
czasu)

- zaktadamy, ze wartosci zmiennej kontrolnej sg doktadnie znane
(zaniedbywane niepewnosci) — inaczej przypadek nieliniowy

- zakladamy liniowg postac. m;=y;,—€;=x,+x,t;
- 1 szukamy wielkosci x mierzonych posrednio
— postugujac sie notacjg macierzowa: n—x,—x,t=0 a,=0
- czyli szukamy ostatecznie wektor:

— wyniki pomiarow:

j 0 1 2 3

t 0.0 1.0 2.0 3.0

y 1.4 1.5 3.7 4.1
j 0.5 0.2 1.0 0.5

0}
J
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

. Obliczenia:

1 ¢, 1 0 1.4

A=— L6 |11 y=c=— é?
1 t, 1 2 :
4 0 0 O 2 0 0 O

c =0 25 00 g=|0 5 0 0

10 0 1 0 0O 01 O

0O 0 0 4 0O 0 0 2
20 2.8
5 5

A':_ !:_ 7.5 AyT y:_ 62.2
12 W ‘ (94.1
26 8.2
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

e Obliczenia c.d.: »
(ATAY 1=— 34 39| __1 [65 —39|_( 0.0943 —0.0556
39 65 689 |—39 34 —0.0556 0.0493

—(A"A") A" c'=—(A'G,A)A'G ¢

X

- (0.0943 —0.0556)(63.2):(0.636)

—0.0556 0.0493 /\94.1 1.066
ool S ] R0 uis, =022
0.636
S A w— 1.702
n= " 12.768 N= 4 pomiary, 2 parametry, co daje
3.834 n-2 =r =2 stopnie swobody.
. ZminimalizoWana suma kwadr. Zakladajac poziom istotno$ci 5% z tabel X°:
. 2 —
) X" s = 0.99.
"y =1 Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
M = = | =4.507
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Pomiary posrednie - przypadek liniowy

. Wykresy:

| Dopasowanie linii prostej | Pomiary poprawione |

~~

Ei_ si— TN]:.Y_E

.

Lo b b by by v b b by Lo oo b by by b b b v by gy
5.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 5.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

| Elipsa kowariancji | Pek prostych z elipsy kowariancji
» 1.5 - : : : : : : : : : - 6

14F

elipsa kowariancji

z macierzy kowariancji
Cs

1.3F
1.2F

1.1E

1

0.9F

08F
X 2SN AU FONRRE SR ST RPN OO U S S

P10 S SN RS RO TN SN SO

us,ulll,lu1”I,qulII63III,Iu4lllluslll,luﬁlIlﬁ-rlll,lua”lﬁgllll.l
0
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Dopasowanie wielomianu

* Poprzedni przyktad mozna uogoélni¢ na wielomian wyzszego rzedu:

n;=h,=x,+x,t,+Xx; t ...+ Xt

a,—

0
0

0

 Pomiary:

r—1

|

1

2

3

45

6 7

8

9 10

g

09 07 05 03 01 01 03 05 07 09

J |

8l 0 35 271 2 60 106 189 318 50

* Wynik:

Ff~x1~x2]~x3|[~x4]~x5]|~x6]| f M

1 57,85 9 | 83355
2| 82,66 991 8 | 585,45
3| 47,27 185,96 273,61 I 36,41
4 37,95 126,55( 312,02| 137,59 6 2,85
5 39,62 119,1] 276,49] 151,91 52,6 5 1,69
6 39,88 121,38 273,19| 136,57] 56,9 16,73 4 1,66

~ KADD 2019, Wyktad 12
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Przykladowe zadania na kolokwium z KADD (wyklad):

1) Dana jest dystrybuanta zmiennej X:

X (-inf, -2> (-2, 1> (1, 3> (3, inf)
F(x) 0 0.2 0.8 1.0
Wyznacz funkcje prawdopodobienstwa.

2) Zmienna losowa X ma funkcje prawdopodobienstwa postaci:

Ix 3 1 3 5
Ipi 0.1 0.2 0.5 0.2
Wyznaczyc funkcje prawdopodobienstwa zmienne U:

a) U =2X +3

h)U=X?

0) U= X5

Ponadto wyznaczy¢ wartosci oczekiwane i wariancje.

3) Zmienna losowa ma rozklad prawdopodobienstwa:

f(x) = c*sin(x) x in [0, ]

a) Dobrac stalg c, aby f(x) byla gestoscig prawdopodobienstwa

b) Wyznaczyc funkcje dystrybuanty

c) Wyznaczy¢ wartosc oczekiwang, wariancje, odchylenie standardowe
d) Wyznaczyc mediang

4) Zaproponowac metoda do generacji liczb z rozkladu potegowego

5) Zaproponowac metode do generacji liczb z rozkladu sinusoidalnego

6) Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad gestosci: f(x,y) = /(201 ) * exp(-0.5%(x"/4
+y*/25)). Zbada ¢, czy zmienne X, Y sa niezalezne, Podac sposdb na obliczenie (obliczyc): P(-
1<X<2, 0<¥Y<3)

7) Dane s3 dwie proby:
A) 21,19, 14, 27,25, 23,22, 18, 21 (N=19)
B) 16, 24,22, 21, 25, 21, 18 (N=7)

Czy przy poziomie istomosci 5% wariancja proby (B) jest mniejsza niz proby (A)?
8) Zweryfikuj hipoteze, ze 10 pomiarow zostalo wylosowane z populacji o wartosci sredniej 25.6?

Przyjmij, ze poziom istotnosci wynosi 10%, zaloz, ze populacji ma rozklad normalny.
Pomiary: 22.03, 27.05, 27.5, 22.7, 25.3, 26.2, 27.9, 21.2, 23.3, 25.5.
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Test t-Studenta

Mamy zmienng losowa X o rozkladzie normalnym. Pobieramy probe
losowg o liczebnosci N | wartosci Sredniej x

Wariancja wartosci sredniej. o*(X)=0*(X)/N

Dla dostatecznie duzych prob wartosc srednia z proby (na mocy

centralnego twierdzenia granicznego) ma rozktad normalny (x o(x))

. X —
Zmienna y=0<)—5 ma standardowy rozktad normalny

Na ogoét nie znamy jednak odchylenia standardowego o*(x)

Postugujemy sie estymatorem wariancji:

N

N
2 1 PSY: 2 _ 1 Y
SX_N_ljZ_l(Xj X) Sx N(N—l)j;<xj X)

Pytanie:_jak bardzo bedziemy odbiegac¢ od rozktadu Gaussa, jezeli
we wzorze na y zastgpimy odchylenie estymatorem?

Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze x=0 (kazdy rozkiad Gaussa
mozemy przesungc¢ o wartosc srednia)
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Test t-Studenta

* Rozpatrzmy zmienng losowa T zdefiniowang nastepujaco:
T=X/s,=X-/NIS,
* WielkoS¢ (N-1)s3=fs; ma rozkiad x2 o liczbie stopni swobody f=N-1
 WzO0r na zmiennag T zmieni sie ham zatem nastepujaco:
T=X/s¢=X-VN-+/fly
* Dystrybuanta zmiennej T bedzie okreslona wzorem:
1
LN |- F(E(f”)
X a L
r(l f)mﬁ

t

Lif+1)

1+—|? dt

f

F(t):P(T<t):P(
2

* A odpowiadajgca jej funkcja gestosci, noszgca nazwe rozktadu t-
Studenta:

£2 |5 (f+1)

1+7

i r %(f+1)

f(t) r(

%f)m f
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Hipoteza: zaktadamy, ze nasza populacja przewiduje wartosc
oczekiwang z populacji majacej rozktad normalny rowng A,

* Pobieramy prob@ o0 liczebnosSci N | wyznaczamy wartos¢ srednig x
oraz wariancje

e Jezeli przy zalozonym poziomie istotnosci a zachodzi nierdwnosc:
X -1 VN

|t|: SX >ta:tl—%oc

 Wtedy odrzucamy naszg hipoteze
* W p&yp;am(u testu jednostronnego

1 o

Sx
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Zastosowanie testu t-Studenta

* Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwaoch prob losowych z populacji X oraz Y o liczebnosSciach
N, iN,

* Hipoteza: rownosc wartosci srednich z obu populacji: x=y

e Zakladamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob majg rozktad normalny z wariancjami:

o’ (X)=c’(X)IN, o°(Y)=0"(Y)/N,

* Wariancje sa estymowane przez estymatory:
N,

N,

2= L S (x_xp stz (Y-

: N1<.N1_1)j=1 _ . ' Nl(Nl_l) =1 N
* ROznica wartosci srednich z proby rowniez ma rozkiad zblizony do
normalnego: A=x-v=o%*A)=c*X)+o*(Y)

« Jesli hipoteza jest prawdziwa, wowczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz /s (a) powinien podlegac rozktadowi Gaussa

e Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje
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Test roznic t-Studenta

« Skoro tak, to oczywiscie o’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomocg jednego estymatora jako srednig wazong z dwaoch prob:
,_ (N,=1)s3+(N,~1)s;
- <N1_1)+(N2_1)
* Wtedy mozemy zdefiniowacC estymatory:
N,+N, ,
NN,
* Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-Studenta
Z liczbg stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 __ 2 2 __
Sy=SIN, sy=s/N, s ,=sy+s;=

 ROwnos¢ wartosci srednich mozna wiec weryfikowac postugujac sie
testem rdéznic Studenta

* A/s(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwdch préb. Jej wartos¢
bezwzgledng poréwnujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nierownosc (spetniona — odrzucamy hipoteze):
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Rozktad t-Studenta

=1 « Jak widac, rozkiad t-
‘ Studenta jest symetryczny

4 wzgledem 0

5

6 * Rozkiad dazy do rozkiadu
o Gaussa gdy f-w

9 e Z symetrii wzgledem 0
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla

Gaussa): p(|<t)=2F([t)-1

e Mozemy wyznaczy¢ graniczne warto$ci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:

ff dt— (1—a), gdzie t' =t
2&

. Kwantyle U=t 1, sa stablicowane dla réznych poziomow istotnosci
a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)
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Test roznic t-Studenta - przyktad

N jaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 :
umer pomiaru rz;&z{;’:} rzy;q 021 004 38 1444 ° Mamy kwantyle

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 144 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 324 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ 2 05
8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 7

9 99 96 21,21 1,47 -4,8 23,04

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( —_ t)99’(27} 2 77
11 98 2,21 4,89 ’

Loowm op o L] 27) =ty (27)=3,05

14 102 1,79 3.2
15 103 2,79 7,78
16 101 0,79 0,62 ~ -e'OO’( ZD 2'tO 998( 27) 3943
17 99 -1,21 1,47 // -
18 100 0,21 0,04 -~ -
19 102 179 322 - - t0002(27)_t0999<27) 3’69
llo§é iard 19 10 - =z
Oscsﬁggqr:gow 100,21 100,8 ( -0,59 o H | pOtezy n |e m OZ na Od I'Z u C | C
Stopnie swobody 18 9
S 43,16 95,6
S/ 2,4 10,62
S 49,1
S”2 Delta 8,18
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