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Przyktady funkcji
wiarygodnosci i prawo
kombinacji niepewnosci

Wtasnosci asymptotyczne
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Prawo kombinacji niepewnosci

* Powrdcmy do problemu z poprzedniego wyktadu — wielokrotny pomiar
tej samej wielkosci z r6zng doktadnoscig, lub (réwnowaznie) problem

pobierania proby z rozktadow normalnych o jednakowej wartosci

sredniej A I roznych, lecz znanych wariancjach o,

~ KADD 2019, Wyktad 10
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Figure 9.1: Summary of the value of as(Myz) from various processes. The values
shown indicate the process and the measured value of a; extrapolated to p = M.
The error shown is the total error including theoretical uncertainties. The average
quoted in this report which comes from these measurements is also shown. See text

for discussion of errors.
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Prawo kombinacji niepewnosci

Jak pamietamy, logarytmiczna funkcja wiarygodnosci i jej pochodna
(rownanie wiarygodnosci) dla takiego przypadku:

N [y _ 4 | N ()
lz—lz (X 27\) +const l'zﬂ Z X > }\20
2 j=1 O; d =1 O

Mozemy r. wiarygodnosci przeksztaicic: Nox )
Nl X Z‘i ?
I — ]: —
['= _2_2 _2_2 2| N ——h|=0
j=t O; j=10; j=10; Z 1
| jego rozwigzanie: o

Estymator S jest nieobcigzonym estymatorem wartosci sredniej A.
Jaka jest niepewnosc¢ (wariancja) tego estymatora?

- W naszym przyktadzie — jaka jest niepewnosc¢ wartosci Sredniej state]
sprzezenia oddziatywania silnego na podstawie roznych pomiarow?

~ KADD 2019, Wyktad 10 5129



Przyktad - estymacja rozktadu norm.

— oraz logarytmiczna funkcje Wiarygodnoéci:

N
[(Q,6)=InL({,6)=In|6 " (2x) "
j=1 =1
— rownania wiarygodnosci: Wyktad 9 - przypomnienie
dl(,6)_ di({,6)_
di do
N N
o =22 K—gl(-1) . > X
aM,6) 0= [V]-N=04=1
du 20 = ="
N N )
. Z‘._X{J)_m Z(X{J}_m
dl{ "0):— n__j=t — 0= 2= L2
do 26 267 n

- dla formalnosci powinniSmy jeszcze sprawdzic drugie pochodne...

KADD 2019, Wykiad 9 17 ] 25



Prawo kombinacji niepewnosci

* Jesli teraz porownamy: N x )
S XY S w1 1221 o N1~
['= —2—2—222 5 N ! —A :Z_z()\.—k)
j=1 O; j=10; j=10; Zi j=1 0
e Ze wzorem z ostatniego wyktadu: j=1 O

['=A(M)(S—E(S))=A(A)(S—B(h)—\)
dla S=x i B(A)=0

['=IA (M)

Czyl:

AN

Widzimy, ze estymator ten ma rowniez minimalng wariancje. Jaka ona
jest? Postuzmy sie wzorem z ostatniego wyktadu:

A
=1/) —

WzOr ten okreslamy jako prawo kombinacji niepewnosci, lub (bardziej

kolokwialnie) “uSrednianie niepewnosci w kwadratach”

~ KADD 2019, Wyktad 10 7129



Prawo kombinacji niepewnosci

Mozemy zauwazyc, ze jezeli wszystkie pomiary majg jednakowag
doktadnosc, otrzymamy:
. 2

=X, o’(N)=Z
N

Analogicznie jak na Wykitadzie 7 i 8, gdy liczylismy wartos¢
oczekiwang | wariancje z proby za pomoca estymatorow

Whiosek: w zaleznosSci od potrzeb, mozemy stosowac podejscie
zarowno poprzez obliczanie estymatorow bezposrednio (jezeli
potrafimy je wprowadzi€), jak i poprzez metode najwiekszej
wiarygodnosci

~ KADD 2019, Wyktad 10 8129



Estymator wartosci oczekiwanej

Préba losowa

— wariancja sredniej arytmetyczme:

X+ X,+..+X, .
n — X

PRZYPOMNIENIE
WYKLAD 718

2

o’(X)=E|X—E(X)=E

= T E[(X,=%)+(X, =)+ +(X,~ )]

- 'boniewaz elementy préby losowej sa niezalezne:

Cov(X,, X;)=E((X,—%)(X,—&)|=0
- 1o upraszczamy nawias:

E\[(X,—R)+(X,—&%)+..+(X,— %) =E|(X,—2)*+(X,— 2)*+...+(X,— %]
=E(X,—%)+E(X,—%)'+..+E(X —%)'=0°(X,)+c’*(X,)+...+0°(X )=no’(X)

— zatem ostatecznie wariancja Sredniej arytmetycznej:

02(;—():#,102(;():%02(;()
— poniewaz wariancja rozktadu populacji jest jedng liczba, to:
lim o X|=0

Wykazalismy, ze estymator jest zgodny

~ KADD 2019, Wyktad 10 9/29



)
-
N
O
>
i
O
4+
O
-
>
V)
(O
O
V)
O
-
n
(O
=

funkc;ji

estymatorow i

SCl

/

wiarygodno




Wtasnosci asymptotyczne estymatorow

 Omowimy teraz niektore wtasnosci funkcji wiarygodnosSci | estymatorow
najwiekszej wiarygodnosci dla duzych prob, czyli N«

. Estymator S=A jest zdefiniowany jako rozwiazanie réwnania
wiarygodnosci:
N (J)
XN
()= LX)
j=1

f'

f(x7:n)
« Rozwijamy ['(A) na szereg Taylora wokét punktu  A=7%
« Czyli: I'(M)=1"(R)+(h=n)1""(R)+...

* Plerwszy wyraz z prawej strony znika (z uwagi na r. wiar.), drugg
pochodng mozemy zas zapisac jako (w granicy N > «):

=0 I(M)=E(1"*)=NE

A

=1""(N)=NE

>

. Jesli teraz postuzymy sie wzorem (poprz wyktad): I(A)=E(1")=—E(I"")

~ KADD 2019, Wyktad 10 11/ 29



Wtasnosci asymptotyczne estymatorow

analogicznie do

W takim przypadku mozemy zapisac:

TN rr(8)) 12 (7)) NA Y 2 0252 1N
['""(M)=E(I"(M))=—E(I"(h))=—I(L)=—1/b"q_ stata L»IA(MI

* Innymi stowy: zastgpilismy druga pochodng 02(5)2 L - >
logarytmicznej funkcji wiarygodnoscil'' (A ), ktora I(x) E(I17)

jest funkcja proby, liczba, ktora zalezy jedynie
od gestosci fi estymatora )

* Czyli nasze rozwiniecie na szereg Taylora (pomijajagc wyzsze wyrazy):
I'(M)=(=1/b*)(A=X)=1(N)=(=1/2b%) (A=K \+c
« Stalg c wzynaczamy podstawiajac: A=x=c=I(x)

* | ostatecznie dostajemy (k=const):

(L=2)
2 b’

[(W)=1(N)=—2= =L(N)=kexp

* Funkcja wiarygodnosci (dla duzych N) ma wiec rozktad normalny

~ KADD 2019, Wyktad 10 1229



Wtasnosci asymptotyczne estymatorow

Funkcja wiarygodnosci (dla duzych N) ma wiec rozktad normalny

_ )2 dl = )= A=N=+b
L(M)=kexp _(}\ 7;) a A=Ak, u(h)=b o

2b otrzymujemy —([(x)_[(k)>:§
Poniewaz estymowaliSmy parametr A mamy wiec:

S=x, E(S)=A\

Czyli ) jest nieobciazonym estymatorem o minimalnej wariancji wynoszacej:

R [0 S S

I(h) E(1*(x))  E{@"'(n))

Estymator ma wszystkie wiasciwosci (nieobcigzony, zgodny, z minimalng
wariancjg) jedynie w granicy N = o

Taki estymator nazywany jest estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym

Analogicznie mozemy powiedziec, ze funkcja wiarygodnosci jest
asymptotycznie normalna

~ KADD 2019, Wyktad 10 13/29



Wtasnosci asymptotyczne estymatorow

* PowiedzieliSmy sobie poprzednio, ze funkcja wiarygodnosci jest
miarg prawdopodobienstwa (rozktadem prawdopodobienstwa), ale
dla parametréw badanego rozktadu prawd. danej cechy

e Zatem estymacje parametru mozemy przedstawi¢ jako wynik i
hiepewnosé typu A:

A=k, u(h)=c(N\)
* Poniewaz funkcja wiarygodnosci asymptotycznie dgzy do rozktadu

normalnego, mozemy powiedziec, ze wartosc prawdziwa
estymowanego parametru zawarta jest w przedziale:

h—o(h)<h<h+o(N)
z prawdopodobienstwem 68,3% (“jeden sigma”)

* Podane zwiazki mozemy stosowac jedynie dla prob o duzym N,
doktadnosc przyblizen zalezy jednak rowniez od rozpatrywanej funkciji
gestosci — w kazdym przypadku musimy zdecydowac, czy powyzsza
procedura jest uprawniona do zastosowania

KADD 2019, Wyktad 10 14 | 29



Przyktad - wyznaczanie Sr. czasu zycia

* Przyktad: chcemy zbadac Sredni czas t zycia jadra jakiegos izotopu
promieniotwdrczego

* Prawdopodobienstwo ze, istniejace w chwili t=0 jadro
promieniotwaorcze rozpadnie sie w przedziale czasu od t do t+dt
WYNOSI:

1
f(t)dt=%exp|—t/T|dt

e Badamy oczywiscie pewna probke zawierajgca wiele jader — zalozmy,
ze zaobserwowaliSmy rozpady w chwilach: t, ¢, ...ty

* Konstruujemy zatem odpowiednig funkcje wiarygodnosci:

Zt

* Obliczamy logarytm i pierwszg pochodna;:

L(t) —exp —exp(—ﬂt)
T

I(r):lnL(r):—gf—Nlnr 1'<T):¥(2_1):ﬂ2(f_1)

~ KADD 2019, Wyktad 10 15/ 29



Przyktad - wyznaczanie Sr. czasu zycia

* Porownujac to ze wzorem:
['=A(MN)(S—E(S))=A(M)(S— B(x) N)

dla S=X i B(A)=0 1'( % ——1|==(t -1
N o’(S)= — ( ) T

I'=A(N)(%=2) |A(k

* Widzimy, ze rozwigzaniem o najwiekszej wiarygodnosci jest:
T=t o (T)=v/N=>dla t=T=t =20°(T)=t/N
 Wstawiajagc t=T=t do wzoru na I otrzymamy:

[(%)=] =—N(1+In7)

e Czyl:
—(1(7)-1(%))=N %+ln%—1

W tym wyrazeniu trudno jest rozpoznac¢ asymptotyczna postac
rownania jak tutaj: ~ —0) N
ot l(x)—l(x):—%o‘ bf) :L(K)Zkexp()(}\zb};)

~ KADD 2019, Wyktad 10 16/ 29



Przyktad - wyznaczanie Sr. czasu zycia

Czyli nie mozemy od razu zastosowac rozumowania, ze wartoc
prawdziwa estymowanego miesci sie w przedziale:

[ )

h—o(h)<h,<h+o(N)
z prawdopodobienstwem 68,3% (“1 sigma”)

Co zrobic? Jak zy¢? )

Mozemy jednak zdefiniowa¢ wartosci T. oraz - takie, ze:
T,=T+A, T_=T+A_

Ktore spetniaja warunek: —(l(m)—l(’ir’)):l

2
WzOr ten definiuje niepewnosci niesymetryczne (asymetryczne)

W granicy N->oo oczekiwalibysmy: A, A 2u(T)=0(7)

Patrz rysunek na nastepnym slajdzie

~ KADD 2019, Wyktad 10 17129



Przyktad - wyznaczanie Sr. czasu zycia

~\.b

E " AEU.b: 1 . .
o5} | n / Zost - / * Rysunek przedstawia funkcje:
aF N=2 aF . ~
A t=119 | ~(I=T g )==(1(7)=1(7))
0.3 0.3
: A.=0.56 - Co :
02F A =147 oz * Punkty t,, t_znajduja sie na
01 At=119 o1 przecigciu z prosta:
- 5 Lo
u:c"'d.'.r;"'1 1'.'5'"'2"5.5'"'3'":3..5""4"1.5"1',3, U:c"'d.s'"'1"'. """" 5 3 3 5 4 4 _(1<T)_l(’f)>:1/2
NI S L] * Krzyzem jest zaznaczony punkt:
E - E — . . . T — t
g E‘L 11_:?8 "4 {L 1?39 * Widzimy, ze wraz ze
03 A=036] A =0.25 zwiekszaniem sie N funkcja
02 A, =0.55| o2 A, =0.34 _ ~
o1f At=0.46 o1 At=0.32 _(l_lmax)—_<l<T)—l(T>)
Fa #x y Xf{x E;éx% % ><><>:<X>< ® .. -
N .""""z'.'s"'a'."'é.'s'"'i"!.'s"t": °c"'d.'5'"'>f"1'.'5'"':'a"'.i.'s"":l"'e'..'s'"'i"li.'s"t": e Coraz bardZIGJ przyblera
ot s ’ ksztatst symetrycznej paraboli a
05t & 05 niepewnosci asymetryczne
ol ?_=15g3 04f coraz mniej sie réznia od siebie
0.3:— - 0.3: ) - . ,
: A.-=018 1 13| « Whniosek: dla duzych préb f.
" A,=021) o 15/ wiaryg. ma rozktad Gaussa
0.1 A1=019 o1 A3
e u*& U % g X s BT
S T B - S - S X R - B S W 18 | 29'

'l,'l.' t,'l:
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~Jednoczesna estymacja kilku parametréw

Jak juz pamietamy, w najogolniejszym przypadku mamy pewng ilosc
p parametrow A=(r, A, k) ktore chcemy estymowaé. Wtedy funkcja
wiarygodnosSci i rownania wiarygodnosci:

N ‘ N
L:Hf(X(J)’)\‘> l:h‘lL:Zh‘lf(XU),)\) aa_}f’:(), l:1>2 )))) p
j=1 P i

Niestety, w przypadku wielu parametrow wszystko nam sie komplikuje
dodatkowo z uwagi na mozliwe korelacje pomiedzy parametrami

Analogicznie jak dla 1 parametru, rozwijamy funkcje wiarygodnosci:

L(xV x® X(j)?\,):ZN:lnf(X(j)'}\,) A=Ay by o0 )
j=1 2 2 2
, _ 0’1 0’1 0’1
na szereg Taylora wokot punktu: i Onon, T Gho%,
Korzystajac ze znikania 1-szych A o°l o°l 0’1
pochodnych dostajemy wtedy: OhOhy 922 7 0N 0M,
~ ~ ~ 2 2 2
—[1(M)=1(X)|=1/2(A=X)" A(A=R)+.. ol ol 0l
Oh,0h, ON,ON, YE

Gdzie macierz A:

~ KADD 2019, Wyktad 10



Jednoczesna estymacja kilku parametréw

W granicy N->oc0 mozna zastgpi¢ macierz A odpowiednimi
wartos$ciami oczekiwanymi (niezaleznymi od préby) B=E(A)

- de facto zamieniamy A, A,..,A, DA X, A,.., A

p

» Jesli zaniedbamy wyrazy wyzszych rzeddw w rozwinieciu na szereg
Taylora, dostaniemy wowczas funkcje wiarygodnosci postaci:

L:kexp(—1/2(?»—X)TB(7»—r?\\:)) C=B"

e Analogicznie jak dla jednego parametru, mamy tutaj p-wymiarowy
rozktad normalny z macierzg kowariancji (dla estymatorow)

 Wariancje estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci
dane sa przez elementy diagonalne macierzy C: o (A)=c;

* Elementy pozadiagonalne sg kowariancjami poszczegolnych par

estymatorow:  coy(%,,%,)=c Mo by s N
 Mozemy zdefiniowac Wspoiczynnlk korelacji miedzy
estymatorami: .~ ~ . cov(h, k)
p<)\’j:}\' >_ N g
" alky)o(hy)

~ KADD 2019, Wyktad 10 21129



Jednoczesna estymacja kilku parametréw

* Analogicznie jak w przypadku z jednym parametrem, niepewnoscig
estymacji (typu A) bedzie pierwiastek kwadratowy z wariancji
estymatora:

~y ~Y

U(N)IO(?\I-)Z\/CT-,-

* W przypadku 1D stwierdzilismy, ze za pomocg estymatora i jego
niepewnosci mozemy zdefiniowac przedziat obejmujacy wartosc
prawdziwag estymowanego parametru z prawdopodobienstwem 68,3%.
W przypadku wielowymiarowym przedziat ten bedzie okreslony rowniez
przez petng macierz kowariancji (zaleznosci miedzy parametrami)

* Innymi stowy: obszar taki sprowadza sie do elipsy kowariancji,
analogicznej jak dla zmiennych losowych — czyli mamy elipsy
kowariancji dla estymowanych parametrow naszego rozkiadu

 Rownanie elipsoidy kowariancji (p-wymiarowa przestrzen):
g(»)=1=2[1(»)~1(%)|=(A=1)"B(A—])

* Dla g(n)=1 mamy obszar ufnosci z prawdopodobienstwem 68,3%

KADD 2019, Wyktad 10 22 | 29
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~Jednoczesna estymacja kilku parametréw

* Przykiad: badamy zasieg czastek o w materii powstatych w wyniku
rozpadu promieniotworczego. Zasieg podlega rozktadowi
normalnemu wokot wartosci sredniej — Innymi stowy, w wyniku
eksperymentu mamy probe losowa o liczebnosci N z rozkiadu
normalnego

* Funkcja wiarygodnosci w tym przypadku:

i 2
v —(xV =, I b )
[ = [=InL=—— — N In'A\,—const
11:11 7\2\/2nexP Z: ’

N

>

NN
I\J

e Uktad rownan W|arygodn05(:|

7\' 61 1 Al (7) 2 N
= = x—=N ) ——=0
on, x;;( ) A,
. Rozwiqzanie.
N
X—l N (j) Z:(X(J)_)H)2
1_FZX '}\\:: j=1
j=1 2 N

~ KADD 2019, Wyktad 10 24 29



Jednoczesna estymacja kilku parametréw

Wyznaczamy macierz A, a nastepnie B | macierz C poprzez

policzenie drugich pochodnych | w granicy y -« zastgpienie ich

wartosciami oczekiwanymi:

2 .
’l__N F1 2 x9oa,
ory A oM ON, )

~> N
B= N/7\~2 ONZ C,:B_1: ;\glN 0

estymowanych parametrow

Elementy pozadiagonalne wynoszg 0, za

miedzy estymowanymi parametrami

—[1(A)=1(N)|=1/2(A=N)"A(A—A)+...
L:kexp(—1/2(k—X)TB(7»—X)) C

B=E(A), dla N>w,A=A

B—l

~ KADD 2019, Wyktad 10
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ON5

N
+

A

@21 __32 (X(j)_x1)2
_ 4

A

Elementy diagonalne macierzy C to odchylenia standardowe

em brak jest korelacji

o°1 o°1 o1
axi ON, O\, 0N ON,
o°1 o°1 o1
ON,O\, ON oM, 0N,
o°1 o°1 o1
ﬁkpﬁ?\.l 87\p87\2 O N>
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- Metoda najw. wiar. a programy do analizy

7.1 The Fit Method

The Fit method is implemented in ROOT for the histogram classes TH1 | the sparce histogram classes, THnSparse , the graph

classes, TGraph , TGraph2D and TMultiGraph for fitting a collection of Graphs with the same function.

7.1.1 The TH1::Fit Method

To fit a histogram programmatically, you can use the TH1::Fit method. Here is the signatures of THL1::Fit and an explanation
of the parameters:

TFitResultPtr Fit(TF1l *function, Option_t *option, Option_t *goption,
Axis t xxmin, Axis t xxmax)

® function a pointer to the fitted function (the fit model) object. One can also use the function name. This name may be one of
ROOT pre-defined function names or a user-defined function. See the next paragraph for the list of pre-defined functions.

e *pption: The second parameter is the fitting option. Here is the list of fitting options:
© “ W " Set all weights to 1 for non empty bins; ignore error bars

o “ WW " Set all weights to 1 including empty bins; ignore error bars

© * I " Use integral of function in bin instead of value at bin center
(Sl M| |s= |og likelihood method (default is chi-square method). To be used when the histogram represents count

O “ WL " Weighted log likelihood method. To be used when the histogram has been filled with weights different than 1.

o]

* P " Use Pearson chi-square method, using expected errors instead of the observed one given by TH1::GetBinError
(default case). The expected error is instead estimated from the the square-root of the bin function value.

KADD 2019, Wyktad 10 26 129



Metoda najw. wiar. a programy do analizy

« Use the pdf of observables and maximize the product of LS
] ] Entries 10000
likelihoods. Mean 10
RMS 2121

— In practice: minimize the -2*logarithm of the likelihoods

 Binned data
— Use Poisson pdf for bin content

32 f ndf 14.76 { 57
Constant 1866 + 22.9
Mean 110+ 0.0
Sigma 2,138 +0.015

— Example: data normally distributed

i b ( X.—X ) 2 b 1-1(‘ Invan‘aﬁmaﬁs I[S-;:""m
L= l_[ Poisson| N, Aexp|-15i= ] |
2 crz = - 4 2 09 g o =
i=hins g % 2w 2 e o =
T K B
 Unbinned data S| § 2 :
— Example: nﬁrmally distributed points about a = - g
) = % ................. *$++++ ................ Q
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— It looks familiar, doesn’t it? wonow w8
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* 10 uncertainty: increase of -2In. by 1




Metoda najw. wiar. a programy do analizy

myh2->Fit ("gaus","","",-2.,2.); * Some predefined fit functions
N available:
Function it Plotting || .. range — Exponential
name options options G .
— Gaussian
myh2->GetFunction (”gaus”)->Draw() ; — Landau
-~ Th t be used t o
: e ponter can be used 1o — Polynomial (up to 9 degree)
Retrieve a manipulate the function: plotting,
pointer to the changing style, inspecting
fitted TF1 parameters... e Most common options:

“1L.” likelihood fit

- “wL” likelihood fit with weighed
points

TFitResultPtr fitres = myh2->Fit(”"gaus”,”S”);

fitres->Parameter (2) ; — “Q” quiet mode: do not print info

fitres->ParError (2) ;
fitres->Chi2 () ;

Oon SCreen

: - “5” save the results in a
Fitres—>NAL(); TFitResultPtr opbect.




176N | s AN WA

P Ny L =R SRRV A
AN i 5[ TS,

W LA W | s Y I

L =" J]

TELU AWV e —

MEE VAW VEL L ST T ey e L

o VW B pAE TR IR e — PRI

R I LN 4 A ¥ D T - .

E: N L I A rrae—_ TN FEE o R
TR il VTEEAE S =" = i

Biiay W e oA AW o . AR

- i (NN - G EE SRR S R S
& AT L. i o L 3 e TR .. Er




	Slide1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29

