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Pobieranie proby

« Préba (ang. sample) nazywamy zespoét dosSwiadczen wykonywanych
w celu okresSlenia ksztattu (parametrow) poszukiwanego rozktadu:

- proba otrzymywana jest poprzez wybor
elementow z (czesto nieskonczonego)
zbioru wszystkich mozliwych doswiadczen
(wszystkich mozliwych pomiaréw),
zwanego populacja generalna

— probe o n sktadnikach nazywamy proba
n-wymiarowg

e Wiasciwosci proby losowey: O

- wybor kazdego elementu proby jest
niezalezny O

- kazdy element proby jest zmienng

losowa o takim samym rozktadzie 10
prawdopodobienstwa jak populacja : 9 9 L
gl().(l)ZQZ(X2>:"’:gn(Xn):f(X) Population

czyli
E(yx1>=E<x2>= E(X)=E(1)
o (X,)=0" (X,)= =0 (X, )= (X)

'KADD 2018, Wyktad 8 4128



Estymatory

« Kazda funkcja elementow proby nazywana jest statystyka
S=S(X,,X,,....,X,)

 Poszukujemy takich statystyk (estymacja), ktore pozwolg nam na
pods}aW|e proby wnioskowac o wtasnosciach (parametrach) catej
populacii

« Estymator to statystyka, ktora pozwala nam na wnioskowanie o
zadanym parametrze rozktadu populacji

e Oczekujemy, aby dany estymator byt.

- nhieobciazony, jezeli niezaleznie od liczebnosSci proby jego
wartosc oczekiwana jest rowna wartosci estymowanego
parametru:

E(S(X,,X,,...,X,)|=A, dla kazdego n
- zgodny, jezeli jego wariancja znika:

limo(S(X, X,....X,)

n

=0

n-> o

'KADD 2018, Wyktad 8 528



Estymatory

« Zadaniem badan eksperymentalnych jest wyznaczanie nieznanych
parametrow rozktadow, np. opisujgcych rézne prawa fizyczne

« Mozemy jedynie otrzymywac przyblizone oszacowania (estymacje)
tych parametrow poprzez przeprowadzanie eksperymentow (wybor
prob losowych)

« Parametry badanych rozktadow (praw fizycznych) wyznaczamy przez
estymatory

« Jezeli uda nam sie znalez¢ dla danego parametru estymator
nieobcigzony i zgodny, to jestesmy w stanie okreslic ten parametr z
dowolng doktadnoscig (tym wiekszg, im wieksza jest liczebnoSc proby
losowe| — liczba pomiarow)

« Nigdy nie jesteSmy w stanie podac¢ w 100% doktadnych wartosci
parametrow badanego rozktadu (prawa fizycznego)

KADD 2018, Wykiad 8 6128



Estymator wartosci oczekiwanej

Populacja
- opisana funkcja gestosci:
f(x)=P(X=x)

- posiada wartosc
oczekiwang:

E(X):&:onf(x)dx

- wartosc¢ oczekiwana
rozktadu to jedna liczba

e Nie jest zmienng losowg

 chcemy go zmierzyc
doswiadczalnie

- np. dla rozkt. Gaussa:

1 —(X—2M)2
f(x)moe 1
fxf Jdx=u

Préba losowa

- zaktadmy, ze Srednia
arytmetyczna z elementow
proby jest estymatorem
wartosci oczekiwanej

- Srednia arytmetyczna jest
statystyka:

X—l(X +X,+... X,
n

- Jest zmienna losowa
(zalezy od elementow proby)

- posiada swojg warto$é
oczekiwana oraz wariancje

- oczekujemy, ze bedzie ona
estymatorem nieobcigzonym i
zgodnym wartosci oczekiwanej
populacji:

E(X|=E(X)=%, dlakazdego n
lim o(X|=0

n-» oo

- jak to sprawdzic?

'KADD 2018, Wyktad 8
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Estymator wartosci oczekiwanej

Préba losowa

- Srednia arytmetyczna z elem. proby jest statystyka:

> 1
XZH(X1+X2+“'XH)

- wartos¢ oczekiwana sredniej arytmetycznej:

E(X)=% E((X,+ X+ X, )= (E(X,)+E (X,) 4.+ E(X,)

1
n

nE(X)=E(X)=%&, dla kazdego n
Czyli wykazalismy, ze estymator jest nieobciazony
- wariancja Sredniej arytmetyczmej:
X, +X,+...+X, A)z]
— X

o’(X)=E|X—E(X)=E
1

n

E|[(X,—%)+(X,—&)+..+(X,—%)]|

Musimy pokazac, ze to wyrazenie zbiega do 0 dla duzych n

'KADD 2018, Wyktad 8
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Estymator wartosci oczekiwanej

Proba losowa
- wariancja sredniej arytmetyczme:

X, +X+.. +X, A)Z]
— X
n

o’(X)=E|X—E(X)=E

- L E[(X,= R+ (XA (XA

- poniewaz elementy proby losowe| sg niezalezne:
Cov(X,, X;)=E((X,—%)(X,—&)|=0
- to upraszczamy nawias:
E\[(X,—R)+(X,—&%)+..+(X,— %) =E|(X,—2)*+(X,— 2)*+...+(X,— %]
=E(X,—X)’+E(X,—%)'+..+E(X —%)=0°(X,)+0°(X,)+..+0’(X,)=no*(X)
— zatem ostatecznie wariancja Sredniej arytmetycznej:
oz(X):#n&(x):%gZ(x)
- poniewaz wariancja rozktadu populacji jest jedng liczba, to:

lim o(X|=0
n-ow Wykazalismy, ze estymator jest zgodny

'KADD 2018, Wyktad 8 9/28



Estymator wartosci oczekiwanej

Populacja

- opisana funkcja gestosci:
f(x)=P(X=x)

- posiada wartosc
oczekiwang:

E(X):&:onf(x)dx

- wartosc¢ oczekiwana
rozktadu to jedna liczba

e Nie jest zmienng losowg

- np. dla rozkt. Gaussa:
1 —(x—n)’

E(X)Z_J;xmge 27 dx=u

Préba losowa

- Srednia arytmetyczna z
elem. proby jest statystyka:

X:%(X1+X2+...Xn)

- Jest estymatorem nieobc. i
zgodnym wartosci
oczekiwane| rozktadu
populacji

- wartosc¢ oczekiwana
Sredniej arytmetyczney:

E(X|=E(X)=2%&, dlakazdego n

- wariancja .
(niepewnosc wyznaczenia)
Sredniej arytmetyczney:

o’(X)=30"(X)

Ale... zeby wyznaczyc¢ jej wartoS¢ musimy
znalez¢ estymator wariancji populacji *(X)

'KADD 2018, Wyktad 8
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Estymatory - podstawowe

« Przyktadowe estymatory nieobciazone:

- wartosci oczekiwanej populacji — srednia arytmetyczna z

proby: o
X:H(X1+X2+...+Xn)

- wariancji populacji - srednia odchylen kwadratowych:

SH(X) = (X, = X P+(X, = X P44 (X,~ X )
e Wariancje (niepewnosci) estymatorow:
— wariancja sredniej arytmetyczney:
02(X):%Sz(X):n(nl—l) i=1
- wariancja sredniej odchylen kwadratowych:

o*(5°(x))=8* (%) 27

. vaa?a' Wariancje estymatorow sa rowniez estymatorami — mozemy
wiec liczyC np. wariancje wariancji sredniej arytmetycznej, itd.

« Czy te wzory coS$ przypominaja?

[
>

|

<

'KADD 2018, Wyktad 8 11128



Przyktad 1 - pomiar bezposredni

~« Mierzymy przy pomocy suwmiarki bok preta d o przekroju
kwadratowym

« Doktadnos¢ suwmiarki
(niepewnoSc wzorcowaniay):

Ad=0,1mm

e Seria n=11 pomiarow (w mm): 12,5; 12,3; 12,6; 12,5; 12,6; 12,5; 12,4;
12,3;12,5; 12,4; 12;6

« Wynik (Srednia arytmetyczna): |d=2 d;=12,4727 mm

e Niepewnosc typu A: -

] uA(d):\/; n<n1_1) (d.—d)*+0,033278 mm

« Niepewnosc¢ typu B:

. u,(d)= Aél—o 057735 mm

. Niepewnoéc’: catkowita: WYKEAD 1

)=+ 1A (d)+u’(d)=0,06639 mm=~0,066 mm
. Wynlk:d:12,473(66)mm

'KADD 2018, Wyktad 8 1228
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Stopnie swobody

Wariancje populacji okreslamy przez sume kwadratow roznic:
=LY xexp= Y x- Y Yk -13'x
n-1g1 n=llg 7t on\lg ! n&

\ Dlaczego 1/n-1? To jest Srednia roznicy
kwadratow, powinno bycC 1/n

e Zajmijmy sie kwadratami réznic: ,

« Wartosci X, moga przybierac dowolne wartosci

« Dowolno&c ta jest jednak ograniczona ograniczony warunkiem
(wiezem) istnienia wartosci srednieyj:

_1v 7l
‘H; X,=D [X,—X|=0
« Mowimy, ze liczba stopni swobody dla sumy kwadratéw wynosi
n-1

e Suma kwadratoéw dzielona przez liczbe stopni swobody to
odchylenie Srednie kwadratowe (root-mean square - RMS)

'KADD 2018, Wyktad 8 1428
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Proby z rozktaddw czgstkowych

« Czasem mamy do czynienia z sytuacja, gdy nie da sie wybrac losowo
proby z populacji generalnej

« Mozemy jednak podzieli¢ populacje generalng na podpopulacje:

e Przyktad:

- badamy jakas ceche wszystkich studentow w Europie — populacja
generalna

— najtatwiej to zrobi¢ poprzez badanie tej cechy na poszczegolnych
uniwersytetach — podpopulacje

- rozktad podpopulacji nie jest taki sam jak rozkiad populacji
generalnej

- podpopulacje sg jednak zwigzane z catg populacja

« W jaki sposob wnioskowac o catej populacji na podstawie prob
losowych wybranych z podpopulacji?

'KADD 2018, Wyktad 8 16128



Proby z rozktaddw czgstkowych

t t
F(x)=P(X<x|x€G)=) P(X<x|X€G,)P(X€G,)=) P(XEG,)F,(x)=Dp
i=1

Dzielimy populacje generalng G na t podpolujacji G,
Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa nalezy do Gi:
P(XeG,)=p,
Podpopulacje G, ktore sg opisane gestosciami prawdopodobienstwa
f(x) 1 maja odpowiednie dystrybuanty F(x):
f f.(x)dx=P(X<x|x€G))
Dla catej] populacji mamy zatem

t

Filx)

1 1
i=1 i=1

~

Dla gesto$ci prawdopodobieristwa populacji: ~ f(x)=2 pifi(x

=1

Obliczamy wartos¢ oczekiwang populacji G:

X)Z_T xf (x)dx= Z plf xf (x)dx=

'M”
=
...><>

[l
—_

'KADD 2018, Wyktad 8 17128



Proby z rozktaddw czgstkowych

« Wartosc oczekiwana populacji G:

&:E(X):Ion(X>dXZ; pi]ixfi<x>dxzz PiX,

« Whniosek: wartos¢ oczekiwana z populacji to srednia wazona

wartosci oczekiwanych podpopulacji pomnozonych przez ich
prawdopodobienstwa

« Jak zatem wyznaczyC wariancje populacji na podstawie
podpopulacji?

o' (X)=El(X=%)")= X piE[[(X=&)+(x=2) |9 2 pilof+(3,- &

i=1 i=1

~
—~

« Whniosek: wariancja populacji jest srednig wazona wariancji z
podpopulacji o, i wariancji wartosci sredniej podpopulacji x; wzgledem
wartosci Sredniej z catej populacji x

« To nie koniec... Teraz musimy wybrac proby losowe z podpopulacji
| policzyC estymatory

'KADD 2018, Wyktad 8 18128



Proby z rozktaddw czgstkowych

. Teraz z kazdej padpopulacji wybierzmy probke o licznosci n, w sumie
n elementow: n= Z n. Srednia arytmetyczna z catej proby wynosi

wtedy:
Z Z X == Z nX,

11]1

« Wartosc¢ oczekiwana i wariancja (niepewnosc) sredniej z catej proby:

'KADD 2018, Wyktad 8 19728



Estymatory dla rozktaddw czgstkowych

e Zauwazmy jednak, ze wartosc srednia X, nie moze byC estymatorem
wartosci Sredniej z catej populacji x, gd%/z zalezy ona od dowolnego
wyboru wielkosci n, probek czgstkowyc

E(S(X,,X,,....X,)

=M\, dla kazdego n

- Jesli jednak porownany wzory na srednig z populacji | catej proby:
x=2., p;% X =13 nx,
i=1 n i=1

 To widac, ze jezeli warunek p;=n;/n jest spetniony, to wartos¢ srednia
z populacji x moze byC estymowana przez wyznaczenie najpierw
wartosci Srednich poszczegdlnych prob X, wewnatrz poszczegdlnych

podpopulacji, a potem przez wyrazenie:

X= Z p;X; - estymator wartosci $redniej z populacji
i=t p.  zalezeny od wartosci Srednich z prob
Di=—
n

- Wariancja powyzszego estymatora: o’[X|=2 pjo’(X,)=2 -
i=1 i=1 i

e Oczywiscie, chcielibysmy tak dobierac prc’)bki_, by byta ona jak
najmniejsza:

pZ
] 2
Lo

i

t
”i:nPiOi/Z PiO;
i=1

'KADD 2018, Wyktad 8 20128



Estymatory dla rozktaddw czgstkowych

« Gdzie my to wszystko wykorzystujemy | po co?

- Mozemy sobie wyobraziCc badania spoteczne, gdzie prébujemy
wnioskowac na temat catej populacji poprzez analizy
poszczegolnych podgrup (podpopulacji) — np. analizujemy dane na
temat wszystkich studentow w Europie poprzez poszczegolne
analizy studentéw poszczegolnych typow uczelni (np. osobno

techniczne, medyczne, ogolne)

- Albo rozktad powierzchni
zajmowanej przez pewien
gatunek trawy

- Czy przeprowadzamy
badania kliniczne leku
w wielu osrodkach
w rdéznych krajach

60
50
40
30
2

Percentage
=

1

[=]

Subpopulations

® Basal cover
® Fire damage

Rock cover (30 cm x 30 cm)
m Rock cover {50 cm x 50 cm)

| JBI T J| JI

populations

Total

FIGURE 6: Percentage basal grass cover, fire damage and rock cover per
subpopulation and total population of Haworthia koelmaniorum var. Mcmurtryi
within the study area.
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Pobieranie préby z rozktadu normalnego

Badamy populacje opisana rozktadem Gaussa o wartosci Sredniej a |
wariancji o2. Z te] populacji wybieramy probe o licznosci n

Napiszmy funkcje charakterystyczng tego rozktadu:
o, (t)=exp|ita)exp|—o’t’/2)

Oraz funkcje char. dla wartosci sredniej (patrz Brandt):
2 2\ |"
o

2

Rozpatrujac zmienna X-—a zamiast X dostaniemy:
02t2 \ watrtoéc'i[ éreo_lnliﬁ\ po_brar;e)j préby (czyli
B t)= _ estymaltor wielkoscCl a .
Czyli funkcje charakterystyczng rozktadu normalnego zmienionej
wariancji: o(x)=q2(x)/n

t
dx(t)=1exp [—ajexp -

Rozpatrzmy najprostszy przypadek — rozktad normalny (Srednia O |
odchylenie standardowe 1): ¢, (¢t)=exp|—t*/2n]

Pobieramy z niego probe n-elementows i tworzymy sume kwadratow:
2 w2 w2 2 2
Y =X"=X+X,+...+X]

'KADD 2018, Wyktad 8 23128



Pobieranie préby z rozktadu normalnego

Mozna udowodnic, ze dystrybuanta ma postac:

1 X2 A—1 —1/2u
F(y?)= d
(X ) F(K)Z}“{u € u

- gdzie *=1/2na n to liczba stopni swobody
1

r'(n)2"

e Otrzymujemy rozkiad gestosci pregvv)dopodobiehstwa:
f(x)=k-(x) e 2"

e Funkcja charakterystyczna rozktadu y2 ma postac:
0, (0)=(1-2it)”

« Korzystajac z jej wlasnosci funkcji charakterystycznej otrzymujemy
natychmiast, ze suma dwoch roznych 2 o n, i n, stopniach swobody
daje rowniez rozktad y? o n=n,+n, stopniach swobody

. Wprowadzajac oznaczenie: k=

'KADD 2018, Wyktad 8 24128



Pobieranie préby z rozktadu normalnego

« Ro&zniczkujac funkcje charakterystyczna mozemy wyznaczyC wartosc
oczekiwang | wariancje rozktadu yz2: E| X% =—i¢_."(0)=2h=n

E\(X*P|=—i¢ " (0)=41>+4
o*(X*)=E|(X’V|-(E[X*)'=42=2n
e Czyli wartosc srednia z rozktadu y2wynosi n a wariancja 2n

skala logarytmiczna
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Rozktad y? - zastosowanie

 Rozktad x2 stosuje sie jako miare ufnosci uzyskanego wyniku
(odchylenia elementow proby od wartosci Sredniej populacji). Im
mniejsza wartosc 2 tym pozornie stuszniejszy wynik. Jako miary
zaufania do wyniku uzywa sie wielkosci: ) )
W(x')=1-F(yx’)=p=1-«a

nazywanej poziomem ufnosci (zwykle podawanym w % ilosci
odchylen standardowych rozktadu normalnego o)

- wielkoScC o jest nazywana poziomem istothosci

« W rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z petnym
rozktadem Gaussa o dowolnym a | 0. Wprowadzamy wtedy
odpowiednie przeskalowanie

) , )
X2:X2:(X1 a) "'(Xz 02) +"'+<Xn a)

. . O : :
e a w ogolnym przypadku wielowymiarowym, gdy zmienne sg zalezne:

XZ:Xzz(X—a)TB(X—a)

'KADD 2018, Wyktad 8 26128



Rozktad y* a estymator wariancji

« Mozna udowodnié, ze zmienna losowa: n—1

S 47 estymatyor wariancji
O'

« ma rozkiad y2 z f—n 1 stopniami swobody. Wynika to stad, ze
wyrazenia (X .— X )’nie sa liniowo niezalezne (co juz wiemy). Kazde
dodatkowe réwnanie (wiezy) pomledzy wyrazeniami ( X —X)
redukuje liczbe stopni swobody o 1

e Poziomy ufnosci — przykiad:

CMS Preliminary {s=7TeV,L<5.1fb"' \s=8TeV,L<12.2fb"

$ 10 e s

S \, 0

o sF [~ RS

§10 ? ..... - \ / :550

—|109_ “"‘\\// 160
:: ““.‘ E?o .

10 | Combined = T, 1 P(|lY—a|<0)=68,3% P(|Y—a|>0)=31,7%
|| — H— bb 80

P e N P(|Y—a|<20)=95,4% P(|Y—a|>20)=4,6%
I P(|[Y—a|<30)=99,8% P(|]Y—a|>30)=0,2%

110 115 120 125 130 135 140 145
my (GeV)
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