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Rozkiad normailny standardowy

| Rozklad normalny standardowy |

» Gestosc prawdopodobienstwa:

— _ 1 —x*/2
[(x)=0y(x)=T2—e
- rozktad o Sredniej O i wariancji 1

e Dystrybuanta nie ma postaci
analityczne| (korzystamy z tabel)

« Rozkfad jest unormowany:

— 05
x
o
0.45
0.4°
0.35°
0.3F
0.25
0.2F

0155

[ e dx=v2m

| Dystrybuana

rozkladu normalnego standardowego |

« Jesli wprowadzimy zmienna:
Y=(X—a)lb

e Otrzymamy rozktad Gaussa:

—(\y—a)Z/Zb2

f(y)=0(y)=r5—e

— Srednia (przesuniecie): E(Y)=j=a
b

— odch. std. (szeroko$¢): o(Y)=

'KADD 2018, Wyktad 6
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Rozkiad normailny standardowy - wtasno
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| Rozklad normalny standardowy |

la rozktadu:

lec
standardowego x

Punkt przegi

=41

e}

=}

+b

a
6zmy, ze znamy

Gaussa x

o

o

Vd

SCI

dystrybuante

=D, (x)

yd

(x)

X
« Ze wzgledu na asymetrie gesto

Zal
FO

| Dystrybuana rozkladu normalnego standardowego |

(Ix1))

, wewnatrz przedziatu

0

— P

1

(

=2

—[x])

ol

=20

)

ICZNnie

| X|>x

(

p
Analog

2X

1

2(D0(|X|)_

P(|X|<x)=
Dystrybuante r

ZNa

MmO

. NOorm.
X—d
:(I)O b

D(y)

uogolni¢ na r. Gaussa
KADD 2018, Wyktad 6
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Rozktad normalny stondardowy - wtasnosci

« Witedy szczegOlnie interesujace
jest obliczenie wystepowania Wartos¢ stablicowana!

j i ] L. l68.26>.
zmiennej los. dla wielokrotnosSci
odchylenia standardowego:
nb /‘4 95.44% _;\
b _1:2(1)()(“)_1 :M”r/f' 9‘9~I73% I;\I\I\uf:C

° Otrzymamy Wtedy 60 <50 <40 30 20 -lo 0 +lo +20 430 +40 +50 +b6o
P(|Y—a|<0)=68,3% P(|[Y—al>0)=31,7%
P(|Y—a|<20)=95,4% P(|Y—al>20)=4,6% : | N )
P(|lY—al<30)=99,8% P(|]Y—a|>30)=0,2%
« Z Wyktadu 1 pamietamy, ze
wspotczynnik rozszerzenia niepewnosc Detections
typu A zwykle jest miedzy 2 a 3 — tu widaé T
dlaczego

P(|lY—al<no)=2®,

|~1 99.9937% 'r‘!

< 99.999943%

v

W nauce przez odchylenie standardowe
okreslamy roéwniez réznice w obserwowanym
sygnalne eksperymentalnym w stosunku do
sytuacji, gdy efektu fizycznego nie ma

Buckground

. ——> Mass
Mass of Higgs

KADD 2018, Wyktad 6 5134
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Centrailne twierdzenie graniczne

e Dlaczego rozktad normalny jest tak wazny w rachunku
prawdopodobienstwa i statystyce?

 MOwi o tym centralne twierdzenie graniczne (ang. central limit
theorem) — jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku
prawdopodobienstwa:

- Jezeli zmienne losowe X. sg zmiennymi niezaleznymi o

jednakowych wartosciach srednich a i odchyleniach
standardowych b, to rozktad normalny ma zmienna:

X=lim Y X, E(X)=na, o°(X)=nb’

n2>w j=1

- ponadto, zmienna =21 x =lim 12 X, ma rozktad normalny z:
n

n>w N i=1

E(§)=a, o’(xi)=b*/n

* Innymi stowy — majgc n niezaleznych zmiennych o jednakowym (ale
dowolnym!) rozktadzie, to ich suma dla duzych n zbiega do rozktadu
normalnego

'KADD 2018, Wyktad 6 7134



Centrailne twierdzenie graniczne - przykiad 1

 Wyobrazmy sobie eksperyment polegajacy na rzucie kostka
(kostkami) 1 obserwowaniu catkowitej liczby oczek:

- kolejne rzuty kostkg (kostkami) sg niezalezne

- jesli rzucamy kostka jednokrotnie (albo 1 kostka), to
prawdopodobienstwo uzyskania danej wartosci jest jednakowe

- Jesli rzucamy kostkg dwukrotnie (albo 2 kostkami), to
prawdopodobienstwo uzyskania sumy oczek nie jest juz

jednakowe
- jesli rzucimy kostkg n-krotnie (n-kostkami) — rozktad normalny
o ML) & iy, ™
E 4 913 4 5@ +§",/+¢§°’,,’ R e [lhisism:median;
I e refocneh ) o
&+ il | %Y il 0 B0 e
’ " 2 4 6 8 1012 +'¢'\°-"+*Q-°' 5 10 15 20 25 30 =1 %g %% %% % % I
< il S I 0 e o 5 e
ot alllllln.. | Sgve il OTE0EROHEE G OEEE EE BEE
%\ 3 6 9 12 15 18 +\ +& 6 12 18 24 30 36 Value MUS )
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Centraine twierdzenie graniczne - przykiod 2

« Wykonajmy doswiadczenie rzutu monetg — zmienne losowe X
przybierajg wartosci 1 (orzet) i O (reszka) z prawdopodobienstwem p i
q=1-p:

- rozktad dwumianow (n rzutow, k razy wypada wartosc 1):

E(X,)=p, o’(X,)=pq

E(X)=np, o (X)=npq

n pkqn—k X:Z Xl-
i=1

P(k)=P|[X=k|=W}= A

- wprowadzmy teraz zmienng unormowang U:

_n Xi—p 1
U_i; Vnp(1—p) np(1-p)\ =

1

g :Wp(l—p)(x_np)

- wtedy rozkitad prawdopodobienstwa przybiera postac:

n k—np
P(k)=P|X=k|=W;=P|U=
- zmienna losowa U™ ma rozktad normalny dla n — :
_ k—np . Twierdzenie
Pla<U<b|=P a<¢np(1_p)<b n- oo bo(b)= () de Moivre’a-Laplace’a

'KADD 2018, Wyktad 6 9134



- Centralne twierdzenie graniczne - przyktad 2

* Przyktad 1: wielokrotny rzut moneta

= 1

rozktad dwumianowy
(rzut moneta)

=5

= 1.0

Ak i,

* Przykiad 2: o0
Na linii produkcyjnej procesorow prawdopodobienstwo defektu
(zmienna losowa X) jest p=0.02. System online monitorowania jakosci
sprawdza n=1000 procesorow dziennie i zlicza liczbe defektow. Wiemy,
ze:

E(X)=np=1000-0.02=20 o(X)=+vnp(1—p)=+v100-0.02-0.98=4.427

e Z uwagi na tw. de Moivre’a - Laplace’a zmienna losowa X podlega w
przyblizeniu rozktadowi Gaussa o wartosci oczekiwanej 20 oraz
odchyleniu standardowemu 4.427. Przyktadowo, pozwala to nam
sprawdziC, czy dana partia nie “odbiega” zbytnio od 20 (miesci sie w
dopuszczalnym zakresie ‘sigma’)

'KADD 2018, Wyktad 6 10/ 34




Centralne twierdzenie graniczne - przyktad 2

e Ogodlniej: CTG mowi, ze rozkitad sredniej z pewnej proby losowej z
dowolnego rozktadu bedzie dazyt do rozktadu normalneg0'

Population distributio

Normal Skewed Uniform

- mamy dowolny rozktad losowy A _L_L_._L

pewnej zmiennej losowej 0
wart. ocz. p 1 odch. std. o

Smplgdtbt i mplm

— pobieramy probe losowg
(wybieramy n elementow z
rozktadu)

~ liczymy $rednia X z proby losowej
- rozktad normalny ma:

a<X "My,

o/vn

> ¢o(b)—¢o( ) Centralne Twierdzenie

a ]
P n-> oo Graniczne

'KADD 2018, Wyktad 6 11134



Centralne twierdzenie graniczne - przyktad 2

e Przyktad:

- wyobrazmy sobie, ze szacujemy wzrost w populacji osmioletnich
dzieci w Polsce. Rozktad populacji ma parametry: w, o

- wybieramy losowo 100 8-latkdw i liczymy srednig wartosc z préby
losowe] — X,

- nasz kolega wykonuje analogiczne doswiadczenie — dostaje inny
wynik — x,

- zaczynamy wiec pracowac razem, znowu wybieramy 100 8-latkdw
| dostajemy trzeci wynik —X,

- ale przeciez jest tylko jeden prawdziwy Sredni wzrost 8-latek w
cate] populacji!

- poniewaz Srednia z proby jest rowniez zmienng losowa,
mozemy wykonac¢ wielokrotnie probe losowa | dostac wiele
Srednich — otrzymujemy rozkiad wartosci Sredniej z proby

- jesli mamy duzo prob losowych — rozktad wartosci Sredniej z
préb dazy do rozktadu normalnego (CTG): N (u,o/vn)
'KADD 2018, Wyktad 6 12 /34




- Centralne twierdzenie graniczne - przyktad 2

https://www.youtube.com/watch?v=3SKwerKHbRk

1
rapdom annje (re?)

meon (%)
standort dewdfion (S)

n stgtishes

'KADD 2018, Wyktad 6 13 /34



- Centraine twierdzenie graniczne - przyktad 2

https://www.youtube.com/watch?v=3SKwerKHbRk

AN

X - appor
ranhh X | ng?mal
dlS"leL[\'b

52”_ A M\

..I—
j\ ‘.._ 2
| Yardon | My =

/3 _ DISTRIBUTION
Pagmelos u,ﬂ‘\ V0 OF THE SAMPIE
: MEAN

‘andpm n CENTRAL uMIT
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Centralne twierdzenie graniczne - przyktad 2

e Przyktad:

- wyobrazmy sobie, ze szacujemy wzrost w populacji osmioletnich
dzieci w Polsce. Rozktad populacji ma parametry: w, o

- wybieramy losowo 100 8-latkdw i liczymy srednig wartosc z préby
losowe] — X,

- nasz kolega wykonuje analogiczne doswiadczenie — dostaje inny
wynik — x,

- zaczynamy wiec pracowac razem, znowu wybieramy 100 8-latkdw
| dostajemy trzeci wynik —X,

- ale przeciez jest tylko jeden prawdziwy Sredni wzrost 8-latek w
cate] populacji!

- poniewaz Srednia z proby jest rowniez zmienng losowa,
mozemy wykonac¢ wielokrotnie probe losowa | dostac wiele
Srednich — otrzymujemy rozkiad wartosci Sredniej z proby

- jesli mamy duzo prob losowych — rozktad wartosci Sredniej z
préb dazy do rozktadu normalnego (CTG): N (u,o/vn)
'KADD 2018, Wyktad 6 15/ 34
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Model Laplace’a niepewnosci pomiarowych

« W 1783 roku Laplace zaproponowat nastepujaca interpretacje

niepewnosci pomiarowych:

niech m, bedzie wartoScig prawdziwg rozwazanej wielkosci

mierzonej

pomiar jest zaktocany przez duzg liczbe n niezaleznych
czynnikow, z ktorych kazdy powoduje odchylenie rzedu ¢

kazde zakitocenie powoduje rowne prawdopodobienstwo
wywotania zmiany mierzonej wartosci zaroOwno o +ei -¢

niepewnosc pomiaru jest zatem suma poszczegolnych zaktocen

rozktad niepewnosci opisany jest w takim przypadku rozktadem

dwumian OWYIM Liczba zakiécen

0

1

2

'KADD 2018, Wyktad 6 3
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Model Laplace’a niepewnosci pomiarowych

przy braku zakitdécen prawdopodobienstwo uzyskania m, bedzie
oczywiscie wynosic 1

przy jednym zaktéceniu prawdopodobienstwo dzieli sie po rowno na
dwie mozliwosci m +e oraz m,-¢

tak samo sie dzieje przy kazdym kolejnym zaktoceniu

oczywiscie, prawdopodobienstwa prowadzgce do tego samego
wyniku pomiarowego sie sumujag

jesli p=g=1/2, to model zachowuje sie identycznie jak tzw. trojkat
Pascala (obrazek po prawe))

analogicznie jak w przyktadzie 2 z CTG, wprowadzamy
zmienng standardowa;: Z(i cX _n€

U=

W granicyn->c rozktad jest normalny z wartoscia
oczekiwana 0 i odchyleniem standardowym +ne/2

Whiosek: niepewnosci opisane rozktadem Gaussa
sga wynikiem wielu matych niezaleznych zaburzen

'KADD 2018, Wyktad 6 18 /34
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Funkcja charokterystyczna rozktadu

* Dotychczas zajmowalismy sie tylko zmiennymi losowymi
rzeczywistymi (kazdej realizacji zdarzenia losowego mozna przypisac
liczbe rzeczywistg — zmienng losowa)

 Definicje mozna uogolni¢ na zmienne losowe zespolone, sktadajgce
sie z dwoch zmiennych losowych rzeczywistych: z=x +iy

« Wartosc¢ oczekiwana (z wkasnosci wart. 0cz.). E(Z)=E(X)+i-E(Y)

* Analogicznie, zmienne losowe zespolone sg niezalezne, jezeli
odpowiednio ich czesci rzeczywiste i urojone sg niezalezne

 Po co ham to wszystko? Do zdefiniowania funkcji
charakterystycznej rozktadu:

- X Jest zmienng losowg rzeczywistg o rozktadzie f(x) |
dystrybuancie F(x)

- Funkcja charakterystyczna zdefiniowana jest jako wartosc
oczekiwana:

¢(t)=E (expitX ))

'KADD 2018, Wyktad 6 20 /34



Funkcja charokterystyczna rozktadu

- zatem dla ciggte] zmiennej losowe]j jest to transformata Fouriera:

T exp (itx) f (x)dx
- dIa rozk}adow dyskretnych: ot Zexp itx.)P( X =x,)

fxf

- widac, ze mozna je otrzymac przez n- _krotne rézniczkowanie
funkcji charakterystycznej w punkcie t=0:
0"(0)=S 8 it | rexplion) f(x)ax = ¢7(0)=i"%,

- dla zmiennej losowej przesunietej o wartosc oczekiwang: Y=X —x

- jesli zdefiniujemy momenty: » =E(x

= funkqa charakterystyczna zmiennej Y dana Jest Jako
fexp it(x—%)) f(x)dx=¢(t)exp(—it %) _LEXP(HX)f(X)dX

- wowczas n-ta pochodna zwigzana jest z momentem zmiennej X
wzgledem wartosci oczekiwanej:

o(0)=i"u,=i"E[(X %)

- w szczegolnosci wariancja: o”(X )=—¢,(0)

'KADD 2018, Wyktad 6 21134



Funkcja charokterystyczna rozktadu

- odwracajac transformate Fouriera mozemy z funkcji
charakterystycznej otrzymac funkcje gestosci:

f(x fexp (—itx)p(t)dt

= |stn|eje Scisty jednoznaczny zwigzek miedzy dystrybuantg a
funkcjg charakterystyczng, nawet wtedy, gdy mamy do czynienia z
rozktadem dyskretynym, wtedy:

i T exp (itb)—exp(ita)

F(b)-F(a)=5-= : o () dt

- funkcji charakterystycznej i dystrybuanty mozna uzywac
zamiennie i przechodzi¢ z jednej do drugiej w miare potrzeb

- funkcja charakterystyczna sumy dwdch niezaleznych zmiennych:

W=X+Y = ¢, (t)=E|exp(it(X+Y))|=E exp(itX Jexp(itY)|=
=E exp(itX )| E |exp (itY)|=¢ () ¢ ()

'KADD 2018, Wyktad 6 22134



Funkcja charokterystyczna rozktadu

* Przyktadowe wtasnosci funkcji charakterystycznej dla wybranych
rozktadow:

rozktad Poissona: ¢(t)=exp|rle*—1]
suma rozktadow Poissona jest rowniez rozkladem Poissona:

q)(t):exp((}H_}\z)(eit_l)) -
—O0t
]

rozktad normalny: ¢(t)=explit X|exp

jezeli a=0, wowczas funkcja charakterystyczna o sredniej rownej O
ma postac (z doktadnoscig do czynnika normalizacyjnego)
gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. lloczyn

1.0

wariancji obu rozktadow jest rowny 1

rozktad jednorodny: f(X)=bia, a<x<b

_ 2 1
()= =g, 5in| 5 (ba)e
suma rozktadow Gaussa:

. il(a+b)t/2
Sin e

2

o, (t)=0, ¢, =exp(it X)exp|—o t’/2|exp (it y)exp|—oct’/2 o
u x Ty Yy

zexp(it(§<+j/))exp(—(0i+0§)t2/2)

'KADD 2018, Wyktad 6 23134
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Wiclowymiarowy rozktad Gaussa

Rozwazmy wektor zmiennych losowych: X=(X,X,..,X,

Gestosc¢ prawdopodobienstwa wielowymiarowego rozktadu normalnego:
1 T 1
¢ (x)=kexp —E(x—a) B(x—a —EQ(X)

e (gdzie a jest n-wymiarowym wektorem wart. oczekiwanych, natomiast B
jest dodatnio okreslong macierzg symetryczng o wymiarze n X n

=k exp g(x):(x—a)TB(x—a)

e Z symetrii rozktadu normalnego:

q)(x):E(X—a)ZJ _f (x—a)p(x)dx,...dx,=0 E(X)=a
o Jesli zr6zczniczkujemy to wyrazenle Wzgledem a.
f f [I —a)' B }q>( )dx, ...dx,=0

« Z def. wartosci oczekiwanej zawartos¢ nawiasu kwadratowego wynosi
0: E[I-(X—-a)(X—a)"B|=0 > E|(X—a)(X—a)"|B=1I

e Czylii C=E|(X—a)(X—a)"|=B""

 Macierz C jest macierzg kowariancji zmiennych losowych X

'KADD 2018, Wyktad 6 2534



Wiclowymiarowy rozktad Gaussa

e Przedyskutujmy rozktad dwoch zmiennych: X=[X, X,|

 Macierz C ma wtedy nastepujaca postac:

Cop o o cov(X, X,)
cov(X, X,) o,
* Odwracajac macierz C otrzymamy:
1 o) —cov(X, X,)
B: 2 2 2 ’
0,0,—cov(X, X,)|—cov(X, X,) o]

* W przypadku zmiennych niezaleznych (kowariancje wynoszg 0):

/o7 0

B.=
"l o 1/

« Wstawiajac B, do ogdlinego wzoru otrzymamy tgczng gestos¢ dwaoch
niezaleznych zmiennych losowych jako iloczyn dwoch rozktadow 1D:

1 (Xz_az)2

2
1 (Xl_al) exp|—+

Y 2
O,

k=
2T0,0,

q)(Xl,Xz):kEXP

2
0'2
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Wiclowymiarowy rozktad Gaussa

det B |3
(27)" _
 Wprowadzmy teraz zmienne zredukowane: U=——, i=1,2

e | wspétczynnik korelacji: p:COV(O.lol.’z Z)ZCOV(ULU2)

« WSspotczynnik k w ogolnym przypadku: k=

» Wtedy gestos¢ prawdopodobienstwa:

_1 __1 [1 —p
S9lu)|, B 1_p2(_p h )

« Szukamy linii statej gestosci prawdopodobienstwa poprzez
przyrownanie wyktadnika eksponensa do wartosci statej:

1 r 1 1 ) 1

—Hu Buz—zm(ul+u2+2ulu2p):—§g(u)zconst

« Jesli na moment przyjmiemy, ze g(u)=1 i wstawimy pierwotne
zmienne x,, x,

q)(ul’uz):kexp =k exp

1 7
—~u"B
Zu u

« Otrzymamy réwnanie elipsy (elipsy kowariancji) o srodku w (a,,a,),
ktorej osie gtowne tworzg kat a z osiami gtdbwnymi x,, x,:

2 2
(x,—a,) 7 X,—a, X,—a, (x,—a,) 12 (a2 o= 200,0,
2 4P70%G G, T L 9 2_ 2
1 2 o-—0o
O, O, 1702
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Elipsa kowariancji

2 2

* Wz0r ogolny na elipse (nieobrécong): X—2+§:1
a

* aibto wielka i mata potos elipsy

W naszym przypadku elipsa jest dodatkowo
obrocona o kat o, zalezny od wsp. korelacji

« Elipsa kowariancji zawsze zdefiniowana jest
wewnatrz prostokata srodku w (a,,a,) oraz

bokach o,, o,

» Jezeli wspotczynnik korelacji wynosi p==1 1
to elpisa kowariancji degeneruje sie do _ P
prostej pokrywajacej sie z jedng z
przekatnych prostokata : Pl

* Elipsa kowariancji jest linig statego prawdopod. &/ :

 Rysunek po prawey:

- punkty 112 majg takie samo prawdopodobienstwo

- prawdopodobienstwo punktu 3 jest wieksze niz 4
'KADD 2018, Wyktad 6 28|34




Elipsa kowarionc

—

0.5

QMM

—

Korelacja wydtuza
| obraca elipse

Rozmiar elipsy
zalezy od wariancii

Elipsa kowariancii
zawiera petna
Informacje o
macierzy
kowariancji (w
przypadku 2D)

W 3D — elipsoida
kowaraniacji

W nD —
hiperelipsoida
kowariancji

2934



COV(XI,XZ):0_75
a =a =0.0

c,=0,= 10

25

f(x,y)
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Elipsa kowarioncji

0. - | « Mozemy wyznaczac rowniez
o, N s ’ I INnne wartosci: g(u)=const#1
A \ << i . Kazda elipsa kowarianci
- f N - X [—).\‘}‘ a\‘ -
Cfr \\ ; okresla obszar
— — O prawdopodobienstwa
A h e SR N analogicznie jak w przypadku
%, 0, - 1D:

P(|X—a|<o)=68,3%

« Wartosc¢ prawdopodobienstwa
wewnatrz elipsy zalezy od
ilosci wymiarow, w 2D (dla
elipsy 1o):

P=39,3%

* Inne linie statego
prawdopodobienstwa (elipsy)
wyznaczajg inne wartosci
prawdopodobienstwa
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Elipsa kowariancji - wykorzystanie

Stature (mm)

o * Elipsy statego

a e o prawdopodobienstwa majg Sciste
powigzanie z przedziatami ufnosci
(o nich w przysztosci)

.  Np. najczesciej okresla sie elipse
S et zawierajaca prawdopodobienstwo
s 95% z wynikow danych

* Przykiad — korelacja wzrostu
(stature) - wagi (weight) cztowieka

2000

* Analizy tego typu (dwoch lub
wiecej zmiennych jednoczesnie)
nazywamy analizg (statystyka)
wielowymiarowa (multivariate
analysis, statistics)

1900 |

1800

1700

1600

1500

1400

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 ‘
32134
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Elipsa kowariancji - wykorzystanie

« Zaleznosc kata zgiecia w kostce od kata zgiecia w biodrze u
miodszych i starszych osob

Young Elderly

B --- 20%
— 0%

— 20%
— 50%
80 %

Q@ Q@
(@)] o)) g
C'_' Cr—"'!
c oD T o
(D) [4}] r v
QL o QLo -1 1
xl_l xl—l
= =
< <

Hip angle Hip angle
[deg] [deg]
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Elipsa kowariancji - wykorzystanie

Early hominins
KN?:'I-EH 1503

BAR 1002'00
/

Modern Humans
& fossil Homo

Great apes
cva
4 o : cV 1
M|_|_ _I L | L | LI | T T T I T 1T T T 1T LI \_
1.6—- ATLAS and CMS .
- LHCRun1 o - 1
1.4 Preliminary .
1.2- -
1 " .
0.8 ]
06 e [JATLAS g
T xSM  —68%CL [CJcMms ]
0.4~ +Best fit ---95% CL [CJATLAS+CMS
1 L1 | Ll 1 | L1 | 1 L1 Ll 11 | L1l | | -
07 08 09 1 11 12 13 14

Ky

Creel¥E OCO

Predicted nitrogen (%)

Predicted phosphorus (%)

3.5 (a) SRI3 ,
1 n=068 i
3.04 ry,=0.705 4
—_ RMSE, =0.275
;? g ki Q
< 2.59 bias = —0.032,~
£ 2.0
k=
z
s 1.54
3
g
= 1.0
Oy =011 % x +0.545, p < 0.01
0.5 T T T T T |
. 05 1.0 15 20 25 30 33
H. sapiens Measured nitrogen (%)
P. troglodytes
P. paniscus 049 _ 68 (d) SRI3 7
. v
g- govilla r,=0.648
. pygmaeus
P ~ RMSE,  =0.041
= 0.3 Val
O. tugenensis 3 bias = 0.002
A. afarensis g
*P. boisel" P
P. robustus =
early Homo =
Berg Aukas 2
= 0.1
<4 ’
(=W P
.7 y=0.618* x +0.086, p < 0.01
0.0 T . T - T |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Measured phosphorus (%)
E I T | T L) | T T T T N T T T
A . ATLAS ]
> L 4
e 5.5 =
% L 4
T i
m
: 5 —
ot B 1
© B J L dt=33-36 pb"
4 5 @ Data2010(s=7TeV) mmm totaluncertainty — —
[ O MsTwos ~@-sta ®sys ]
[ [] HERAPDF1.5 Lncerainty i
L A ABKMo09 68.3% CL ellipse area
4 ¢ JRros ol
-l 1 1 1 | | 1 1 1 1 | 1 1 1 I T
0.4 0.45 0.5 0.55

o . BR(Z/y*— I'T) [nb]

3.59

(b) PLSR ,

3.5+ (c) SPA-MLR

n=068 n=68 5"
304 Tva= 0738
_ RMSE, =0.258
£ 2.5 bias= —0.007
=
&
= 2.04
=
-
2 1.5
2
2
=~ 1.0
7 y=0.789 % x +0.469, p < 0.01 Lo y=0772%x+0.449,p < 0.01
D‘S T T T T T 1 O.S T T T T T 1
05 1.0 15 20 25 30 35 05 10 15 20 25 30 35
Measured nitrogen (%) Measured nitrogen (%)
047 , 68 (e) SVR - 04 . _ss3 (DSPA-MLR
1, 0.690 . 1= 0.641
03] RMSE, =0.040 S 034 RMSE, | = 0.042
bias = 0.004 ) e bias = 0.001
g
g
] e 024
0.2 2 0.2
=
2
0.1 7 2 0.1
v 2 =
, (-} F
;7 y=0.585*x+0.096, p < 0.01 ;7 y=0.630* x +0.082, p < 0.01
0.0 ———————— 00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Measured phosphorus (%)

Measured phosphorus (%)

45 — 1 T 1 ' 1 1 1 - 1 1 r1
L + Gas Mileage
40 Linear Fit of Gas Mileage n
| 195% Confidence Band of Gas Mileage
I 95% Prediction Band of Gas Mileage
35 |- 95% Confidence Ellipse (Mean) —
| —— 95% Confidence Ellipse (Prediction)
230 -
é L
o 25| -
o) L
1]
D20+ -
= L
® 15 1 .
Q] L
10 -
51 4
0t L | L | L | L | L | L | L | L | L | M
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Power (kw)
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