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Jednoczesne pomiary dwoch wielkosci

* W przypadku znakomitej wiekszosci pomiarow jednoczesnie
mierzymy dwie | wiece] wielkosSci fizycznych (np. napiecie |
natezenie pradu w obwodzie)

* Analogicznie w badaniach spotecznych, mozemy badac
jednoczesnie kilka cech populacji (np. zamoznosc i diugosc
Zycia)

* Kluczowe pytanie — czy (i jesli tak to jaka) jest zaleznosc
miedzy tymi wielkoSciami? Jak jedna wielkoSc wptywa na
druga? Innymi stowy: jakie sg korelacje mledzy tym| Zmiennymi?

Fluctuations in Grad Student Figure 8 Life expectancy at birth vs average

Enroliment (Science & Engineering) Fluctuations in the
Unemployment Rate
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Rozktad i dystrybuanta 2D

e W wyniku jednokrotnego pomiaru otrzymujemy dwie liczby:
- (x,y), ktore sg wartosciami zmiennej losowej X, oraz Y

* Rozktad prawdopodobienstwa:

f(X’Y):P(X:X:Y:)’) pij:P(X:Xi’Y:yj)
- rozktad prawdopod. jest unormowany
« rozkiad ciagly: | [ f(x,y)dxdy=1
o rozktad dyskretny: <% _
y y ;;Pij—l
« Dystrybuanta: T

F(x,y):P(x<X,y<Y):JX;Jy;f(x',y')dx'dy' F(x)= Z Z p;

itx; <X j:y,sY

» Jezeli dystrybuanta jest funkcja ciagta obu zmiennych, to:
flx,y)= 8ax aayF(x y)

* Prawdopodobienstwo: b d
P(a<Xx<b,c<y<d)=| [ f(x,y)dxdy=F(b,d)—F(a,b)

'KADD 2018, Wyktad 3 4132



Zmienna losowa 2D - przyktad

 Dwuwymiarowy rozktad Gaussa:

AN IO

Funkcja gestosci

w"!‘
R "‘ _
h ”&’a‘.!!\

AV

F(x,y)

Dystrybuanta

v,
"""”'""v“— 3
%@":‘0‘:‘““‘

N ] Ill»‘.” ' f‘f'"‘“.“_‘.‘.
R
ST
O]
B

2!

f(x,y>:N.eXp _

normalizacja

5/32



Rozktady (gestosci) brzegowe

. Czesty problem doswiadczalny:

- mamy wynik pomiaru — zmienne losowe X, oraz Y, ale interesuje
nas tylko zaleznos¢ od X dla dowolnego Y

- przyktad: gestosc prawdopodobienstwa zgondw wywotanych
pewnymi chorobami zakaznymi jest funkcjg czasu i potozenia
geograficznego; w badaniach potrzebujemy zajac sie tylko
zaleznoscig czasowa

 Brzegowa gestosc¢ prawdopodobienstwa:

brow b

P(a<X<b,—oo<Y<oo):f [_OO f(x,y)dy dx:f g(x)dx
glx)= ] flx,)dy )= ey

 Dystrybuanty brzegowe:

F (x)=lim F(x,y) Fy(y)=limF(x,y)

'KADD 2018, Wyktad 3 6132



Rozktady (gestosci) brzegowe - przykiad

Gestosc prawdopodobienstwa
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Niezaleznos¢ zmiennych

- Prawdopodobieristwo warunkowe: P (A) /P}BV‘) P(ANB)
P(B|A):P§DA<2;3>:P(AmB):P(A)P(B|A) / i~ % - Zx1=2 =1

» Dla zdarzen niezaleznych: ==_<a. ST
P(B|A)=P(B)=>P(ANB)=P(A)P(B) s TS f

* Analogicznie dla zmiennych losowych niezaleznych:

f(x,y)=g(x)h(y)
* Warunkowa gestosc¢ prawdopodobienstwa:

_flx,y)
f(Y|X>_ g(x)

* Prawdopodobienstwo warunkowe zmiennej losowej Y przy
znanej wartosci zmiennej losowej X:

P(y<Y<y+dy|x<X<x+dx)=f(y|x)dy

» Rozkiad brzegowy: h(y)= [ f(y|x)g(x)dx

—00

'KADD 2018, Wyktad 3 8132



Niezaleznos¢ zmiennych

* Dla zmiennych niezaleznych otrzymamy:

_flx,y) _g(x)hly) _
fylx)= R =h(y)

* Wynik ten pokazuje tatwy do przewidzenia fakt — jakikolwiek
warunek narzucony na jedna zmiennag nie moze wptynac na
rozktad drugiej zmiennej (jesli sa niezalezne)

'KADD 2018, Wyktad 3 9/32



Niezaleznos¢ zmiennych

ZMIENNE i ZMIENNE
NIEZALEZNE | § NIE NIEZALEZNE

ZMIENNE B ZMIENNE
NIE NIEZALEZNE | & NIE NIEZALEZNE
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Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

« Wartos¢ oczekiwana
E(XY)= [ [ o (x,y)dxdy E(xY)=3 3 xy,p,
« Jezeli mamy funkcje H(x,y), to wartosS¢ oczekiwana:
j fH x,y)f(x,y)dxdy
. WananCJa
o’(X,V)=E|E(X,Y)-E(x,Y)}| o*(H(x,v)=E|E(H(X,Y)-E(H(X,Y))

e Jezeli: wowczas:

H(x,y)=a-X+b'Y E(a-X+b-Y)=a-E(X)+b-E(Y)
« Moment zwykty rzedu I i m wzgledem zmiennych X 1 Y:
A, =E(x'y")
e Ogolniej — moment rzedu [ i m wzgledem punktow a i b:
o, =E|(x—a)(y—b)"|
 Momenty centralne: w,=E((X—2,) (Y —1y)"|

'KADD 2018, Wyktad 3 11132



Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

« Momenty o specjalnym znaczeniu:

 Wariancja dla zmiennej aX+bY:

o’(a-X+b-Y)=E((a-X+b-Y)—E(a-X+b-Y)|=a’0”(X )+b’c*(Y )+2ab-cov(X,Y)

« Jezeli zatozymy funkcje H w postaci iloczynu: g(x,v)=x-v
E(X-Y)=E(X)E(Y)

« Wielkosci E(X), E(Y), o(X), o(Y) sa podobne jak w 1D

'KADD 2018, Wyktad 3 1232



Kowarioncja

 Kowariancja cov(X,Y) nie ma odpowiednika w przypadku

rozktadow 1D

» Z definicji kowariancji wynika, ze:
- Jest dodatnia, gdy: x>% oraz y>y
- Jest ujemna, gdy: x>x oraz y<y

- Jezeli nie ma zaleznosci miedzy X i Y, wowczas kowariancja

wynosi 0
cov(X,Y)=u,=E((X-E(X))(Y-E(Y)))=

E(X'Y)-E(X)E(Y)

* Interpretacja: jezeli miedzy zmiennymi X 1 Y nie istnieje zadna

korelacja liniowa i istniejg ich wartosci oczekiwane, to

kowariancja przyjmuje wartosc¢ 0. Czyli:

cov(X,Y)=0=E(X-Y)=E(X)-E(Y)

'KADD 2018, Wyktad 3
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Kowarioncja

gl cov(X,Y)=0.0 > cov(X,Y)=-0.75
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Wspotczynnik korelacji

 Wspoiczynnik korelacji (Pearsona):
_cov(X,Y)
p<X’Y>_G(X)(5(Y)
e Kowariancja i wspotczynnik korelacji to miary zaleznosci liniowej X
orazy:

 Mozna wykazac (patrz podrecznik Brargi)xz®)<1
— wspotczynnik korelacji jest zatem wielkoscig znormalizowang

« Wspotczynnik korelacji ocenia jedynie liniowa zaleznos¢
(niekoniecznie musi tu by¢ zaleznos¢ przyczyna-skutek')

Fluctuations in Grad Student 1 0.8 0.4 -4 0.8 -1
Enroliment (Science & Engineering) Fuctationsinthe Y A
Unemployment Rate
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Kowarioncja

0.5—

-0.5

-1

X,Y)=

|
1

-0.5

%
CRIR
%%

SERRXLS REIRKS

QRS 285

KB 3K

s e

R X SRR IIRRIEIIIRRES

oo Doresesstatesatetoretetetoratotoretatotetestote

RRSEKKS OO TS e st tatetotesotesesetatototetosess!
SR EISIIIREIIREKS

R IIRRLKL]

o e sesotesetototetetatitetatotetesotoretatotosesotoretatotoretatoreset
R S ISR,
oo satotesetotetetetatortatotetesotoretatotoresatoresesatorosetoreset
R R R EIRRRRIL
e 0o e e O oo o e oo ot e e tatutototete?
R IR RIIRRRRILIS
SRR
R O RIIRRRERIES
SRS
R R IIRRKIIRIRLLREIKS
I REIEIIIRRE

Sistoototetetetete o tototetetetete o totoretete e teto totete%e e tets!

X R IR RLREIRRELIELLERIKKK oo d
R SIS IR b
SRS IEIRLRKELS,

O e a o e to e oot tatatoteset
S IRRRRRE
OO ta ot et ettt a et tatot et tatosetatetotesesel
S oo et e e Sat oot e et tatatotetototesess?
RRRLIRLL RRSIICRLS
Josesasornsatotetetetotesesetolstetotosetesotoset
Fstssssslesatetotetetel RSISIIIEK
RIS
RRRIIRRRKK RRRK
S ASRIIKERILSS
Sasotsseatetosetototes D9Soteretetes
RSIERIEE, <SS
SrSoresesalototesetetes QS
OSRIRRIL RRREK
Dasotesetetuletetetoteset Sotsteres
OSIRRIRILEI Sasesotesetetes
CRSIIRRIRRES 50
Bosotetotetivatetatotetes RS
RRRILRIRLRLKS QLS
Seoatot et titeretatotetetet
Dosototetutoe%etatetoset
IO
Satstotesetolesetetosetet
QSEIIIRRLEKS
IRRILREES
RSEe%e%% % tetote%

0

<>

> ¥

0.5

<

b

0.5—

0.5|—

A=

X,YV)——

-1

Rozktady o maksymalnej kowariancjix(wsp. korelacji

4
23X
5

%

%%
XA
55

IRRRRS
XS
RRRS

55

REKBIEK

KSR
S

2K

o tatotedd

Soatototetene!
ootete

2R
235
2RSS

%
RS
oSo%s

qub
o
Qﬁ
5
S
XX
XX
0 6% %
s
é»

2
5707076767
oot
XXX
0%
%5

&

o

0ot
KR5S
XX
XX
3
%

%5
3
<R3
S
K

00000 %%
e

X <

S
2009098
5

55

%

00%

>

2

%
Sototodst

X
%
2
2
o

o0

<5
<
<

o2
petet

o%%
o
25

0908598

3
6
o
S

09

%%
5

35
RRRRKS:
RS
Sat0teses

o0
<
X
o
o
%
S
%
o
o
’0
RS
X
K

%
25

255

2R

KK

<5
%
oS
<K
X5
Sote%es
2038588
dase%s

%

%

XXX
5%
R
otools
RS

XX
XX
%%
£
oS
K
XK X
000%e%%
0005t %%0

001%%

Q‘q?%ﬁ

S

3 %
XX

KR

5

XX
X XK KKX
CRRK KKK
XK IR KX
e
S
555
S
XXX
XX
5
0’0
:
S
o

S
1R
1R

RREREK
bate%ats

o2

%S

&

255

&

%5

S35
%%
XX
%%
<
XA

o
X

XX
2%

254

<X
<5

029
29

09005900

QRBRK:

QRS
QXL

03

%
%

&%
ool
SBEKS

%
S
o
%
%S
o

X
RS
CRXK,

o2
o20%e?
5
ote%s
5
2
9
5
30305
S
bo%e?
o
OSRRSIS

09%e?
%
%
00

%

fo
0898

0%
o249
29
%X

o9
35

%S

09583
%

2
REXRE
datoteds
o998
900%!
90009
3K

900!

REIRKK

o
555
<

&5
£
oo

2R
%

X
Jotetes
80%

&

o%

09

o%
XRRIXRKS

%S
0%

Sasoretatotesete?
o20%8?

25
SORRRRRE

%

5

S
o

R

S
XX

s
%
£
%
Jetctes
2%
o

&

S
<X
oo
doase
oote%et
RS
R

J

R
00
XK
oS
398
0900
RS

%

&5
3
29
XX
o3e%
oto%
0%
%
4005
55
299

XX
£
R

&
X
&
%
392
K

> ¥

17132

'KADD 2018, Wyktad 3



Korelacja a niezaleznos¢ zmiennych

f (x,y)=gaus(x)-gaus(y)

—I—'_'_'_'_'_'_

f(x,y)=1/(xR*);vx’+ y°< R f(x,y)=1la;|x—yl|<a
cov(x,y)=2.48 —
x,)/”):O.94__5

o.oid-
3 5 -2
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Przykiad - aktywnos¢ fiz. a cukrzyco

* Im mniejszy Physical Activity Index — tym wiekszy wysitek
fizyczny
* W hrabstwach USA o mate] populacji inne czynniki rowniez moga
wplywac na cukrzyce
* \Wysoka korelacja miedzy aktywnoscia fizyczng a cukrzyca w
krajach o wysokie] populacji (np. spowodowana miejskim trybem
zycia)
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http://www.inquiriesjournal.com/articles/720/correlation-between-prevalence-of-diabetes-and-lack-of-physical-activity-in-alabama

Rozktad i dystrybuanta N-wymiorowo

. Mamy N zmiennych losowych:
(X, X,,.. . Xy)
* Rozktad prawdopodobienstwa:
f (X Xpey Xy )=P(X =X, X=Xy, X y=Xy)
- rozktad prawdopod. jest unormowany
ff ffxl,xz, J)dx,dx,...dx =1

e Dystrybuanta: F(x;,x,,. ,xN)=P(x1<X1,x2<X2,...,xN\XN)=

[ LS i, ax,
* Jezeli dystrybuanta jest funkcjg ciggta, to:

f(xl’XZ XN) ail @axz aiNF<X1 XZ XN)

. Gestosc brzegowa zmiennej x..

J‘f ffxl’xz: dX L dx, .. dXdem...dXN

'KADD 2018, Wyktad 3 20 /32



Wartosé oczekiwana, warioncja, kowariancja

. Wartoooég’:o oczozekiwana zmiennej x : )
X ):L_fw..._fooxrf(xl,xz,...,xN)dxldx2...de:_Lxrgr(xr)dxr
« Dla funkcji H(x,,x.,...,xy):
E[H(X,, Xy, Xy || f f fH (X, Xy sy Xy ) [ (Xps Xy sy Xy )X, X,y o dX
« Wariancja zmiennej X .
o’(X,)=E[| X, %[
» Jezeli zmienne losowe sg niezalezne:
f(X03%, 00Xy )=, (%,)G5(X,) o gy (Xy)
* Laczny rozkiad brzegowy dla dowolnych I sposrod N zmiennych:

g ff ffx X, dxl+1 LdX

. KowarlanCJa pomiedzy zmiennymi x; | x;.
cov(X;, X )=E|[X,—&]|[X ;=%

'KADD 2018, Wyktad 3 21132



Momenty
* Przez analogie definiujemy rowniez momenty (zwykte):
A

V=E(X "X, 5 X))

Ly,

* W szczegolnosci, wartosci oczekiwane:
}‘100...0:E(X1):$<1

Moo 0=E (Xz):)AQ

xOOO...N:E(XN>:$<N

 Momenty centralne:

W i ...,lN:E((X1_&1)11()(2_&2>12°-~(XN_)A<N)IN)

1>%2>»

W szczegolnosci, wariancje:

w —El(X.—X : :()'2 X . .
200...0 (( ! 1)) (X Kowarliancja:

Mozo...o:E((Xz_)?z)z):(jz(xz) [i=1,=1; V1,=0(i#k+#j)
Mooo...N:E(<XN_)A<N)2):02<XN) Cl’j:COV(Xi’XJ'):E((XI'_)QI')(X '_)21))

J

'KADD 2018, Wyktad 3 22132



Zapis wektorowy

* N zmiennych losowych mozna przedstawic¢ jako N-wymiarowy wektor

(wektor losowy): X
1 X1
X= X2 X = X
* Funkcja gestosci: X, X,
f(x)=P(X=x) f
e Dystrybuanta: Wektor wartosci zmiennych losowych

F(x)=P(X<x)
« Jezeli istniejg pierwsze pochodne:
_ 0"
f(x)_8x18x2...8xN F(X)
« Wartosc¢ oczekiawana funkcji H(X):

E[H(X)|=[ H(x)f(x)dx

'KADD 2018, Wyktad 3 23132



Macierz kowariancji

* Macierz, ktorej elementy to odpowiednie momenty odpowiadajace
wariancjom | kowariancjom nazywamy macierzga kowarianciji:

Cy1 C1p ---Cyn

C=|C€21 €2 " Can

CN1CN2 ”.CNN
- elementy ¢, dane sg wzorem na kowariancje:
Cij:COV<Xi’Xj):E((Xi_)?i)(Xj_fj))
- elementy diagonalne c, to wariancje: c,=o°(X,)

- macierz kowariancji jest symetryczna: ¢, =c,

» wartosc oczekiwana w zapisie wektorowym: E(X)=x

'KADD 2018, Wyktad 3 24132



Macierz kowariancji

« Kazdy element ¢,
Cij:E((Xi_ﬁi) (Xj_)gj)T)

macierzy kowariancji mozemy interpretowac jako wartosc Srednig
elementu o wskaznikach ij iloczynu diadycznego wektorow (x—x/'

| [ X—X] X,
XT:(XLXZ...,XN) X= X:2
XN

» Wtedy macierz kowariancji mozemy zapisac krotko:

C=E((X-%)(X-%)']

'KADD 2018, Wyktad 3 2532



Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

« Zerknijmy na takg zaleznosc:

- konsumpcja margaryny w czasie i liczba rozwodow w stanie Maine
na 1000 oso6b

- wspotczynnik korelacji liniowej wynosi az 0,99!

- wynika to z faktu, ze obie zmienne sg skorelowane ze
wspolng zmienng — czasem a nie same ze sobg

Divorce rate Per capita

in Maine per . consumption of

1,000 people Correlation: 99% margarine (lbs)
.20 I —r — 10

5.00 .
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source: US Census, USDA, tylervigen.com SPL
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

* Podobne przyktady:

» Korelacje dwoch wielkosci zaleznych 3 o
od czasu mozna symulowac przez e J/A\ 1
btadzenie losowe (random walk): el TR

- Im dluzszy przedziat czasowy

tym korelacja sie zwieksza

* Wygooglaj “spurious correlations”

Internet Explorer vs Murder Rate
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CONSUMTION OF CHEESE

correlates with
TOTAL REVENUE GENERATED BY GOLF COURSES

o Consumption of cheese per capita

@ Total revenue generated by
golf courses

Pounds of cheese
w
(S}

29 1 I I I 1 I I 1 J I 16
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

The real cause of increasing autism prevalence?

MORE IPHONES MEANS
MORE PEOPLE DIE FROM
FALLING DOWN STAIRS

40M Deaths 2,000
caused by
falls down
30 stairs 1,975
(u.s.)
20 1,950
10 1,925
0 1,900

2007 08 ’09 10

SOURCE TYLERVIGEN.COM

LET’S CHEER ON
THE TEAM, AND
WE'LL LOSE WEIGHT
$25B  Per capita
consumption
of high-fructose
20  cornsyrup
(u.s.) 65
15
55
10  Spending
on admission
to spectator
s sports(U.s.) 45
2000 02 ‘04 ‘06 ‘08

FROM “BEWARE SPURIOUS CORRELATIONS,” JUNE 2015
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Soaurces: Organic Trade Association, 2011 Organic Industry Survey, LS. Department of Education, Office of Specaal

Education Programs, Data Analysis Systemn (DANS), OMB# 1820-0043: "Children with Dizabiliies Receiving Special

Education Under Part B of the Indviduals
with Disabilities Education Act

Number of people who drowned by falling into a pool

correlates wtih

Films Nicolas Cage appeared in

Correlation: 66.6% (r=0.666004, p>0.05)
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CONCLUSIONS
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Chocolate Consumption (kgjyr/capita)
Figure 1. Correlation between Countries’ Annual Per Capita Chocolate Consumption and the Number of Nobel
Laureates per 10 Million Population.

« Jaki jest “problem” z tym artykutem?

Chocolate consumption enhances cognitive func-
tion, which is a sine qua non for winning the

Nobel Prize, and it closely correlates with the
number of Nobel laureates in each country. It
remains to be determined whether the consump-
tion of chocolate is the underlying mechanism
for the observed association with improved cog-
nitive function.

Dr. Messerli reports regular daily chocolate consumption,
mostly but not exclusively in the form of Lindt’s dark varieties.

Disclosure forms provided by the author are available with the
full text of this article at NEJM.org.

From St. Luke's—Roosevelt Hospital and Columbia University,
New York.

This article was published on October 10, 2012, at NEJM.org.
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“It’s only tongue in cheek,” said Franz Messerli, the New York doctor who did the chocolate

analysis. “Those among us who are in medicine and do research, they’ll immediately realize
that this basically is a joke.”

N AT ION A P O S T He compared it to the observation that after the Second World War in Germany, there were
distinct drops in both the human birth rate and the stork population, which led to the

A - FINANCIALPOST » NEWS + COMMENT » PERSONAL FINANCE « INVESTING « TECH + SPORTS « ARTS « LIFE + HEALTH - H0 tantalizing conclusion that these phenomena were related — that there were fewer babies

CANADA + WORLD + ISRAFL& THEMIDDLEEAST « RELIGON + TORONTO + GRAPHS « PHOTUS « EDITORSBLOG + NF hecauise there were fewer storks to bring them.

NE wz S “There was a highly significant correlation,” Dr. Messerli said. “But when you think about this,
what happened after the Second World War in Germany was a building boom. Logically, storks

S like open air, they like farms, but they don’t like housing projects. And these small apartments
COI‘I‘G]HtiOH and causation: The g()()d are not conducive to have six and seven children ... So actually there is a rational reason why
Statisti(jal les SOn behlnd Stl_]_ dy storks dwindled and the number of children dwindled at the same time. So here you can find a
as SOCi&tng drinking mllk and cause and effect relationship. But I have yet to find one for the chocolate consumption and the
Nobel pI'iZE‘,S Nobel prize winners.”

oI
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* Przyktady rzeczywistych
korelacji eksperymentalnych:

- gora — zaleznos¢ miedzy

Srednim pedem czastki
(pionu) a nachyleniem
rozktadu pedowego rozktadu

pedu

dot — praktycznie brak
korelacji pomiedzy zrednim
pedem czgstki (pionu) a
liczbag czastek
produkowanych w zderzeniu
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