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Pomiar jako zdarzenie losowe

* Wyniki kolejnych pomiardw jakiegos zjawiska, niezaleznie
od tego jak bardzo bysmy sie starali przestrzegac
procedury pomiarowej, beda rozne (raz mniejsze, raz
wieksze) — oczywiscie zaktadajgc wysoka precyzje
przyrzadu pomiarowego (patrz Wyktad 1)

* Moze to wynikacC zarowno ze statystycznego charakteru
badanego zjawiska (np. rozpad promieniotworczy) jak i
hiedoktadnosSci przyrzadoéw badawczych oraz innych

czynnikow (np. zmienne warunki otoczenia)
PROFESSORIAL DENSITY FUNCTION (PDF)

« Z powyzszego mozemy zatozyc, ze:

= . = -‘“-'r * . "'
- pomiar jest zdarzeniem losowym Trsiciad [* 70\ o/
. PROFESEOR ‘

- wynik pomiaru (realizacja zdarzenia o\
losowego) jest zmienng losowa

» Uwzgledniajgc powyzsze zatozenia, o —— —
wnioski na temat pomiaru mozemy INTERACTIONS WITH YOUR PROFESSOR
okresla¢ przy pomocy teorii (rachunku)
prawdopodobienstwa (patrz Wyktad 1)
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http://www.phdcomics.com/comics/archive/phd091211s.gif

Typy i rodzaje zmiennych losowych

 Zmienna losowa — funkcja przypisujaca liczby zdarzeniom

elementarnym (np. wynik rzutu 2 kostkami — para liczb)

. : . C 18I1- IS IS0 = 1= 1
Typy zmiennych losowych: ErRCECECECE
- jednowymiarowe (dzisiejsz ktad 8L 8. 8. 8 B B

J VW_ ( Jszy wykiad) @) |8 8L 86| ME) | e

- dwuwymiarowe B0 80| 8 B0 | B | B
~ BC)| B | 8L 86 | @6 M
- n-wymiarowe

* Rodzaje zmiennych losowych
- dyskretne (lub skokowe)
- clagte

 Oznaczenie: X, Y, ...

'KADD 2018, Wyktad 2 4126


https://mosaicprojects.files.wordpress.com/2013/01/diceposs.gif

Rozktad i dystrybuanta zmiennej losowe;j

« Rozklad (gestosc) prawdopodobienstwa (ang. probability
distribution, density) — funkcja przypisujgca zmiennym losowym
(np. zmiennej X) prawdopodobienstwo uzyskania danej wartosci

zmiennej losowej (np. wartosci x): Z

f(x)=P(X=x)
- rozktad prawdopod jest unormowany

« rozktad ciagly: f f(x)dx=1
* rozkiad dyskretny ZP X= x Zpl

 Dystrybuanta (ang. cumulative distribution function) — funkcja
okreslajaca prawdopodobienstwo tego ze zmienna losowa X

przyjmie wartoS¢ mniejsza badz rowna x: - |
F(x)=P(X<x)=P((—0;x>)
- rozktad ciagly: F(x f flx sl

- rozkiad dyskretny: g, Z P(X=x)

1x<x

oo A T T T N R S AN N N
40 60 80 100 120
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Wtasnosci dystrybuanty

* Wiasnosci dystrybuanty:
- funkcja niemalejaca

lim F(x)=0
lim F(x)=1
- Jezeli dystrybuanta F(x) jest ciggta oraz ma 1-szg pochodna:
(o dF (%) _
F <X)_T_ (x)

- prawdopodobienstwa:

P(x<a)=j;of(x)dx=F(a)

P(a<x<b)=f f(x)dx=F(b)—F(a)

'KADD 2018, Wyktad 2 6126



Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rozkfad potozenia katowego wskazowki zegara (rozktad
lednorodny, lub jednostajny) — zmienna losowa ciggta:

f(X):ﬁ;xe<O;360> F(x)=0;x<0  F(x)=1;x>360

f(x)=0; x€R\(0;360) ff —Ex ,x€(0;360)

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

o f(x)
F(x)

0.004 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... .......................

0.6

0003

0.002__ ....................... _ ...................... _ ...................... ...................... _ ....................... |

0.001 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... ....................... 0.2 I

L1 11 | L1 1 1 | L1 11 | L1 1 1 | T | L 111 | L1 1 1 | 1111 | | | | | | | L1 11 | I I | L 111 | I | |
% 50 100 150 200 250 300 350 % 50 100 150 200 250 300 350
polozenie katowe wskazowek zegara x [st] polozenie katowe wskazowek zegara x [st]
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Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rozklad normalny (rozktad Gaussa) — zmienna losowa ciggta:

2 X 2
1 —(x—u) 1 X'—
f(x)=—F—-exp > |, X€ER F(x)= f exp ( g) dx'
oV27m 20 OV2T o 20
lim F(x)=0 lim F (x)=1
X>— X0
Dystrybuanta rozktadu normalnego
nie ma postaci analitycznej
Rozktad (funkcja gestosci) Dystrybuanta
5 0-04;— rozklad Gaussa § 1;
C n=82 »
0.035:— o=10 -
0.035— 0.8_—
o.ozsf— 0 6:—
0.02/ | B
0.015— 0_4:_
0.01— B
- 0.2—
0.005/— i
o' (A R T VR I T 0—— 20 |
X X
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Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rzut kostkg — zmienna losowa dyskretna:

P(X:xl.):P(xl.):é,i:{1,2,3,4,5,6} F(xi):é—i,i:{l,2,3,4,5,6}

Rzut kostka symetryczna - prawdopodobienstwo Dystrybuanta dla funkcji rzutu kostka do gry

0.35(

P(x)

0.3
L ..

0.2 :_ ___________ ________________ _______________ ________________ ________________ ________________ ________________

0.15
0.1

0.05

945 2 25 3 35 4 45 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

liczba oczek na sciance x liczba oczek na sciance x

'KADD 2018, Wyktad 2 9/26



Funkcje zmiennej losowej, wartosé oczekiwano

Jezeli Y jest funkcjg zmiennej losowej X, to Y rowniez jest zmienng
losowg (ze swoim rozktadem i dystrybuanta):

Y=H(X)

Wartosc¢ oczekiwana (Srednia, przecietna) (ang. mean value) —
suma wszystkich mozliwych wartosci x, zmiennej X, przemnozonych

przez ich prawdopodobienstwa: ] i
E(X)=u=8=x=) x,P(X=x,)=)_ x,p,

i=1

- wartosc oczekiwana to jedna liczba — nie jest zmienna losowa

Wartos¢ oczekiwana zmiennej Y:
E(Y)=E[[H(X)]||= Z P(X=x)
Dla zmlennych losowych typu ciggtego: -
_fOOXf E(Y)=E(H(X))= ] H(x)f(x)dx

'KADD 2018, Wyktad 2 10/ 26



Momenty

« Jezeli zdefiniujemy funkcje postaci:
Y=H(X)=(X-c)
« to jej wartosci Srednie a, sg momentami rzedu Iwzgledem C.
a, E((X C)) f (x—c)'f(x)dx f x'f (x)dx - moment zwykly

— 00

« Jezeli to c=%, to momenty nazywane sg momentami centralnymi:
=E|(X-%)
« Latwo pokazac, ze:
o =El(x—-%))= [ (x— ) x)dx= ff Jdx=1

w,=E[(X - 8)')= [ (x=%)f (x)dx= fxf ) dx— &ff =%—%=0

* Najnizszy moment ktory niesie mformaCJe 0 odchylenlu zmiennej losowej X
od swojej wartosci sredniej nazywany jest wariancja (ang. variance):
M2E(}2(X)Evar(X)EE((X—)Ac)z):f (x—%)f(x)dx

— 00

- jezeli wariancja jest mata, to wyniki lezg blisko wartosci oczekiwanej,
jesli duza, to wyniki sg bardziej rozproszone

'KADD 2018, Wyktad 2 11/26



Rozktad normainy o duzej i matej wariancji

(x—u)’
20°

f (x)=— &exp

X 008
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01
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Momenty wyzszych rzedow

« Dodatnia wartosc pierwiastka z wariancji nazywana jest odchyleniem
standardowym (ang. standard deviation) lub dyspersja.

o=0o(X)=vVo’(X)

- odchylenie standardowe okresla niepewnosc¢ pomiaru (patrz
Wykiad 1)

* Trzeci moment centralny nazywany jest skosnoscig lub
wspotczynnikiem skosnosci (ang. skewness):.

- najczesciej wprowadza sie bezwymiarowa wielkoSC nazywang
wspotczynnikiem asymetrii rozktadu: y:u_g

o, ..
- dla rozktadow symetrycznych (wzgledem Sredniej) parametr ten
wynosi 0 A

Megative Skew Positive Skew

'KADD 2018, Wyktad 2 13/ 26


https://en.wikipedia.org/wiki/Skewness#/media/File:Negative_and_positive_skew_diagrams_(English).svg

Momenty wyzszych rzedow

e Czwarty moment centralny nazywany jest kurtoza (ang. kurtosis):

- Analogicznie do skosnosci, najczescie] wprowadza sie
bezwymiarowa wielko$¢: x4

4

: ] O :
- poniewaz kurtoza rozktadu normalnego wynosi 3, czesto kurtoze

(zwang kurtoza nadmiarowa — ang. excess kurtosis) definiuje sie

odejmujac 3 (by dla rozkt. normalnego wynosita 0): K:“_1_3
O

. Negatively
skewed

negative kurtosis

NORMAL NOT ALWAYS THE NORM

Returns

'KADD 2018, Wyktad 2 1426


http://www.advisor.ca/wp-content/uploads/2012/07/normal-not-always-the-norm.gif

Wtasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji

« Wiasnosci wartosci oczekiwaney:
- E(c-X)=c-E(X);ceR
- E(X+Y)=E(X)+E(Y)
— E(X+c)=E(X)+c;ceR
- E(c)=c;ceR
e Z czego wynika:
— E(a-X+b-Y+c)=a-E(X)+b-E(Y)+c;a,b,ceR
- E(X-E(X))=E(X)—E|E(X))=E(X)—E(X)=0
« Zaleznos¢ miedzy wariancjg a wartoscig oczekiwana:
o’ (X)=E|(X—%F|=E[X*—2X -2+ |=E(X*)=2(E(X))’+(E(X))=E(X*)—E(X)]
« Wiasnosci wariancji: o*(c)=0;ceR
- o°(c-X)=c*0’(X);ceR
- o} (X+c)=0’(X);ceR

'KADD 2018, Wyktad 2 15/ 26



Zmienna stond., wartosé modalna, mediano

« Zmienna standardowa (o wartosci oczekiwanej O i odchyleniu 1):
- rozwazmy funkcje: U=§<_ XX)
J1

— warto$é oczekiwana: E(U)

ancia: o(u)=— <0(§92” "
- wariancja: o*(U)= E{(X—X%)|
. o*(X) ( )
 Wartos¢ modalna, dominanta (ang. mo e). P(X=x,,)=max
- WaI’tOéé najbard2|ej praWdOpOdObna Procent osob zarabiajacych dane kwoty brutto
Na podstawie danych GUS za 2010 rok, like-a-geek. jogger.pl
- rozkitad jednomodalny (1 maksimum) = I ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
i
- rozkitad wielomodalny (wiele mak5|mow) . D\Y
_ Warunkl makSImum. 32,1 14,7 [ 20,06™, 524 39 358 w:.anrmol-:;?d;‘;lg
2 1 1 1 . i
lx o Iflxg  Bii; j3 ot} 11
dx dx psomone " meowmorw

 Mediana (ang. median).
- wartos¢ zmiennej losowej, dla ktérej dystrybuanta wynosi 1/2
F(X05> P(X<X05) 0,5
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Kwantyle

« Mediana dzieli rozktad prawdopodobienstwa na dwa obszary o
rownym prawdopodobienstwie

« W przypadku rozktadoéw symetrycznych jednomodalnych wartosci:
srednia = dominanta = mediana A
T(— maksimum

« Mediana x,, jest kwantylem (ang. quantile) rzedu 0,5

« Ogodlna definicja kwantylu rzedu q, x_: <= gérmy kwarty|
F(X ):P(X<X ):q @¢— érednia
- kwartyl dolny x,, . . q S

- kwartyl gérﬂy X0,75 F(Xq): J. f(x)dx:q,q€<—1 5 1> <— dolny kwartyl

- decyle x,,, Xy, ..., X,

wartosci przyjmowane przez zmienng losowg

J(—-— minimum

« Kwantyl rzedu q jest taka liczbg x_, ze q-100% elementow w dane;
probce (populacji) ma wartos¢ pomiaru (badanej cechy) nie wiekszg
niz x

q

- funkcja x (q) Jest funkcjg odwrotna do dystrybuanty

'KADD 2018, Wyktad 2 17126



Kwantyle

q X025
J

F(xq)z f f(x)dx=q - kwantyl rzedu q F(x0)=] f(x)dx=0,25 - kwartyl dolny

—0o0

x05 f f(x)dx=0,5 - mediana F(x0,75)= : f(x)dx=0,75 - kwartyl gérny

—00

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

f(x)

F(x)

] 0.5( ) 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X
m X (X, 26) (%,.5) (X;.76) X
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Przykiad 1 - rozktad jednostajny

Gestosc prawdopodobienstwa:

f(x)=c;x€{a,b)
f(x)=0;x€R\{a,b)
Wspo’fczynnlk (normalizacja) c:

ff

dx = cfdx c(b—a)=1=>c= 1

b—a
{ ° Wariancja: o*(X)=E(X*)—(E(X))
f(X)Z ;X€(a,b) 3 3
b— ) 1 2 (b —da )
E(X%)= _fx dx = =
f(x)=0;xeR\{a,b) b—a-, (b—a)
« Dystrybuanta: _(b—a)(b’+ba+d’) _b’+ba+a’
F(x)=0 3(b—a) 3
— Y <
oA f o’ (X)= b* +ba+a _[b+a|’_
F(x)zb1 fdx'zz_a;x€<a;b> 2
—dy —da _b’+ba+a® b +2ba+a2_(b—a)2
F(x)=1;x>b - 3 4 12
* Wartosc¢ oczekiwana:
b
.1 1 » o (b—a)(b+a) |b+a
E(X)=%= dx = b’—a’)= =
(X)=% b—a{x : 2(b—a)( ) (b—a) 2
'KADD 2018, Wyktad 2 19/ 26



Przyktod 2 - rozktod dwumlonowy

e ang. binomial distribution

* Wynik zawsze jedng z dwoch wykluczajgcych
sie wartosci (sukces i porazka)

. Funkcja prawdopodobieﬁstwa:

k n—k__

p.(k)=|"|p"q

k

~ k!(n—

", pe(0;1);g=1—p

- k sukcesOw w n nlezaIeZnych probach
przeprowadzonych w identycznych

warunkach

- p — prawdopodobienstwo sukcesu w

pojedynczej probie

- g=1-p — prawdopodobienstwo porazki w

pojedynczej probie

« Wartos¢ oczekiwana pojedynczej proby x.:

E(x;)=1-p+0-q=p

Wartosc¢ oczekiwana:

E(X)=np

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 '0
1

-
4 #essloncines

oooooooooooo

0.0 0.2 04 0.6 08 10
1 1 1 1 1 1

— p=0.5 and N=20
p=0.7 and N=20
= p=0.5 and N=40

T T 1
20 30 40

Wariancja poj. proby x::

02<Xi):E(<Xi_p>2):

=(1—p)p+(0—p)-q=pq

Wariancja:
o°(X)=npq

'KADD 2018, Wyktad 2
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_dwumianowy

Przyktad 3 - rozktad predkosci wiotru

~« Rozklad czestosci wystepowania danej
predkosci wiatru opisuje funkcja Weibulla

* Funkcja prawdopodobienstwa:

k Vv k—1 Vv k
=== —|=| [;v=0
)= 5] el [ % |-
_ k, A _— p aram etry rOZ kl'adu Rys. 2. Histogram predkoéc'w;z;rz:%?:%%: I";Z";;tosowan'e rozktadu normalne-
(otrzymywane z danych dosw.) Mapa gestosu mocy wiatru nawys. 10 m
 Wartos¢ oczekiwana' | -
E(v)=AT 1+ f t*
« Wariancja: :
2 2 2 1
o =A"|T|1+=|— |1+
(X) k k 50 100 150 2;0 ‘ 350 400

: ;.. Gestosc mocy [W/mz]
« Trzeci moment rozktadu predkosci wiatru

stuzy do obliczenia gestosci mocy wiatru: i
P, pf v f(v)dv -
p — gesto$é powietrza
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http://www.renewableenergyst.org/wind.htm
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf

Rozktady w praktyce - dane medyczne

« Jednym z wazniejszych zastosowan Treatment Group  Follow-up

statystyki sg badania medyczne 2 A 212 222

i i i Control Group Follow-up

« W testach nowych lekdw wykonuje sie
badania kliniczne podwadjnie Slepej proby — PUREINETY
double blinded trial (ani lekarz ani pacjent Pt_it - [AR A A
nie wiedza, czy przyjmuija lek, czy placebo) ~  samen ot

 Przykiad 1.

- substancja alirokumab
nazwa handlowa Praluent srocumab

58.8 (39.9) mg/dl

Mean (SD)

- lek stosowany w celu obnizenia*; 177 80 ot
duzego stezenia “ztego”
cholesterolu LDL we krwi -
- $redni poziom LDL u pacjetéw - ‘ ‘ ‘ | |-
. . 0 L1 L LN I lI I| II. Al o o o8 o0 B0l e . al
przyjmujacych lek: 58,8 mg/dl " cTeTe e e e e s e e e e e s s e 88 g g
B érednl LDL u paCJentéW - ) r\ ;/er;el.‘gDL-iDuinggTre;meft, rfg/d? - g RRRAR
placebo: 117’7 mg/dl W Alirocumab group (n=3182) W Control group (n=1792)
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http://www.onlinejacc.org/content/69/5/471

Rozktady w praktyce - dane medyczne

. Jednym z wazniejszych zastosowan
statystyki sg badania medyczne

« Statystyke wykorzystuje sie rowniez do
badania farmakokinetyki |
bezpieczenstwa stosowania

I e kéW zQ gi;tilf 1S 720 anngd/n:zL
N=178
° . Q- I I I
Przyk+ad 2 Quartile 1 I I | Quartile 4
. ) L. <647_ng/mL | | | >1'1\l72gg/mL
- substancja imatinib L IR |
nazwa handlowa Glivec , IRRAN |
% >ZQOO ng/m_L
- lek stosowany w celu 5 & I } } iy
leczenia przewlekiej : : { I
biataczki szpikowe] o T
: SR |
- Mierzono trough level B |
(stezenie leku przed i — .
. . . . 0 500 1000 1500 2000
pOd an I e m kOIeJ neJ daWkI) Imatinib Trough Level in ng/mL (Day 29)

Figure 1

Distribution of imatinib trough levels at 400 mg daily at steady state on day 29 (n = 351). The vertical dashed
lines represent 25th, 50th (median), and 75th percentiles (ie, 647, 879, and 1170 ng/mL, respectively).
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozktady w praktyce - dane medyczne

There also appears to be a trend toward lower EFS with lower imatinib trough levels (Figure 5).
Estimated EFS rates at 5 years were 78%, 83%, and 89%, for Q1, Q2-Q3, and Q4, respectively.
However, no statistically significant difference was observed with the available follow-up (P =

.16, log-rank test).

3
¥ —
@ rum. —w it
% 80 - e T e — e
:’I -
g 70
@ 60-
$ 504
L
£ 40 -
% 30 - Imatinib Trough Level
Q4
g A — Q2-3
g 104 Qf
:I-EJ 0 T T | T T
0 12 24 36 48 60

Months Since Randomization to Imatinib

Figure 5 Download figure | Open in new tab | Download powerpoint

Event-free survival by category of steady-state imatinib trough levels. The estimated EFS rates at 5
years were 78%, 83%, and 89% in the Q1, Q2-Q3, and Q4 groups, respectively (P = .16, log-rank test).

'KADD 2018, Wyktad 2
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http://www.bloodjournal.org/content/111/8/4022

Rozkiady w praktyce - wynagrodzenio

» Przecietne miesieczne wynagrodzenie ogétem brutto w gospodarce narodowej (dla jednostek o liczbie pracujacych powyzej 9 oséb) w
pazdzierniku 2016 r. wyniosto 4346,76 zt.

* Przecietne godzinowe wynagrodzenie ogotem brutto wyniosto 26,37 zt.

» Najczestsze miesieczne wynagrodzenie ogotem brutto otrzymywane przez pracownikow wynosito 2074,03 zt (dominanta, wartoé¢ modalna).

» Potowa zatrudnionych pracownikéw otrzymata wynagrodzenie ogéotem brutto do 3510,67 zt (mediana = decyl piaty = wynagrodzenie
érodkowe).

» 10% najnizej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogotem brutto co najwyZej w wysokosci 1890,32 zt (decyl pierwszy).

» 10% najwyzej zarabiajacych pracownikéw otrzymato wynagrodzenie ogétem brutto co najmniej w wysokoéci 7200,00 zt (decyl dziewiaty).

#RynekPracy

N @GUS_STAT

Rozktad zatrudnionych wedtug wynagrodzenia ogdtem brutto

do 2 173,38 z*
217339 - 326007 zt 267%
326008 - 4 316,/6 zt 220%

4 346,77 - 5 43345 zt

543346 - 6 5204 zt

40% 2 074,03 zt

25% Najczestsze miesigczne
w2 /0 .

wynagrodzenie ogotem brutto
otrzymywane przez pracownikéw

(dominanta, wartos¢ modalna)

=

do 2 074,03 zt
zarabiato 151%
. pracownikow.
23%

6 520,15 - 7 606,83 zt
7 606,81 - 869352 zt
8 693,53 - 978021 zt
978022 - 10 866,90 z*t
10 866,91 - 195359 zt
195360 - 15 04028 zt
=13 04029 zt
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Rozkiady w proktyce - tablice centylowe
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Rozkilad dwumianowz

Prawdopodobieristwo: D, (K)= a5 P q" pe(0,1] q=1-p

Warto$¢ oczekiwana:
E(X>:Zﬁzokpn( )= Zk o K e knp q

E(x)=npX}._ P g *=np(p+q)* '=np

Wariancja: 6% (x)=E(x?)—(E(x)]

( ) zk Ok2 Elklpkqn k_zﬁzl ((k_1>+1)kk!(r?ik)!pqqn_k

k k n! k -k
E( ) Zk 2 (k- 2 (n—-k) |p qn +ZE:1 (k—l)!(n—k)!p qn

E(x?)=n(n—-1)p*>}_ GrP a +np Xy nk.p tgt

rrd

(x’)=n(n—1)p*(p+q)* *+np(p+q)* '=n(n—-1)p*+np
’(x)=n(n—-1)p*+np—(np)°’=npq

Q

Odchylenie standardowe:
Vo (x)=v(npq)
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Rozktady w praktyce - dane medyczne

+ Mediana dtugosci przyjmowania leku wyniosta 78 tygodni

* W badaniu alirokumabu sprawdzano rowniez pacjentow, ktorzy
uzystaki w trakcie przyjmowania leku stezenie LDL < 25 mg/d|

« W przypadku pacjentow, ktorzy w przynajmniej dwoch badaniach
kontrolnych uzyskali LDL < 25 mg/dl, mediana jego utrzymywania
sie wynosita 43,3 tygodnie

e Rozktad utrzymywania sie LDL < 25 mg/dl w czasie prezentuje
wykres po lewej

LDL-C Achieved With Alirocumab Treatment Duration of Exposure to LDL-C <25 mg/dl

n = 3,440 ‘| Median Duration:
43.3 Weeks

20
S

< 15
g
@

= 10+
a

5..

I =25 mg/dl 74.9% (n = 2,501) 012 T12-2424-3636-52 52 64'64-78' 78+
<25 mg/dl 251% (n=839)  []<15 ma/dl 9.4 % (n = 314) Weeks Exposure
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