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Pobieranie proby, estymatory
histograom

Proby z rozktodow
L czgstkowych
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Proby ze skonczonej populacji
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Proby z rozktadu normalnego
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Pobieranie proby

W przypadku pomiarow eksperymentalnych najczesciej nie znamy
rozktadu prawdopodobienstwa opisujgcego dany pomiar (np. parametru
rozktadu Poissona w rozpadach promieniotworczych, czy parametrow
rozktadu Gaussa opisujgcego jakas populacje)

« Te parametry chcemy wyznaczyc¢ doswiadczalnie, nie jestesmy jednak w
stanie zebrac nieskonczenie wiele pomiarow

* W konsekwencji jestesmy zmuszeni przybliza¢ rozktad gestosci za
pomoca rozkitadu czestosci (histogramu o skonczonej liczbie wejsc)

* Préba (ang. sample) nazywamy zespot doswiadczen wykonywanych w
celu okreslenia ksztaltu (parametréw) poszukiwanego rozktadu:

- proba otrzymywana jest poprzez wybor
elementow z (czesto nieskonczonego)

zbioru wszystkich mozliwych doswiadczen

(wszystkich mozliwych pomiarow),
zwanego populacja generalna

- prébe o n skladnikach nazywamy préba O O @ O B o
\ n-wymiarowa o ||[ 10 o \
KADD 2017, Wyk*ad 8 Population



Estymatory - podsumowanie

 Podsumowujgc zatem estymatory nieobciazone:

- wartosci oczekiwanej populacji — Srednia z proby (wynik
doswiadczenia):
X:l(X1+X2+...+Xn)
n
- wariancji populacji — wariancja z préby (aproksymowana):

S (X)=—=(X, = X)+(X,= X )*+..+(X,~ X)]

- wariancji wartosci Sredniej z proby (patrz niepewnosc¢ typu A):
1

n

_ 1 _
S (X)==8*(X)= X—X)
W= By
- wariancji (aproksymowanej) wariancji Z proby

2

n—1

- odchylenia standardowego proby:
1

Vvn—1

- dalej mozemy wyznaczac¢ np. wariancje odchylenia std. proby...

02(52<x>)=s4<x>(

S(X)=vS*(X)= VX, —X)P+(X,— X )P+..+(X —X)°

'KADD 2017, Wyktad 8 5130
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Graficzne przedstowienie proby

« Rozwazmy probe: x,, x,, ..., x., ktora zalezy od jednej zmiennej
losowe] X

 Mozemy te probe przedstawic¢ jako wykres 1D — punkty na osi x —
jednowymiarowy wykres punktowy

- wada: co w przypadku, gdy mamy dwa takie same pomiary?

e Z reguly stosujemy zatem wykres 2D, zwany histogramem:

dzielimy przedziat zmiennosci x (lub jego czesc) na r przedziatow
o jednakowej szerokoSci Ax: g, &, ...,E,

Srodki przedziatow znajdujg sie w punktach: x, x, ..., x,

na osi y odktadamy liczbe elementow préby przypadajgcg na dany
przedziat. n, n,...,n,

tak otrzymany wykres nazywamy wykresem czestosci lub
histogramem

'KADD 2017, Wyktad 8 7130



Graficzne przedstowienie proby
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Histogrom - szerokosé przedziatu

‘| Wykres 100 binéw | - . . - ) . .
3 # | o Im wiece] przedziatow, tym informacja
i3 #] 0 probie jest doktadniejsza
i3 « Wieksza ilo$¢ przedziatéw powoduije
i jednak wieksze wahania statystyczne
e od punktu do punku

L

[ Wykres 50 bindw |
= -

-] * Pole pod krzywg schodkowg jest

‘ proporcjonalne do wielkosci proby
(jesli je przeskalujemy przez 1/n,
otrzymamy czestosc)
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Graficzne przedstowienie proby - przyktod

« Badamy “nieznany” rozktad prawdopodobienstwa przez estymatory

e Symulujemy taka sytuacje poprzez generacje 1000 prob z rozkitadu
Gaussa o wartosci sredniej 0 i wariancji 1. Kazda proba ma licznos¢

(liczbe sktadnikow) r.

« Badamy zachowanie estymatorow charakterystyk rozktadu i
estymatorow ich niepewnosci w funkcji licznosci r

X:l(X1+X2+...+Xn)
n

estymator wartosci oczekiwanej populacji

Srednia z proby

5(X) =\ (X) ==X (X,~X]

n—1
estymator odch. std. populacji

1
52()():’1_1

estymator wariancji populacji

(X = XP+(X,= X+ +(X, = X)) o(S*(X))=AS*(X)=S(X)

o(X)=AX=V(S(X))=5(X)=—5(x)
niepewnosc¢ wart. Sredniej - estymator odch. st.wgrtoéci
Sredniej z proby (estymatora wart. oczekiwanej)

S(X)

O(S(X)):AS(X):m

niepewnosc¢ estymatora odch. std. populacji —
estymator odch. std. estymatora odch. std. populac;i

2
n—1

niepewnosc¢ estymatora wariancji populacji —
estymator odch. std. estymatora wariancji populaciji
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Estymatory - histogromy
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Estymatory - histogromy
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histogramy
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Proby z rozktadow czastkowych

« (Czesto wygodnie jest podzieli¢ populacje G (np. wszystkich studentow
w Europie) na t podpolujacji G, (np. studentow na poszczegolnych
uniwersytetach)

« Podpopulacje G, ktdre sg opisane gestosciami prawdopodobienstwa
f.(x) i majq odpowiednie dystrybuanty:
f f.(x)dx=P(X<x|x€G,)

 Dla ca’rej populacji mamy zatem:
F(x)=P(X<x|xeG)=D P(X<x|X€G, P(XeG,) :Z (X€G,)F,(x)

i=1

* Mozemy wprowadzi¢ oznaczenie: P(XEGi)—pi

* Obliczamy wartosc Srednig populacu G:

&:E( ) J' dX Zplf )dx=gpif<i

— 00

* Whiosek: wartosc srednia z populacji to srednla wazona wartosci
Srednich podpopulacji pomnozonych przez ich prawdopodobienstwa

« Uwaga! Oznaczenia: srednia z populacji: % $rednia z proby: X

KADD 2017, Wyktad 8 17130



Proby z rozktadow czastkowych

« Wariancja z populacji G (uwzgledniajac niezaleznosc¢ elementow X):
‘(X)=E —A2:t E %)+ (x—%)|= t [ +[8. =RV
o (X)=E|(x—x) > p [(x—%)+(%,~%)]) ;pl(ol %~ &)

 Whiosek: wariancja jest srednig wazong fancji z podpopulacii i
wariancji wartosci sredniej podpopulacjiwzgledem wartosci sredniej z
catej populacji

 Teraz z kazdej podpopulacji wybierzmy probke o licznosci n,, w sumie
n elementéw:n=> n.. Srednia arytmetyczna z catej proby wynosi
wtedy: =t n. ,

'KADD 2017, Wyktad 8 18 /30



Estymatory dla rozkiadow czastkowych

« Zauwazmy jednak, ze wartosc Srednia )_(p nie moze byC estymatorem wartosci
Sredniej z catej populacji X, gdyz zalezy ona od dowolnego wyboru wielkosci
n, probek czastkowych (mamy n)) E[S(X,,X,,...,X,)|=h, dlakazdego n

o Jesli Jednak porownany wzory na srednlq z populacji i catej proby:

X_Zpi X; X p— anxl
i=1
« To widac, ze jezeli warunek pl—nl/njeSt spetniony, to wartosc srednia z
populacji x moze byC estymowana przez wyznaczenie najpierw wartosci
Srednich poszczegodlnych préb X, wewnatrz poszczegolnych podpopulacii, a
potem przez wyrazenie:

Z X - estymator wartosci Sredniej z populaciji
i“*i  zalezeny od wartosci Srednich z préb

. WarlanCJa powyzszego estymatora

()Zp Z

i=1 n
- Jaka Jest optymalna wielko$é probek n,, ktéra pozwala na minimalizacje

powyzszej wariancji (niepewnosci estymatora)? n=np,c,/). p,o

- optymalna wielkos¢ n, proby wewnatrz podpopulacii i, je?tlprop. do
prawdopod. p. wazonej z odpowiednim odchyleniem standardowym

'KADD 2017, Wyktad 8 19 /30



Estymatory dla rozkiadow czastkowych

. Gdzie my to wszystko wykorzystujemy i po co?

- Mozemy sobie wyobrazi¢ badania spoteczne, gdzie prébujemy
whnioskowac na temat catej populacji poprzez analizy
poszczegolnych podgrup (podpopulacii) — np. analizujemy dane na
temat wszystkich studentow w Europie poprzez poszczegolne
analizy studentow poszczegolnych typow uczelni (np. osobno
techniczne, medyczne, ogolne)

- Albo rozktad powierzchni T
zajmowanej przez pewien s e
60 m Rock cover (50 cm x 50 cm)
gatunek trawy

50

40
3
2
I )
0
A | B € | D

Total
Subpopulations populations

Percentage
[==] =]

o

FIGURE 6: Percentage basal grass cover, fire damage and rock cover per
subpopulation and total population of Haworthia koelmaniorum var. Mcmurtryi
within the study area.
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Stopnie swobody

« Jak pamietamy, wariancje populacji okreslamy przez sume kwadratow
roznic:

EDIEAS (E

. Zajmljmy sie kwaélzr atami roznic:

imﬁw

« Poniewaz nie ograniczylismy populacji w zaden sposéb, wartosci X,
moga przybierac dowolne wartosci

> - L3 x|

_15
_N;Xj

» Czyli pierwszy skiadnik sumy, moze przybiera¢ dowolng wartosc,
analogicznie 2, 3, ..., (N-1)-szy skfadnik

« Natomiast N-ty (ktorys z nich) sktadnik sumy bedzie ograniczony
warunkiem (wiezem):
2. |X—X|=N-X—N-X=0

« Warunek jest konieczny, aby zgodzita sie srednia

« Mowimy, ze liczba stopni swobody dla sumy kwadratow wynosi N-1
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Stopnie swobody

« Mowimy, ze liczba stopni swobody dla sumy kwadratéw wynosi

N-1
« Suma kwadratow dzielona przez liczbe stopni swobody to
odchylenie Srednie kwadratowe: - N ;- Z( x|’

* Pierwiastek z tej wielkosci (majacy wymiar wielkosm mlerzonej) to
pierwiastek ze Sredniego odchylenia kwadratowego (ang. RMS —
root-mean square deviation)
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< | Pobieranie préby z rozktadu
BEDE 11T normalnego
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Pobieranie proby z rozkiadu normalnego

Badamy populacje opisang rozkladem Gaussa o wartosci Sredniej a |
wariancji o2. Z tej populacji wybieramy probe o licznosci n

Napiszmy funkcje charakterystyczng tego rozktadu:

P n

t

x(t)=expita)exp|—0612)> g 1= p)gg :
Rozpatrujgc zmienng X -a=X—-x zamiast X dostaniemy:

.t
exp|i—a
n

\ wartosc Srednia pobranej proby (czyli
estymator wielkoSci a 3) )

cp)_(—a(t):exp

2n

Czyli funkcje charakterystyczng rozktadu normalnego o tej samej
Sredniej ale zmienionej wariancji: o°(X)=c"(X)/n

Rozpatrzmy najprostszy przypadek — rozktad normalny (Srednia O |
odchylenie standardowe 1): ¢ (t)=exp|—t*/2n|

* Pobieramy z niego probe n-elementowa i tworzymy sume kwadratow:
Y =X'=X+X4.. .+ X’

;
. Lo F (%)= . - ut e du
« Mozna udowodnié, ze dystrybuanta ma postaé:.” [(»)2"%
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Pobieranie proby z rozkiadu normalnego

 Mozna udowodnic, ze dystrybuanta ma postac:

1 .
F 2 — A—1 1/2ud
(X) F(K)Zk'{u e u

- gdzie A=1/2n a nto liczba stopni swobody

1
r(n)2"
e Otrzymujemy rozktad gestosci prawdopodobienstwa:

f () =k-(7) e 2"
* Funkcja charakterystyczna rozktadu y2 ma postac:
@, (0)=(1-2ic)”

« Korzystajac z jej wtasnosci funkcji charakterystycznej otrzymujemy
natychmiast, ze suma dwoch roznych 2 o n, i n, stopniach swobody
daje rowniez rozktad y2 o n=n,+n, stopniach swobody

 Wprowadzajac oznaczenie: k=
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Pobieranie proby z rozkiadu normalnego

* RoOzniczkujgc funkcje charakterystyczng mozemy wyznaczy¢ wartosc
oczekiwang | wariancje rozktadu yz:
E\X*|=—ig,.'(0)=2\=n
E\(X°)|=—ig.""(0)=42"+4k
o*(X*)=E|(X*)|-(E|X*)'=4x=2n
o Czyli wartosc srednia z rozktadu y2wynosi n a wariancja 2n

skala logarytmiczna
1
=
“0.9

1 F
23 r
X\ 0.8"

0.75

-1 S -
b é = SEssee 065
e == BF /
0.5/
0.4"
102 -
, 0.3
5 0.2
[ R O
0.1 TE— 019/
10-3 i A A L1 I L1 L1 Lol [ [ L ! - e T
oz4sa1o1z141e1sxzzo 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x %2

« Wykresy rozktadu i dystrybuanty rozktadu y2 dlan od 1 do 20
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Rozktad y2 — zastosowanie

* Rozklad y2 stosuje sie jako miare ufnoSci uzyskanego wyniku
(odchylenia elementow proby od wartosci sredniej populacji). Im
mniejsza wartosSc 2 tym pozornie stuszniejszy wynik. Jako miary
zaufania do wyniku uzywa sie wielkosci:

" AR W(x')=1-F(x’)=p=1-a

nazywanej poziomem ufnosci (zwykle podawanym w %)

* W rzeczywistych przypadkach mamy do czynienia z petnym
rozktadem Gaussa o dowolnym a | 0. Wprowadzamy wtedy
odpowiednie przeskalowanie

(X,—a)+(X,—a)+..+(X —a)
0_2
e aw ogolnym przypadku wielowymiarowym, gdy zmienne sa zalezne:
X’=(X —a| B|X —a|

X°=

Nieobcigzony | zgodny estymator wariancji z populacji to:

st=—Lo{(X = XP+(X,= X P+ (X, X )

KADD 2017, Wyktad 8 281 30



Rozktad y? a estymator wariancji

 Mozna udowodnic, ze zmienna losowa: p—1

2
0]

 ma rozkiad y2 z f—n 1 stopniami swobody. Wynika to stad, ze
wyrazenia (X ,— X )*nie sa liniowo niezalezne, gdyz zawieraja czynnik
X, ktéry zalezy od wszystkich wartosci X ;. Kazde dodatkowe
rdwnanie (wigzy) pomigedzy wyrazeniami (X .— X )’redukuje liczbe
stopni swobody o 1

SZ

e Poziomy ufnosci — przyktad:
g 10_11 _CIMIS Preliminary s '?T_GTL' I51fb Vs=8TeV, L < 122fb__£:gs / \
; Eg\%i - PN
& ~ o ?+ﬂﬂ*’T// | T
781055 “““““ \ ‘(// ::50 So - do 0 +lo 420 430 +40 +50 +60
3 10° i \.““ \ / ::60 Li 99.9937% 4.‘
— “.‘ \/ - 99.999943% g
i \“ :: 76 “ 99.9999998% >
10" e | g P([Y—a|<0)=68,3% P(|Y—a|>0)=31,7%
|| — H—bb Jso
10-175:233?5, § P(|[Y—al<20)=95,4% P(|]Y—a|>20)=4,6%
A P(|Y—a|<30)=99,8% P(|Y—a|>30)=0,2%

110 115 120 125 130 135 140 145
my (GeV)
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