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Proby z odliczaniem. Probki
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Pobieranie proby z odliczaniem

« Czesto w praktyce pomiarowe] mamy do czynienia z sytuacja, gdzie
dokonujemy n obserwacji, z ktorych tylko k ma pewng interesujgcg nas
ceche. Reszte obserwacii, czyli n-k, odrzucamy

« Wybieramy (odliczamy) k z n elementow — jest to zatem rozkiad
dwumianowy (liczby sukcesow k) z prawdopodobienstwem p wystgpienia
badanej cechy g — jej nie wystgpienia (nie znamy ich jednak — jestto
przedmiot badan)

« Pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo wystapienia badanej cechy p?

- mozna udowodnic, ze estymatorem p jest: S(P)ZE

- Dlaczego? rozktad dwumianowy to rozktad catkowite| liczby
sukcesow, natomiast rozktad wielkoSci p jest rozktadem sredniej liczby
sukcesow

- Rozwazmy przykitad: odbywajag sie wybory na Prezydenta RP, mamy
dwoch kandydatow: BK i AD. Zatézmy, ze p (60%) wszystkich
wyborcow preferuje AD. Jesli jednak wybierzemy losowo 10
wyborcow, mato prawdopodobne jest, ze akurat 6 z nich wskaze AD
(zalezy to od tego “na kogo sie trafi”) - probka to realizacja proby los.
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Pobieranie proby z odliczaniem

Rozwazmy przyktad: odbywaja sie wybory na Prezydenta RP,
mamy dwodch kandydatow: BK i AD. Zatdzmy, ze p (60%)
wszystkich wyborcow preferuje AD. Jesli jednak wybierzemy
losowo 10 wyborcow, mato prawdopodobne jest, ze 6 z nich
wskaze AD (zalezy to od tego “na kogo sie trafi”)

liczba wyborcow AD w prébie losowe] moze wyniesc¢ troche wiecej
lub troche mniej niz 60%. Jesli wielokrotnie powtorzymy te
czynnosc, otrzymamy rozkitad (probkowania) wielkosci p (ang.
sampling distribution)

widzimy, ze rozkiad p jest zwigzany z rozktadem dwumianowym —
rozktad dwumianowy to jednak rozktad catkowitej liczby sukcesow
k (wyboru kandydata AD) a rozktad p to rozktad sredniej liczby
sukcesow

Srednia to oczywiscie catoScC podzielona przez ilosc, czyli rozmiar
wybranej proby

Podsumowujac: rozktad dwumianowy — catkowita ilos¢ (np. 6 z
10), rozktad p — srednia (0,6) — operuja na innych argumentach

'KADD 2016, Wyktad 9 5126



Pobieranie proby z odliczaniem

* Rozktad dwumianowy ma wartoS¢ oczekiwang: np

« Wartosc¢ oczekiwana rozktadu p to zas wartos¢ oczekiwana rozktadu
dwumianowego podzielona przez wielkoSC proby n: p

« Rozktad dwumianowy ma wariancje: o°=npq=np(1—p)

« Czyli odchylenie standardowe (ma wymiar $redniej): o=+vnp(1—p)

« Dla rozktadu p musimy podzieli¢ przez n, i wtedy otrzymamy
odchylenie standardowe rozktadu p: ~ __ Vnp(1—p) :\/p(l—p)

« Czyli wariancja rozktadu p: oi:@ ' &

e Jak juz wspomnieliSmy, najlepszym estymatorem parametru p jest:

n

« Jaki jest zas estymator wariancji? S(p)=—

- wstawiamy do wzoru na wariancje estymator wartosci
oczekiwanej, wtedy dostajemy: 52(5(p)):15(1—5
n

1

s(s(p)=2k[1-]

'KADD 2016, Wyktad 9 6126



Niepewnos¢ statystyczno

o Zdefiniujmy teraz niepewno$¢: Ak=vs’(S(np)) 5(np)=n'%=k

« Witedy otrzymamy: Ak=yk 1—% o,,=np(1-p)

* Niepewnosc¢ ta zalezy tylko od odliczonych $2(S(np))=k I_E)
elementow k oraz liczebnosci proby | nazywana n

jest niepewnoscia (w starej nomenklaturze bfedem) statystyczna

« Jezeli k jest mate, czyli k<n, wtedy mozemy wprowadziC parametr
— : k
AP w|pta ,}llfooWZ=f(k)=,7<‘—!e‘”

« W takim przypadku mozemy (patrz Wyktad 5) mozemy uwazac, ze k
jest pojedynczym elementem proby opisywanej rozkladem Poissona,
wowczas otrzymujemy:

S(A)=S(np)=k
Ar="k

e Czyli w przyblizeniu niepewnosc statystyczna liczby odliczen k

mozna zapisac jako tatwy do zapamietania wzor: Ak~+vk

W=

* Przyktad: niepewnosc¢ zliczen binu histogramu

KADD 2016, Wyktad 9 7126



Doktadniejsza interpretacja niep. statyst.

« Jak pamietamy, dla duzych k rozktad Poissona mozna przyblizyc
rozktadem Gaussa o parametrach: u=»x, o’=A

« Dopoki liczba k nie jest zbyt mata (np. wieksza od 20, ale duzo
mniejsza od n!) rozktad Poissona liczby k z parametrem » mozemy
uwazac za rozktad normalny zmiennej losowej X o powyzszych
parametrach — czyli zmienna skokowa zastgpiona jest zmienng
ciggta. Gestosc prawdopodobienstwa wynosi wtedy:

a1 (x—A)
f(X,K)—mexp o)

e Za pomoca tej gestosci mozemy zdefiniowac granice przedziatu

ufnosci przy zadanym poziomie ufnosci 1-a

P(h,<A=<hk,)=1-0a

« Prawdopodobienstwo wystgpienia prawdziwej wartosci » wewnatrz
przedziatu ograniczonego liczbami (x,,x,) jest rbwne poziomowi
ufnosci 1—a

» Odpowiada to warunkom: P(x>kjr=x,)=1-" P(x<kr=%,)=1-7

KADD 2016, Wyktad 9 8126



Doktadniejsza interpretacja niep. statyst.

» Odpowiada to warunkom: P(x>k[»=k,)=1-" P(x<kln=h,)=1-<
° ; 2 5A- k—" k_7\-m
Mozna pokazaé, ze: g_%( ) 1oy,

Yo - dystrybuanta rozktadu normalnego

 Po diuzszych przeksztatceniach (Brandt) zaktadajaé o=k mozna
pokazac, ze na poziomie ufnosci 1—a=68,3% (czyli na poziomie 10),
prawdziwa wartosC k znajduje sie w przedziale: (k—vk,k+Vk]|

* (Gdy nie jest spetniony warunek o duzym k (tj. nie przyblizamy
Poissona rozkladem Gaussa), badamy rozktad:
fnsn)=2oe

* Mozna dowiesc, Ze:a F dystrybuanta rozktadu Poissona
o _ i _a_ .
S=F(ke150,) 1=y =Flkn,) Zf P(k<k)

* Aby wyznaczyC *,,\, nalezy rozwigzac povwzsze rownania
(numerycznie) - obllczyc funkcje odwrotng do rozk’fadu P0|ssona przy
ustalonym k i zadanym prawdopodobienstwie (u nas = i )

'KADD 2016, Wyktad 9 9/26



Pobieranie probki w obecnosci tia

« W wielu doswiadczeniach spotykamy sie tez z sytuacja, kiedy nie
mozemy okreslic, czy zaobserwowane zdarzenia sa tego rodzaju
jakie badamy (sygnat) lub innego typu (tto) — np. Badamy rozpad
promieniotworczy danego izotopu, ale mamy domieszke innego typu,
ktora rozpada sie analogicznie

« Mamy wiec wartosSc¢ oczekiwana liczby zdarzen dang rozkladem
Poissona w postaci sumy: A=Aig+A;

* Celem doswiadczenia jest wyznaczenie A

* Nie mozemy skorzystac z poprzednich rozwazan w celu wyznaczenia
granic przedziatu ufnosci

* Prawdopodobienstwo zaobserwowania n zdarzen: n=n.+n,

1 s .
f(n;}\‘s-l_}\’T):n_!e s }\T)(ks"'xT)
 Prawdopodobienistwa sygnatu i tta: f(ns;Ks)=%e_(“)(%s)”S

So

1 - n
f(n:r;k:r):_e (XT)OV[) '

ng!

KADD 2016, Wyktad 9 10 / 26



Pobieranie probki w obecnosci tia

« Wiemy, ze przy liczbie k zanotowanych przypadkow, tto nie moze tej
liczby przewyzszac. Wtedy wzor na tto zastepujemy wzorem:

f(ng;h,)
3 flngs
e W analogiczTny SposoOb zastepujemy wzor zaobserwowania n zdarzen:
f(n;hg+h,)
> flngin)

« Mozemy teraz obliczyC granice przedziatu A, ,sufnosci
poszukiwanego parametru »s na poziomie ufnoscil—o:

%:F'(k+1'}\ +Ar)

’ pS

f'(n:r;x:r>: , np<K

f'<n;}\s+7‘:r):

s nT\k

1_%:F'(k;7\ms+7\:r)

k—1
Fr(k;n+n)=D f'(n; A +N,)=P(k<k)
n=0

F' - dystrybuanta rozktadu f'

'KADD 2016, Wyktad 9 11/26
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Funkcja wiorygodnosci

« Do te] pory zajmowalismy sie estymacjg parametrow rozktadow,
wprowadzilismy estymatory i warunki, jakie powinny spetniac. Nie
zajmowalismy sie natomiast sposobem ich konstruowania (oprocz
estymatora wartosci oczekiwanej i wariancji)

* Problem ogolny:
- mamy zbior p parametrow: A=(x, i, ,A,)
- okreslony gestoscig prawdopodobienstwa: f=f(x;\)
- dla n zmiennych losowych: x=(x, x, ..., X,)

« Jeden pomiar wielkosci X, czyli pobranie proby o licznosci 1,
prowadzi do uzyskania wyniku x"'=(x,=x" x,=x, ... x =x)

e Takiemu doswiadczeniu przypisujemy liczbe:

« Ktora jest tzw. prawdopodobienstwem a posteriori. MOwi ona po
uzyskaniu wyniku, jakie byto prawdopodobienstwo jego uzyskania

'KADD 2016, Wyktad 9 13/ 26



Funkcja wiorygodnosci

. Takiemu doéwiadczeniu przypisujemy liczbe:
= x;0]dx

« Ktora jest tzw. prawdopodobienstwem a posteriori. MOwi ona po
uzyskaniu wyniku, jakie byto prawdopodobienstwo jego uzyskania,
czyli wartosci x"'takiej, ze: xV<x"<xV+dx\’, (i=1,2,...,n)

* Dla préby o N niezaleznych elementach omawiane
prawdopodobienstwo uzyskania wyniku x'/ xV .. x" dane jest

. ] N
lloczynem: ap=TT f(xY

« Gdy populacja jest charakteryzowana przez dwa r6zne zbior
lacja ) y przez _ y
parametrow, A, A, , wtedy mozemy okresli¢ iloraz wiarygodnosci:
[T_ F(X7;0)dx
Q=—01r
< N .
.jj:1f<x<1);)‘2)dx

 Mozemy go okreslic: “zbior parametrow A, jest Q razy bardziej
prawdopodobny niz zbior parametrow A"

KADD 2016, Wyktad 9 14| 26



Funkcja wiarygodnosci

Takiemu doswiadczeniu przypisujemy liczbe:
dPV'=fx"; ) dx

Funkcja wiarygodnosci nazywamy iloczyn postaci:

L:H f(X(J),)\«)

Funkcja wiarygodnosci jest zmienng losowa (jest funkcja proby)

Przyktad: iloraz wiarygodnosci — rzut asymetryczng monetg

- na podstawie rzutu asymetryczng monetail wynikow tych rzutow
chcemy ustali¢, czy moneta nalezy do klasy A lub klasy B

- zaldozmy, ze proba to 5 rzutow: A B
1 orzet 1 4 reszki orzet 1/3 2/3

- stad funkcja wiarygodnosci: reszka 213 1/3

4 4 L
LA:l- g LB:g' l Q:—A:8
313 3

- z duza dozag prawdopodobienstwa moneta nalezy do klasy A
'KADD 2016, Wyktad 9 15/ 26




Metoda nojwickszej wiorygodnosci

* Najwieksza ufnoscia obdarzamy zbior parametrow, dla ktorego
funkcja wiarygodnosci osiaga maksymalnag wartosc

« Jak wyznaczy¢ maksimum?
- warunek konieczny: przyrownac pierwszg pochodna L do zera

* RO&zniczkowanie iloczynu jest jednak niewygodne, wprowadzamy
wiec logarytm funkcji wiarygodnosci L:

N
[=InL=> In f(x";))
j=1

* Funkcjg wiarygodnosci jest odpowiednikiem gestosci
prawdopodobienstwa, tylko okreslona dla parametrow. Poniewaz jest
funkcjg proby losowej, jest rowniez zmienng losowg

A A

L(A) L(A)

max 3 max 1 max 2 max

'KADD 2016, Wyktad 9 16 | 26



Metoda nojwickszej wiorygodnosci

W najprostszym przypadku wektor parametrow A ma tylko jednag
sktadowag A

* Musimy wtedy rozquac réwnanie WlarygoanSC| 1_%_0
e Czyli: I—Zﬁlnf Zf Zd)
+ gdzie: olx"al=|-Lfix <f>,-x>)/(f<x<f>,-x>)

e jest pochodnq logarytmiczna f wzgledem A

« W przypadku gdy wektor A ma p sktadowych, mamy uktad p rownan:

ol
oM,

* Przyktad: powtarzanie pomiaréw o roznej doktadnosci

=0, i=1,2,...,p

- pomiar danej jednej wielkoSci roznymi przyrzgdami pomiarowymi:
« pomiary x"beda sie uktadaty wokoét wartosci rzeczywistej A
* niepewnosci beda miaty rozktad normalny
« mamy 1 wielko$¢, wiec z wektora x'/robi sie jedna zmienna x"//

'KADD 2016, Wyktad 9 17126



Metoda nojwickszej wiorygodnosci

* Przyktad: powtarzanie pomiarow o réznej doktadnosci
- pomiar danej wielkosci roznymi przyrzadami pomiarowymi:
« pomiary x'"beda sie uktadaty wokot wartoSci rzeczywistej A
* niepewnosci beda miaty rozktad normalny

- Whniosek: pojedynczy pomiar to pobranie proby o liczebnosci 1 z
rozktadu Gaussa o wartosci sredniej A i wariancji o

- Prawdopodobienstwo a posteriori mozemy zatem wyrazic jako:

| | Dy 7
dP = f(XV; ) dx=——L— exp| - X2
21O, 20

dx

- Zatem dla N pomiarow funkcja wiarygodnosci wynosi:

N (j) 2
1 (X —2\)
L:| I exp|—
j=1 ‘\/23'[0']- P 203

'KADD 2016, Wyktad 9 18126



Metoda nojwickszej wiorygodnosci

- Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci:

13 [xV )
[=—— +const

2

- Konstruujemy rownanie wiarygodnosSci:

izi X(j)—K 0
d A gJZ.

j=1

- Ktorego rozwigzanie to:

- Whniosek: wynik najbardziej wiarygodny jest Srednig wazong N
pomiarow, gdzie wagi sg odwrotnosciami wariancji
poszczegolnych pomiarow

'KADD 2016, Wyktad 9 19/ 26



Najbardziej wiarygodny wynik

- Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci wynosi:
N (J) _ 9 )2
l:_lz (X—2)
23 (52
- Rownanie WlarygoanSC| przyblera postac:

+const

- Ajego rozquame to

- Czyli wynik najbardziej wiarygodny jest srednig wazong N
pomiarow tej samej cechy, gdzie waga kazdego pomiaru jest
odwrotnoscig jego wariancji

'KADD 2016, Wyktad 9



Usrednianie wielu pomiaréw - przyktod

S. Eidelman et al.,
Phys. Lett. B 592, 1 (2004)
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Figure 9.1: Summary of the value of a;(My) from various processes. The values
shown indicate the process and the measured value of a; extrapolated to p = M.
The error shown is the total error including theoretical uncertainties. The average
quoted in this report which comes from these measurements is also shown. See text
for discussion of errors.

 Pomiar state] sprzezenia oddziatywan silnych — szukanie
najbardziej wiarygodnego wyniku — usredniamy wszystkie
wyniki z roznych pomiaréw wazac je odwrotnoscig wariancji

'KADD 2016, Wyktad 9



Przyktod z rozktodem dyskretnym

e Czasami nasze zjawisko opisywane jest rozktadem dyskretnym —
estymowany parametr moze przyjac tylko dyskretne wartosci

* Przyktad: ze stawu, w ktorym ptywa N ryb wytowiono wpierw K ryb i
po ich zaznaczeniu wpuszczono je z powrotem. W krotkim odstepie
czasu wytowiono n ryb, z ktorych k byto znaczonych.

Prawdopodobienstwo wynosi: (N N—K
kJ\ n—k

W, ,=L(k;n,K,N)= k

’ N

n

« Znalez¢ musimy takg wartosc N, dla ktorej funkcja L osigga
maksimum. Zbadajmy iloraz:
L(k;n,K,N) (N-—n)(N—k)

L(k;n,k,N—1) (N—-n—K+k)N

e Jest on mniejszy od 1, gdy Nk>nK | wiekszy od 1, gdy Nk<nK

« Czyli maksimum L osiagnie dla wart. catk. N najblizsze] N~nK/k

KADD 2016, Wyktad 9 22 | 26



¢ informacyjna
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Nierownos¢ informacyjno

e Pytanie: jak skonstruowac estymator o optymalnych wiasnosciach?

- estymator jest nieobcigzony, jezeli wartos¢ obcigzenia dla
kazdej proby: B(\)=E(S)—A=0

- oraz (estymator zgodny) wariancja estymatora jest jak
najmniejsza (dazy do O dla liczebnosci préby losowej dazacej do
nieskonczonosci): o°(S) - minimalna

- bardzo czesto istnieje jednak zwigzek pomiedzy obcigzeniem a
wiarancjg i musimy szukac kompromisu — taki zwigzek nazywamy
nierownoscia informacyjna

« Oczywiste jest, ze wariancja przybiera minimalng wartosc, kiedy
estymator jest statg (wtedy wariancja wynosi po prostu 0)

» Rozpatrzmy estymator:  s(x' x?, .. x"™)
e Ktdry jest funkcjg proby: x=(x",x?, ..., x™)

* taczna gestosc prawdopodobienstwa proby:
Fx, XM = () PP ) (Y

'KADD 2016, Wyktad 9 24126



Nierownos¢ informacyjno

» Wartosc oczekiwana estymatora S wynosi wiec:

= [ s(x", X, X" (A (™) dx M dx? L dx ™)
« Wyrazenie E(S)=B(A)+A mozna zr6zniczkowac, po przeksztatceniu

dostaniemy 0.
Vg
1+B'( fS Z ) f(x(l);k)...f(x(N);k)dx(l)dx(z)...dx(m
j=1 ( ,)\,)
N () N
f(x :k) (J)
=E\S . =ES x";N)5E|S-]I’
SR IIE A

« Nastepnie po diuzszych
przeksztatceniach nierownosc: =y ilnf(X“);K)=Z%=Zd)(x(”;K)

(B'(1)+1)’ =
o =S o [x70)=| - F(x) M)/(f(x(’)%))
« Gdzie informacja proby ze wzgledu na A: 1(3)=E(I")=NE ];,<(;.;77:)) >

'KADD 2016, Wyktad 9 2526



Nierownos¢ informacyjno

* Nierownosc¢ informacyjna:

(B'(A)+1)
I1(n)

2

f'{x;2)
f(x;n)

* Nierownosc¢ informacyjna to zwigzek pomiedzy obcigzeniem,
wariancjg i informacjg zawartg w probie

<o?(s) I(\)=E(1")=NE

« Jest to definicja ogolna — nie wybraliSmy zadnego szczegolnego
estymatytora. Prawa strona jest zatem dolnym ograniczeniem dla
wariancji danego (dowolnego) estymatora — ograniczenie to
nazywamy ograniczeniem minimalnej wariancji albo
ograniczeniem Cramea-Rao

« Kiedy obcigzenie nie zalezy od A, a w szczegolnosci gdy znika (rowna
sie zero), nierownosc¢ redukuje sie do:
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