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Centraine twierdzenie
graniczne - przypomnienie
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Pobieranie proby, estymatory
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Centrailne twierdzenie graniczne

e Dlaczego rozktad normalny jest tak wazny w rachunku
prawdopodobienstwa i statystyce?

 MOwi o tym centralne twierdzenie graniczne (ang. central limit
theorem) — jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku
prawdopodobienstwa:

- Jezeli zmienne losowe X. sg zmiennymi niezaleznymi o

jednakowych wartosciach srednich a i odchyleniach
standardowych b, to rozktad normalny ma zmienna:

X=lim Y X, E(X)=na, o°(X)=nb’

n2>w j=1

- ponadto, zmienna e=1 x =lim lz X . ma rozktad normalny z:

n n>w N i=1

E(§)=a, o’(g)=b"In

e Innymi stowy — majgc n niezaleznych zmiennych o jednakowym
(dowolnym!) rozktadzie, to ich suma dla duzych n zbiega do
rozktadu normalnego
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Centrailne twierdzenie graniczne - przykiad 1

 Wyobrazmy sobie eksperyment polegajacy na rzucie kostka
(kostkami) 1 obserwowaniu catkowitej liczby oczek:

- kolejne rzuty kostkg (kostkami) sg niezalezne

- jesli rzucamy kostka jednokrotnie (albo 1 kostka), to
prawdopodobienstwo uzyskania danej wartosci jest jednakowe

- Jesli rzucamy kostkg dwukrotnie (albo 2 kostkami), to
prawdopodobienstwo uzyskania sumy oczek nie jest juz

jednakowe
- jesli rzucimy kostkg n-krotnie (n-kostkami) — rozktad normalny
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Suma zmiennych losowych jako splot

« W doswiadczeniach eksperymentalnych bardzo czesto mamy do
czynienia z sumg dwoch zmiennych losowych

* Na przykitad — rozpad czgstek nietrwatych opisnany jest pewnym
katem rozpadu, wynikajgcym ze statystycznego charakteru zjawiska
fizycznego, zas niepewnosc jego pomiaru z niedoktadnosni
przyrzadu. Obserwowany rozkiad jest splotem dwoch rozktadow

« Rozwazmy zmienng losowa: u=x+Y
« Zaktadamy niezalezno$¢ zmiennych: f(x,y)=

« Witedy dystrybuanta zmiennej U: moze byc
wyznaczona jako pole powierzchni: yT

F(u)= P(U<u) P(X+Y<u):

—fff y)dxdy .

S,
::OO dX f f /% ;
=_wfyydy_ffxxdx 7
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Suma zmiennych losowych jako splot

Z dystrybuanty vwznaczamy funkcje gestoéci zmiennej U:

ff (u—x)dx= ff (u=y)dy=(f*f,)(u)
FunkCJa f(u) tak zdefiniowana jest splotem funkcji £(x) 1)

Powyzszy wzor bedzie prawdziwy rowniez wowczas, jezeli zmienne
X 1Y sg zdefiniowane tylko w pewnym zwartym obszarze (wtedy
ustalamy odpowiednie — wezsze i skonczone, granice catkowania)

Rozpatrzmy przypadek splotu dwdch rozktadow jednorodnych:

_ 1, 0<x<l1 _ 1, 0<y<1
fx (X ) - . . fy ( .y) - . .
0, w przeciwnym razie 0, w przeciwnym razie

[ Rozklad jednostajny | [ Rozklad jednostajny |

=) f.(f , (u=—x)dx=

i
-

flu-x

III|III|III|III|III
uﬂ 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Rozpatrzmy przypadek splotu dwoch rozktadow jednorodnych:

< 1, o<y<i
f.(x)= L, Osx<l f,(y) 0 =Y .
O \%\Y% przec1wnym razie » W przeCiwinyim rdzie

ff (u—x)dx= ff (u—x) gv:_“__d’;: f(u):_j fy(v)dv:jfy(v)dv
. Zmlenna u zmlenla sie od O do 2, zatem rozwazmy 2 przypadkl

(a) O<u<1: f,(u ff )dv = fdv u

(b) 1<u<2: f,(u f f,(v dv=f dv=2—u

u—1

[ Rozklad jednostajny | [ Rozklad jednostajny | | Splot 2 rozkladow jednostajnych |

1_

0.6—

02—

III|III|III|III|III III|III|III|III|II n_lllllIIIIIIlIIIlIIIIIIIlIII|III|III|III
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Rozpatrzmy przypadek splotu dwoch rozktadow jednorodnych:

S _ 1, o<y<l
fx(x): 1, O X<1 . fy(.y)_ O . y .
O A% prZECIWIlym razie , W prZECIWHym razie

ff (u—x)dx= ff (u—x) c;/v:—u—_d);:} f(u)z—uflfy(v)dv=}fy(v)dv

. Zmlenna u zmlenla sie od O do 2, zatem rozwazmy 2 przypadkl
(a) O<u<1: f,(u ff )dv = fdv u

u—1 u—
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Suma zmiennych losowych jako splot

* Analogicznie bedzie z suma trzech zmiennych losowych:

\
| 1/2u?, o<u<l
f(u)= 1/2(—2u2+6u—3), 1<u<?2
| 1/2(u-3F, 2<u<3

« Zgodnie z CTG — im wiecej rozkladow w splocie, tym bardziej rozkiad
sumy przypomina rozktad Gaussa:
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Sploty z rozktadem normainym

* Przykiad: Mierzymy zmienng X opisang gestoscig
prawdopodobienstwa f (x). Pomiar obarczony jest niepewnoscig Y

majgaca rozktad normalny. Wynik jest zatem sumag zmiennych
losowych: U=X+Y

. Gestoéé prawdopodobieﬁstwa zmienne] U wynosi wtedy:
(u— x)
dx

ff uxdx—\/— ff eXp(

e Problem: eksperymentalnle otrzymujemy funkcje f(u), ale tak
naprawde interesuje nas f(x). Jak ja wyznaczycC?

- w ogolnym przypadku jest to niemozliwe
- mozna tego dokonac dla pewnej ograniczonej klasy funkcji f(u)
- najczesciej postugujemy sie tutaj metodami Monte Carlo

'KADD 2016, Wyktad 7 1226



Sploty z rozktadem normainym - przykiod 1

* Przykiad: Splot rozktadu jednostajnego z rozktadem normalnym (o
Sredniej rownej 0)

« W tym przypadku mozliwe jest rozwigzanie analityczne. Korzystamy
Ze WZzOrow:

X | = 1 * X _ 1 —y*[26°
f(x) b—a’ €(a,b) g()’)—mge h(u):ff(x)g(u—x)dx
f(x)=0;x€R\{a,b)

« Wtedy, wprowadzajac zmienna v=(x—u)/o otrzmeJemy

1 1 1 1

h(u):b_a\/2_1750{exp(—(u—x)2/202)dx—b_a\/znaf exp|—=v’|dv

(a—u)/o 2

« Zas uwzgledniajgc dystrybuante
rozktadu normalnego:

1 b—u a—u
b—a (DO( O )_(DO( O )

F(x).f(
=1
|
=
<
A

h(u)=

12
u
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Sploty z rozktadem normalnym - przyktod 2

Przyktad: Splot dwoch rozktadow normalnych — dodawanie
niepewnosci “w kwadracie”

Splot dwoch rozktadow normalnych o wartosciach srednich rownych
0 i warniancjach o,, o, ma postac¢ rozktadu normalnego:

f(u)= 1 exp|—u?/26?), o'=0.+0,

V2o
Widzimy, ze wariancje sie dodaja (odchylenia std. dodajag sie w
kwadracie)

Jesli Srednie rozktadow rozne od O — wartosci oczekiwane rowniez
sie dodaja

| Rozklad Gaussa(2,1) | h1 | Rozklad Gaussa(-1,2) | h2 | Splot 2 rozkladow Gaussa | h3
Entries 1000000 Entries 1000000 Entries 1000000

80000~ Mean 2 E Mean -1.002 c Mean 0.9978

- RMS 1.001 40000 RMS 2.0m 35000 — RMS 2.239
70000 ¥ 4 nelf 31.54/45 35000 — ¥® / ndf 75.68 / B8 E %2/ ndf 114.5 /95

C Constant 7.962e+04 + 98 e Constant 3.985e+04 + 49 30000 — Constant  3.561e+04 + 44

F Mean 2+ 0.0 Mean -1.002 + 0.002 F Mean 0.9981+ 0.0022
600001~ Sigma __ 1.002:+ 0.001 30000 Sigma __ 2.002+ 0.001 25000 Sigma 2.24+0.00
50000 25000 -

= c 20000
40000 20000 C

E c 15000
30000 15000 3
20000 10000 10000
10000~ 5000 5000 —

(o : :l s I sl 1 111 111 111 111 | 1 h

Yo E 6 42 0 2 4 6 B 70 %% -6 -4 -2 0 2 4 6 B 10 Yow 6 4 - 4 6 8 10
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Zastosowanie splotow

« Cyfrowe przetwarzanie obrazow
« Akustyka

 Muzyka elektroniczna

« W fizyce gdzie sie pojawia
superpozycja

« W planowaniu radioterapi
(rozktady dawki)

Center element of the kermnel is placed over the (0% 0)
source pixel. The source pixel is then replaced
with a weighted sum of itself and nearby pixels.

Source pixel

Convolution kemnel
{emboss)

New pixel value (destination pixel)

Original Emboss

'KADD 2016, Wyktad 7 15/ 26
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Pobieranie proby

W przypadku pomiarow eksperymentalnych najczesciej nie znamy
rozktadu prawdopodobienstwa opisujgcego dany pomiar (np. parametru
rozktadu Poissona w rozpadach promieniotworczych, czy parametrow
rozktadu Gaussa opisujgcego jakas populacje)

« Te parametry chcemy wyznaczyc¢ doswiadczalnie, nie jestesmy jednak w
stanie zebrac nieskonczenie wiele pomiarow

* W konsekwencji jestesmy zmuszeni przybliza¢ rozktad gestosci za
pomoca rozkitadu czestosci (histogramu o skonczonej liczbie wejsc)

* Préba (ang. sample) nazywamy zespot doswiadczen wykonywanych w
celu okreslenia ksztaltu (parametréw) poszukiwanego rozktadu:

- proba otrzymywana jest poprzez wybor
elementow z (czesto nieskonczonego)

zbioru wszystkich mozliwych doswiadczen

(wszystkich mozliwych pomiarow),
zwanego populacja generalna

- prébe o n skladnikach nazywamy préba O O @ O B o
\ n-wymiarowa o ||[ 10 o \
KADD 2016, Wyktad 7 Population



Pobieranie proby

« Cala “sztuka” polega na odpowiednim wybraniu proby z populacji, by
aproksymacja rozktadu gestosci byta jemu jak najwierniejsza

e Zaldzmy, ze rozkiad zmiennej losowe] X opisywany jest funkcja f(x) —
Interesujg nas wartosci zmiennej X uzyskane przez poszczegolne
elementy proby

« Pobieramy I prob, kazda o wymiarze n, i zaobserwowaliSmy
nastepujace wartosci zmiennej X:

1. proba : x\ X(zl),...,X<1)

1 » n

j-ta proba: X(lj),X(Z”,...,X(j)

n

: e o) ) 0
[-tapréba: X, ,X,,....,X

n

« Kazda probe mozemy przedstawic jako wtektor (n-wymiarowa
zmienng losowa): x'=|x\" x\/, .., x\7)

1 » n

« Wektor ma rozkitad gestosci prawdopodobienstwa:
g<x):g(X1,X2,---:Xn)

'KADD 2016, Wyktad 7 18126



Pobieranie proby

* Aby mozna byto mowicC o losowym pobieraniu proby:
- zmienne X, musza by¢ niezalezne, czyli: 9(x)=g,(x,)g,(x,)...g,(x,)

- poszczegolne rozktady musza byc jednakowe i identyczne z
rozktadem gestosci populacji: g:(x,)=g,(x,)=...=g,(x,)=f(x)

* Nalezy podkreslic, ze w rzeczywistym procesie pobierania proby
czesto bardzo trudno jest zapewni¢ petng losowosc¢ — nie ma tutaj
jednej recepty jak to zrobiC (nalezy starac sie spetnic powyzsze
warunki)

« Teraz zdefiniujemy pojecia, ktore charakteryzujg probe losowa:

- zaldzmy, ze mamy n-elementowg probe i odkladamy wyniki na osi
liczb. Przez n, oznaczmy taka liczbe wartosci, ktore sg mniejsze

niz pewna stata x, czyli mamy spetniong definicje dystrybuanty:x <x

- wielkosc¢ w,(x)=n,/n nazywamy dystrybuanta empiryczna

- Jest to funkcja schodkowa zwiekszajgca sie 0 1/n dla kazde]
kolejnej wartosci z proby; dla duzych n dazy do dystrybuanty

'KADD 2016, Wyktad 7 19/ 26



Pobieranie proby

« Teraz zdefiniujemy pojecia, ktore charakteryzujg prébe losowa:

zatozmy, ze mamy n-elementowg probe i odktadamy wyniki na osi
liczb. Przez n, oznaczmy taka liczbe wartosci, ktore sg mniejsze

niz pewna stata x, czyli mamy spetniong definicje dystrybuanty:x <x

wielkos¢ w_(x)=n,/n nazywamy dystrybuanta empiryczng

jest to funkcja schodkowa zwiekszajgca sie o 1/n dla kazde]
kolejnej wartosci z proby; dla duzych n dazy do dystrybuanty
funkcje elementow proby (czyli zmiennej losowej X) nazywamy
statystyka

najwazniejszym przyktadem statystyki jest Srednia z proby (ang.
sample mean) zdefiniowana jako srednia z elementow proby:

X:l(X1+X2+...+Xn)
n

'KADD 2016, Wyktad 7 20 /26



Pobieranie proby - przyktad

* Przykiad — wzrost Polakow

* Niewatpliwie wzrost Polakéw (zmienna losowa X) podlega
pewnemu rozktadowi f(x) z dysteybuantg F(x)

 Pomiar wzrostu pojedynczego Polaka daje wartosc x

« Jezeli stworzymy n-wymiarowg probe losowg, tzn. wybierzemy n
Polakow, to rozktad prawdopodobienstwa dla kazdej z osob (od
g.(x,) do g (x))) jest taki sam jak dla catej populaciji i rowny f(x)

« Dla kazdej tak skonstruowanej proby mozemy teraz policzyc¢ jej
W (x). Oczywiscie im wieksze bedzie n, im wiecej ludzi wezmiemy
do naszej proby, tym rozkiad wyliczony z proby bedzie blizszy
rozktadowi rzeczywiscie istniejgcemu w populacii

« Zadaniem estymaciji jest znalezienie takie] statystyki (a wiec
funkcji okreslonej na wektorze X), aby najlepiej przyblizata ona
rzeczywistg wartosS¢ parametru opisujagcego rzeczywisty rozktad
zmiennej losowe] X

KADD 2016, Wyktad 7 21126



Estymaotory

« Typowy problem analizy danych: znamy (np. z prawa fizycznego)
0g0Ing postac gestosci prawdopodobienstwa w danej populacii,
nalezy “jedynie” wyznaczy¢ parametry tego rozktadu. Przykiad:

mierzymy rozpad radioaktywny w czasie: N(t)=N,(1—exp(—At))

parametr A wyznaczamy na podstawie proby — mierzgc skonczong
Il0SC razy ilos¢ rozpadow w czasie — wynik nigdy nie bedzie
doktady, bo proba jest skonczona, mamy problem estymacii
parametrow

poszukiwana wielkoSc uzyskiwana jest funkcjg elementow proby
(statystyka) | jest nazywana estymatorem: s=S(x,,X,,...,X,)

estymator jest nieobcigzony, jezeli niezaleznie od liczebnosci
proby jego wartosc oczekiwana jest rowna wartosci
estymowanego parametru:

E(S(X,,X,,...,X,)|=\, dlakazdego n

estymator jest zgodny, jezeli jego wariancja znika:
limo(S(X, X,...,X,)|=0

n
n-> oo

'KADD 2016, Wyktad 7 22126



Estymatory - wartosé oczekiwano

Wartosc srednia ze wszystkich elementow proby jest zmienng losowg
(jest funkcjg zmiennych losowych). Jej wartoS¢ oczekiwana:
1

E(X):;(E(X1)+E(X2)+...+E(Xn)):E(X):$<, dla kazdego n

Whniosek: wartos¢ sSrednia (arytmetyczna) z préby to estymator
hieobciazony wartosci oczekiwanej zmiennej X w populacji

Mozemy obliczy¢ wariancje wartosci sredniej:

o*(X)=E X~ E(X)'= || A

Z uwagi na niezaleznos¢ zmiennych kowariancje miedzy zmiennymi X,
znikajg, czyli ostatecznie:

o’ (X)=—+0’(X)

Whniosek: wartos¢ Srednia (arytmetyczna) z proby jest rOwniez
estymatorem zgodnym wartosci oczekiwanej

KADD 2016, Wyktad 7 231 26



Estymatory - wariancjo

« Jak pamietamy z definicji wariancji, nie jest ona zmienng losowg

 Mozemy wariancje przyblizyC przez srednig arytmetyczng odchylen
kwadratowych od wartosci Sredniej:

s,z(X)=%(<X1—X)2+(X2—X)2+---+(Xn—7f)2)

e Wartosc oczekiwana tej wielkosci:

« Widac wiec, ze S” jest estymatorem obciazonym dla wariancji
populacji majacym wartosS¢ oczekiwana mniejszg niz o2(X)

'KADD 2016, Wyktad 7 24126




Estymatory - wariancjo

Mozemy jednak nieznacznie zmodyfikowac definicje wariancji z proby
| wprowadzi¢ estymator:

S*(X)= nil (X, = X)+(X,— X +...+(X,— X))

« Otrzymyjemy estymator nieohciazony wariancji populacji

e Jesli podstawimy ten wzor do wzoru: 02()_()2%02()()

e To otrzymamy estymator wariancji wartosci Sredniej:
oy leivy 1 Ny oy
S(X)=, S X=X %)
e Zas odpowiadajgce odchylenie standardowe (niepewnos¢ Sredniej z
préby):
1

AX=yS8*(X)=S(X)=——=S(X)

Vn
« Jaka jest zas niepewnos¢ wariancji z préoby (bez wyprowadzenia)?
2

AS*=S’
n—1 — 1 n .
* Odchylenie standardowe proby: s=Vs ZE\/Z (X;—X)

i=1

'KADD 2016, Wyktad 7 2526



Estymatory - wariancjo

 Podsumowujgc zatem estymatory nieobciazone:

- wartosci oczekiwanej populacji — Srednia z proby (wynik
doswiadczenia):
X:l(X1+X2+...+Xn)
n
- wariancji populacji — wariancja z préby (aproksymowana):

S (X)=—=(X, = X)+(X,= X )*+..+(X,~ X)]

- wariancji wartosci Sredniej z proby (patrz niepewnosc¢ typu A):
1

n

_ 1 _
S (X)==8*(X)= X—X)
X=, s 10 (n—1) & X ,
- wariancji (aproksymowanej) wariancji Z proby
2\_ o] 2
\hﬂS)—S S

- odchylenia standardowego proby:
S=y/S (X )= (X, X P+(X,— X P+.. +(X — X

vn—1

- dalej mozemy wyznaczac¢ np. wariancje odchylenia std. proby...
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