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Metody Monte Carlo
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Najwazniejsze rozkiady
prawdopodobienstwa
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<1 Metoda akeeptagji-odrzucen
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Metoda (akceptacji) von Neumanna

e Jak to dziata?

- generujemy pare liczb z rozktadu
jednorodnego: (y,,u,) a<y,<b, 0<u,<d

- rozwazamy krzywa: u=g(y) oraz funkcje stata:

- sprawdzamy, czy u;<g(y;) u=d,d=gpq

- Jesli warunek jest spetniony, T
akceptujemy liczbe y,, g
jesli nie - odrzucamy

- zaakceptowane wartosci y,
podlegaja rozktadowi g(y)

1

- rozkiad g(y) nie musi by¢ unorm. [ Gestone pravieposesnta
?"b.ms;
- wydajnosc metody: oot
b 0.012
Jolydy o
a accept 0.006 —
E= ~ P E

(b_a)d N -

0.002
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 Metoda von Neumanna z funkcjg pomocniczg

| Metoda von Neumanna |

« Wydajnos¢ metody von Neumanna gwo = =
mozna poprawic, jesli odpowiednio st
zawezimy obszar losowania:

4000 >

- wprowadzamy funkcje pomocniczg
s(y), z ktorej “latwo” wygenerowac

2000

.

o_

zmienne losowe (np. metodg S

odwrotnej dystrybuanty), i ktéra : b

spetnia warunek: g(y)<c-s(y), a<y<b wa et
- generujemy liczbe losowg y, z

6000

rozktadu s(y) na przedziale a<y;<b

oraz liczbe u, z rozktadu LY /

0

jednorOdnegO na. przedZiale 0<u1<1 |Meto:avon::umannl;:zf.::m. |[u3 1 ) N 1-6_ gen‘:-njI ;
- odrzucamy liczbe y, jezeli: y > 9(yi) e S

o C'S(yi)
- wydajnosc metody: fbg(Y)dy

_Cf:S(y)dy
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etoda von Neumanna z fun. pom. - przyktad

Rozwazmy funkcje gestosci postaci:

gly)=cos(mx)/(mx+1)+1/4, 0<y<?2

Funkcja ta, w przedziale od 0 do 2, ma dwa maksima: g(0)=c, g(2)=d

W zwykte] metodzie von Neumanna wybieramy prostg: u,,,=c¢

Tutaj] mozemy tatwo wybrac funkcje pomocnicze s(y) jako prosta

przechodzaca przez pubkty (0, ¢) i (2, d)

cos(x*3.14159)/((x*3.14159)+1.0)+0.25 |
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Aby otrzymac wzor s(y)
rozwazamy uktad réwnan:
c=a-0+b

d=a-2+b

Z czego wzor na s(y):

_d-
s(y —?y+c

Jak otrzymac wartosc
losowa z tego rozktadu?
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Metoda von Neumanna z fun, pom. - przykto

| Metoda von Neumanna | genn

« Metoda odwrotnej dystrybuanty! o I

e Liczymy dystrybuante:

6000

d—c _
S(y)="7 y +oy

* Oraz jej funkcje odwrotna;: AN I \
2 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
—_ C _\/XC d _C + d _C Metoda von Neumanna z f. pom. _se"'f—y
y=S"'(x)=2 ([d—c)+{d—c) 3 ' =
_ ¢ (c—d) o i "2
« Losujemy wartosc x, z rozktadu
: : _ o000 50% wzros dajnosci!
jednorodnego w granicach:

$(0)=0, S(2)=d+c i
(0) (2) - I /

* | wstawiamy ja do wzoru na odwrotng

[ Metoda von Neumanna z f. pom. |

dystrybuante by otrzymac y, z rozkt. s(y) = g e

RMS 0.7238
14000 Underflow 0
Overflow 0
12000 Integral  2.416e+05

« Losujemy pomocniczg wartosc u, z

rozktadu jednorodnego 0<u,<1 gly) =
u < 6000

« Sprawdzamy warunek akceptacji )il.: s(y)

4000

2000

0
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Generacja liczb o rozktadzie normalnym

e Jak pamietamy, rozktad normalny nie ma analitycznej formy
dystrybuanty

* Do generowania liczb z rozktadu normalnego o ¥=0, o=1
(standardowego) stuzy metoda Box’a-Muller’a

. transformacja
—z°

f(z)= exp ,=2X—_X dowolnego rozkt. norm.
\/ 27 O do standardowego

« Generujemy pare liczb (ul,uz) z rozkladow jednorodnych (0,1) i
dokonujemy zamiany zmiennych:

v,=2u,—1 v,=2u,—1
* Obliczamy: s=v,+v,

 Gdy s>1 odrzucamy pare

e Otrzymujemy dwie liczby pseudolosowe opisane rozktadem
normalnym standardowym:

x1=v1\/—(2/s)lns x2=v2\/—(2/s)lns

'KADD 2016, Wyktad 5 8134



Catkowanie metodg Monte Carlo

» Jak juz zauwazylismy, pole powierzchni pod rozpatrywang krzywa w
stosunku do pola prostokata, z ktérego losujemy dwie liczby
pseudolosowe, ma sie (w przybllzenlu) do siebie tak jak liczba par
zaakceptowanych do odrzuconych: f gly

~ Naccept
. . : (b—a)d_ N.all :
« Co pozwala na przyblizone obliczenie wartosci catki oznaczoney:

g dyN accept(b_a)d
f Nall

« W ten sposob mozna obliczyC¢ dowolna catke oznaczong poprzez
prostg generacje dwoch liczb z rozktadu jednorodnego. W wers;i
n-wymiarowej oczywiscie mozemy to zrobicC dla dowolnej liczby
zmiennych losowych (i obliczac catki wielowymiarowe)

Al 1

v N wszystkie

* Wzgledna doktadnosc¢ obliczenia catki:

KADD 2016, Wyktad 5 9]34



Catkowanie metodg Monte Carlo - przykiod

0.1

0

2-Biad wzgledriy = 0.111111111

i | 1111 IIII‘III\‘\II\
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo

do obliczenia wartosci liczby n

W tym celu rozpatrzmy Cwiartke okregu o jednostkowym promieniu.

Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)Z\/(Rz—yz); O<y<l1;0=sy<l1

Pole éwiartki jednostkowego okregu to: I=J g(y)dy=n/4=

n=4-1

s 7 . . ° Nacce t
Wartosc catki obliczamy metoda Monte Carlo:  I~—¢ " b—ald
all

wszystko przypomina

rzucanie lotkami (darts)

“Wszystkich: 100 °
-Zaakceptowano: 81 ‘
“n =4.0*(81/100)*(1.0-0.0)*1.0="
T 324 ° :

“Blad bezwzgledny = 0.36 -

- -
Covel i oot bovae bona b |
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przykiod

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci nt

« W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)Z\/(Rz—yz); O<y<l1;0=sy<l1

1
» Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to: I=] g(y)dy=n/4=n=4-1
0

2 A - - Nacce t
» Wartosc catki obliczamy metoda Monte Carlo:  I~—¢ " b—ald
all

1 1

09? \ 09‘ .-:‘..-.: : . ‘

0.8 * - . ‘08

I‘:I

FelaT TT T T T T4
| .‘L:‘n-"

06 - . 06" '. . o, W
0.5-Wszystkich: 100 * olswszystklch 1000 "__-'-.'.-' e
0_4;_Zaakcgap'towano: 81 Za‘akdep‘tdwa-no 784 CHRPTRE
“n=4.0(81/100)*(1.0-0. " =4 0*(784[100’0,)*(1 .0- 0.0)*1p-
03 324 - . Ta3486 [ N
0.2:43|'ad wzgledriy = 0.11 0.2-Bla& wzq_ledny 003571,&2'857
0.1J3Iad bezwzgledny = 0.1J3Ia’el bezwzgl.e'd'ny = 0 1-1_%.

ﬁ--. 1 .‘.¢‘1'¢
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przykiod

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci it

« W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)Z\/(Rz—yz); O<y<l1;0=sy<l1

1
» Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to: I=] g(y)dy=n/4=n=4-1
0

2 A - - Nacce t
» Wartosc catki obliczamy metoda Monte Carlo:  I~—¢ " b—ald
all

1- 1=
0.9~ \ 0.00 e -
0.8 * - . S ¥ IR
C C* . L
0.7- o7l A
05 Coeth T
0.5Mszystklch 100 ° 0.5,,W‘szystklch '1'000 __"'

04 r_Zaakceptowano 81 Za‘akdep‘tdwa-no 784
7 =A0°(B1/100)°(1.0-0. I =4 0*(784/100*03*(1 0

324 - 3, 136" ‘_".?;
0-243Ihd wzgledny D 11 o.z-maa wzg_ledny 0 03

0.1J3Iad bezwzgledny = 0.1J3Ia’el bezwzgl.e'd'ny =
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przykiod

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci it

« W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)=V(R*=y%); 0<y<1;0<y<1

» Pole éwiartki jednostkowego okregu to: I=[ g(y)dy=n/4=n=4-1

s’ . . X Nacce t
» Wartosc catki obliczamy metoda Monte Carlo:  I~—¢ " b—ald

1 1

09? \ 09‘ .-:‘..-.: : . ‘

0.8 * - . ‘08

I‘:I

D.7j '. - . 0.7?"" * *

06— . o.si_'..'.' S .
Ca M - a @ - . .y ..
0.5-Wszystkich: 100 * 0.5,,W‘szystklch '1'000 __" :
,.4~Zaakeceptowano: 81 0.4 Za‘akdep'tdwa-ne 784

T =4.0*(81/100*(1.0-0.  'S4: 0*(784[100’0,)*(1 0
03~ 324 - . Ta3436° 1 [ N
0.2-Biad wzgledriy = 0.11 0.2-Bla& wzq_ledny 0.03
0.1J3Iad bezwzgledny = 0.1J3Ia’el bezwzgl.e'd'ny =

?-ﬂ‘ 1
ou\ el \J\J-r-l \r\

0 041 02 03 04 05 00 01 0.2 03 04 0.5
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Catkowanie metodg Monte Carlo - przyktad

* Najpopularniejszy przypadek to wykorzystanie metody Monte Carlo
do obliczenia wartosci nt

« W tym celu rozpatrzmy ¢wiartke okregu o jednostkowym promieniu.
Funkcja opisujaca te cwiartke to:

g(y)=V(R*—y®); 0<y<1;0<y<1
1
» Pole ¢wiartki jednostkowego okregu to: I=] g(y)dy=n/4=n=4-1
0

s’ . . Nacce t
 Warto$¢ calki obliczamy metoda Monte Carlo: I~—***(b—ald

7 = 30000 (1 = 3.1436) Cl”

e e B ‘if'”ﬂ%Wﬂ’@"‘ Maonte Carlo Sphere Integration
e B e s e e e e
o uﬁ{“

St G L ,M& fr'-fy';fs-i‘i-iﬁ’, o] Chitstxt +

e A f?:f%{ e -“«.;.).;"E'-' q'i,.g.'.?‘:gé’f 233 _ 'misses.txt'  »
" O oo i G il e S e SR BT

L R AR 3 Tl !

6 19 16 6 i ag

Number of samples (N)

'KADD 2016, Wyktad 5 1434



Nojwazniejsze rozktady
T prowdopodobienstwa
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Rozktad dwumianowy

« W Polsce znany rowniez jako rozktad Bernoulliego (ang. binomial
distribution) — w innych krajach moze oznaczac inny rozktad

 Rozwazmy proste doswiadczenie — rzut moneta;:
- w wyniku rzutu mozemy otrzymac dwa wykluczajgce sie wyniki
- zatem przestrzen zdarzen elementarnych: E=A+ A

- mozemy zdefiniowac prawdopodobienstwa:

« Wynik doswiadczenia moze by¢ zmienng losowa X, ktéra przybiera
wartosc 1 lub O w zaleznosSci od tego, czy zaszito zdarzenie A lub A

« Jesli powtdrzymy wielokrotnie doswiadczenie, to otrzymamy rozktad
zmiennej losowe] X=X, +X,+...X

n

'KADD 2016, Wyktad 5 16 / 34



Rozktad dwumianowy

Z rachunku prawdopodobienstwa wiemy, ze jezeli przestrzen zdarzen
elementarnych E=A,+A.+...+ A, | zdarzenia sg niezalezne, to:

P(AA,..A )=P(A,)P(A,)..P(A)

« Z tego wynika, ze prawdopodobienstwo, ze k pierwszych
doswiadczen (z n) da wynik zdarzenia A a pozostate n-k dadzag wynik
zdarzenia A, wynosi:

P(AkAn—k>:pk qn—k

e Zgodnie z kombinatoryka, pojawienie sie k razy zdarzenia A w n
doswiadczeniach realizuje sie na “n po k” sposobow:
roznigcych sie kolejnoScig zdarzen Ai A

n
k

» Prawdopodobienstwo wystapienia k razy zdarzenia A i n-k razy

zdarzenia A w n doswiadczeniach, w dowolnej kolejnoSci, wynosi:
P(k)=wi=|/|p"a""; q=1-p

« Tak zdefiniowany rozktad nazywamy rozktadem dwumianowym

'KADD 2016, Wyktad 5 17134



Rozkiod dwumionowy

* Policzmy wartosc oczekiwang i wariancje rozktadu dwumianowego

« Dla pojedynczego doswiadczenia X, (zmiennej losowej, ktéra moze
przyjac wartosc 1 lub 0):

_N ~E(X)=1-P(X;=1)+0-P(X;=0) |[E(X,)=1p+0-q=p
E(X)—Z;,Xip(X—Xi) 02(X,~)=E((Xi—p)2)=(1—p)2p+((3—p)2q=pq

« Z wilasnosci warotsci oczekiwanej: E(X=X1+Xz...+Xn):Z E(X,)=np
i=1

« Zaktadajac niezaleznosc zmiennych (zerowe kowariancje) otrzymamy
Z koler: 02<X):npq
* Dla 2 zdarzen losowych:

Uz(X)=(§ p2(2—2p)2+(i)pq(1—2p)2+(3)q2(0—2p)2=

2 p*(4—8p+4p”)+2(p—2p°)+(1—2p+ p’)4p°=2p(1— p)=2pq

'KADD 2016, Wyktad 5 18134



Rozktad dwumianowy - rysunek

| Rozklad dwumianowy | | Rozklad dwumianowy |

'KADD 2016, Wyktad 5 19/ 34



Rozktad dwumianowy - tablica Galtona

* Innym przyktadem realizacji rozktadu
dwumianowedo jest tablica (deska) Galtona:

- mamy n rzedow koteczkow

ooooooooo

- kuleczka moze przesunac sie w lewo
(z prawdopod. p=0,5) lub w prawo (g=0.5)

- kuleczka przesunie sie k razy w lewo | n-k razy
W prawo

00000
000
00

000
000000

- kazde przesuniecie jest niezalezne oo

- zatem dla jednej konkretnej konfiguracji (drogi)
“spadku” kulki prawdopodobienstwo: p*g"*

| L:L.":
1S

- Jesli mamy rézne konfiguracje przesuniec:

P(k)=W;=

n k n—k
N =1-—
K P q q p

deska Galtonana z==8 |
Wydziale FizykKi PW § 1

'KADD 2016, Wyktad 5 20 /34


http://www.if.pw.edu.pl/~pluta/pl/tgak.jpg

'Rozktad dwumianowy - inne przyktady z zycia

n
k

1) n —ilos¢ studentdéw na 3 roku fizyki
p — prawdopodobienstwo zaliczenia KADD
k — ilosC osob, ktore przedmiot zaliczyty

P(k)=w,="p"q""; q=1-p

2) n — liczba dzieci urodzonych w 2015 roku
p — prawdopodobienstwo, ze urodzi sie
dziewczynka (=0,5)

k — illosC urodzonych dziewczynek

'KADD 2016, Wyktad 5 21134



Rozkiad wiclomianowy - uogdlnienie

« Jesli przestrzen zdarzen elementarnych: E:A1+A2+..l.+A,
« Zdarzenia sie wzajemnie wykluczaja: P(Aj):pj, Z p;,=1
=1

« To prawdopodobienstwo zajscia k; razy zdarzenia A;:
[

1
T NN
Wik, ™ Py, . k;=n
e

» Taki rozk’fad nazywamy rozktadem wielomianowym

« Jesli zdefiniujemy zmienne losowe X, rowne 1, gdy wynikiem i-tego
doswiadczenia jest zdarzenie A;, lub rowne 0 w przeciwnym razie,

oraz n
X J.:Z; X,
1=

« Witedy wartos¢ oczekiwana i kowariancja:
E[X;|=%=np, cy=npi[d;=p|

'KADD 2016, Wyktad 5 22134



Czestosc i prawo wielkich liczb

W rzeczywistosci nie znamy prawodpodobienstw zdarzen (np. p, w
rozkt. wielomianowym) — wyznaczamy je eksperymentalnie

« CzestosS¢ wystgpienia zdarzenia A, w n doswiadczeniach bedzie

okres$lona wzorem: 1
HJ:—XJ.
n

« (Czestosc jest zmienng losowag, dla ktorej (przy n prébach):

1 1
:?Gz(Xj):;Pj(l_Pj)

J

E(H |=h=E -

# =p; o'[H|=0"

« WartoSC oczekiwana czestosci jest rowna jego prawdopodobienstwu.
lloczyn p(1-p;) jest zawsze mniejszy od 1/4, wiec standardowe

odchylenie czestosci jest mniejsze niz 1/Vn. Jest to prawo wielkich
liczb

* Przeprowadzenie n prob umozliwia pomiar prawdopodobienstwa
zdarzenia A;, kwadrat niepewnosci jest wtedy odwrotnie

proporcjonalny do n. Jest to tzw. hiepewnos$c¢ statystyczna

KADD 2016, Wyktad 5 23134



Rozktad hipergeometryczny

~« W urnie jest N kul — k biatych | N-K czarnych

W n probach wyciggamy (bez zwracania) k kul biatych i n-k=1I kul
czarnych. Jakie jest prawdopodobienstwo wyciggniecia k kul biatych?

« Wylosowanie kolejnej kulki zmienia proporcje kul biatych do czarnych
| wptywa na wynik kolejnego losowania — rozktad dwumianowy nie ma
tu zastosowania. Mamy jednak:

: Ce : N
- liczbe mozliwosci wylosowania n z N kulek: ( n)
- prawdopodobienstwo takiego zdarzenia: 1/ JZ
- mozliwosc¢ wylosowania k sposrod K biatych i 1 sposrdod L czarnych

kulek wynosza;
o ke Al
- prawdopodobienstwo szukane wynosi zatem: W, = k)i
N
* Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, .

definiujemy zmienng losowa: X_Zn: ¥

=1
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Rozktad hipergeometryczny

I Analogicznie jak w rozktadzie dwumianowym, _n

definiujemy zmienng losowa; X=2.X,
- X, przyjmuje wartosc 1 dla biatych i O dla czelazrlnych wylosowanych
kul
 Mozna pokazac, ze (Brandt):
E(X):n% 02<X):nK(K—N)(N—n)

N*(N—-1)
 Dla n< Nrezultat kolejnego losowania niewiele wptywa na nastepne
wyniki. Wtedy rozktad hipergeometrycnzy upodabnia sie do

dwumianowedgo:
K N—K K 2
=—, =, FE X|=n—=np, o(X
P=N> 977N X|=ng=np (

[_Rozklad hipergeometryczny K=5, N=10_| |__Rozklad hipergeometryczny K=50, N=100 |

):npq(N—n)

N-—1

'KADD 2016, 25134



Rozktad Poissona

 Rozwazmy rozkiad dwumianowy:

P(k)=w,;=|" ) p“q""; q=1-p

e dlan-=w ale przy statym np=Arozkiad dwumianowy dazy do
rozktadu Poissona (wyprowadzenie — Brandlt):

[im n__ _?\_ -2 n_(N| _k n—k
n—>OOWk_f<k)_k’e Wk_ k p
- normalizacja:
N VA AL ")
—~ l+A+2—+2—1+ . |=e "e' =1
21=257e TAET

- wartosc oczekiwana: E(K):i kM 7» :7\2 A o=

- wariancja: 02(K):E(K2)—(E(K))2=7»(7\+1)—7\227\

— Skosnosc¢ i wsp. asymetrii: M3=E((k—k)3):x y= 03: — 9 112
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Rozktad Poissona - przykiady

* Rozktad Poissona stosujemy wtedy, gdy mamy duzg liczbe
niezaleznych zdarzen, z ktorych tylko nieliczne majg interesujacg nas
wtasnosc (duze n, mate p w rozkt. dwumianowym)

| Rozklad Poissona |

* Rozktad Poissona wystepuje tam, %0;; —
gdzie mamy zjawiska dyskretne, | he oo
gdy prawdopodobienstwo 0.75—1 ~i= 1
wystapienia zjawiska jest state w i A
czasie lub przestrzeni: 3 DR

- liczba potaczen przychodzacych * e =
do centrali na minute E \\\\

- liczba mutacji w danym odcinku ~ °% R D R
DNA po ekspozycji na pewna dawke 35_ NATL Hurrieanes 1851-2005
promieniowania =7

25

20

- liczbe zabitych kazdego roku
przez kopniecie konia w =
korpusie kawalerii w Prusach (Wikipedia) -

. |

Frequency

15 —

'KADD 2016, Wyktad 5 T §
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Rozktad Poissona - rozpad promieniotwérczy

 Mamy jadro promieniotworcze o czasie zycia . Obserwujemy je w
czasie T«t. Prawdopodobienstwo rozpadu jadra w tym czasie W«1.
Dzielimy czas T na n przedziatow, prawdopodobienstwo: p=W/n.

 Obserwujemy w czasie T zrodto zawierajgce N jader. Liczba
przedziatow czasowych n,, w ktérych zaobserwowano k=0, 1, 2, 3 itd.

rozpadow. Wtedy czestosc h(k) = ny/n.

» Doswiadczalnie zaobserwowano, ze dla N —oo i duzych n rozktad h(k)
dazy do rozktadu Poissona, co stanowi bezposredni dowod na
niezaleznosS¢ i statystyczny charakter rozpaddw promieniotworczych
(badania Rutherforda | Geigera). Decay of Carbon - 14

100 g

* Analogicznie — czestoSC obserwowania k gwiazd
w elemencie kata brytowego sfery niebieskiej lub
k rodzynek w Jednostkowym elemencie objetosci

100

o
o

Carbon-14 remaining (%)

k k ; ~. 25
i
EKSU /{@ i + Beta-minus Decay 125
‘-'g e, . --'.e_-' Carbon-14 Nitrogen-14
. Antineutrino Electron 0 0 1 2 3 4
+ @ + A Number of half - lives
(1 half - life = 5730 years)
‘ & profons 7 protons ‘
KADD 20186, ¢ eurons 7 neurors 1 28 | 34




Rozktad jednostajny

« Gesto$é prawdopodobieristwa: o0 A
f(x)=c;xe(a,b)
f(x)=0;x€R\(a,b) c.

Wspotczynnik (normalizacja) c:

>
X

Wariancja: o*(X)=E(X*)—(E(X))

]if(x)dx:C{ dx:C(b—a):lzc:bia

2

1
X)= ;Xx€(a,b
f() h— < > E(X2): 1 j'XZdX:(bB_GB):
f(x)=0;x€R\{a,b) b—a- 3(b—a)
. Dystrybuanta: _(b—a)(b’+ba+a®) _b*+ba+d’
F(x)=0 3(b—a) 3
=0:'x<
§ o f Oz(X):b2+ba+a2_ b+a 2_
F(X):bl Jldx':;_a;xe<a;b> 3 2
o — _b2+ba+c12_b2+2ba+c12_(b—a)2
F(x)=1;x>b = 3 1 =13
 Wartosc¢ oczekiwana:
b
.1 1 » o (b—a)(b+a) |b+a
(X)=% b—a{x X 2(b—a)< a) 2(b—a) p)
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Rozktad wyktadniczy

« Gestosc prawdopodobienstwa: ks PR
f(x)=he ™ ;x=0;1>0 i e —
f(x)=0;x<0 O

« Dystrybuanta: os |
F(x)=0;x<0 s | -

=ff(x)dx=kfe_M'dx'Z[%e_“'X Eg
0 0 0 0:1- \
F(x)=1—e "*;x=0 " 1 : 3 . 5
» \Wartosc¢ oczekiwana: 1
Iy —hXx _ 1 0:8
{ x)dx= kfe xdx= 3 L
- Wariancja: E(XZ):fxzf(x)dx:% Sl
) _
0.2 A=05 ——
A=1.0
2 1 1 0.1 A=15 ——
Oz(X):E(X2>_<E(X))2:x2_7&2ﬁ e e T T
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Rozkiad normailny standardowy

» Gestosc prawdopodobienstwa: ';STE"'“’ normainy stendardowy
1 —x%/2 0.45F
X)= X)=—7—=¢ 0.4
f( ) ch( ) \/2—7[: 0.35
- rozktad o Sredniej O i wariancji 1 os
0.25
« Dystrybuanta nie ma postaci
analitycznej (korzystamy z tabel)
 Rozktad jest unormowany: e
. -5
f e “dx=v2n

- | Dyst:ybuana rozkladu normalnego standardowego |

« Jesli wprowadzimy zmienna;: e -
Y=(X—a)lb o
0.6
« Otrzymamy rozktad Gaussa:
— 1 ~(y—al/2b® 0.4
f(y)=¢(y) NexT!

0.2

— Srednia (przesuniecie): y=a

0.1

0|||||||||

- wariancja (szerokosé): o’(Y)=b E
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| Rozklad normalny standardowy |

la rozktadu:

lec
standardowego x

Punkt przegi

=41

e}

=}

+b

a
6zmy, ze znamy

Gaussa x

o

o

Vd

SCI

dystrybuante

=D, (x)

V4

(x)

X
« Ze wzgledu na asymetrie gesto

Zal
FO

| Dystrybuana rozkladu normalnego standardowego |

[x))

, wewnatrz przedziatu

_CPO(

1

(

=2

—[xI)

ol

=2

)

ICZNnie

| X|>x

(

p
Analog

2X

1

2(D0(|X|)_

P(|X|<x)=
Dystrybuante r

ZNa

mo

norm.

b,

D(y)

uogolni¢ na r. Gaussa
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Rozktad normalny stondardowy - wtasnosci

« Witedy szczegOlnie interesujace
jest obliczenie wystepowania
zmiennej los. dla wielokrotnosci
odchylenia standardowego:

P(|Y—al<nc)=2d,| ™

s —1=2®d,(n)-1 o il

LN

& 95.44% |
/ B 99.73% [ \:

\I\I\J:C

e Otrzymamy wtedy: 60 50 -4o

|
1 1 1 |
30 -20 -lo 0 +lo 420 430 +40 450 <60

P(|Y—a|<0)=68,3% P(|[Y—al>0)=31,7%

99.9937% 'r“!

P(|Y—a|<20)=95,4% P(|Y—al>20)=4,6% |

99.999943%

v

99.9999998% o

P(|lY—al<30)=99,8% P(|]Y—a|>30)=0,2%
« Z Wyktadu 1 pamietamy, ze
wspotczynnik rozszerzenia niepewnosc

typu A zwykle jest miedzy 2 a 3 — tu widac
dlaczego

W nauce przez odchylenie standardowe
okreslamy réwniez réznice w obserwowanym
sygnalne eksperymentalnym w stosunku do
sytuacji, gdy efektu fizycznego nie ma

Detections
N

Buckground

. ———> Mass
Mass of Higgs

KADD 2016, Wyktad 5
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Wielokrotnosci sigma

* |dealnym przyktadem jest odkrycie

bozonu Higgsa

* W fizyce czastek przyjeto sie, ze
dopiero majac odchylenie 50
mozna mowic¢ o odkryciu:

P(]Y —a|<50)=99,99994 %

LIVE

The Nobel Prize in Physics 2013

* ROznica na takim poziomie wymagata
zebrania duzej ilosci danych, stad
potwierdzenie jego istnienia zajeto ponad

3 lata

#tNobelPrize

@ Nobelprize.org

19.7 fo' (8 TeV) + 5.1 b (7 TeV)

'KADD 2016, Wyktad 5

> x103:
8 35F I?MS S/(S+B) weighted sum
~ E v ¢ Data
n  3RE
"E o —— S+B fits (weighted sum)
() ---- B component
S 25[
o C
CMS Preliminary fs=7TeV,L<5.1f5" Vs=8TeV,L<12.2fb" 8 2
o 1= T T i £ :
=S ] 3 o 15F
s R
— — 1
o b N\ // T
= 107} \ V/ E + 05F m, =124.70=0.34 GeV
O  Teal —bg N C
S .
| . - ]
10°° : 60
- \/ 7o
10’13 || = Combined obs. (% —
|| === Exp. for SM H ‘.‘ ]
| — H— bb *a —{8c
17F :E:;f{ 5 110 115 120 125 130 135 140 145 150
10 [ | — o ww ) . 4 I'T'Iw (GeV)
—H-2Z * _
111 |T)I T B | | | ‘ | . I'LI 1113 | L
110 115 120 125 130 135 140 145
M (GeV) 34134
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