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HiHRE Dwuwymiarowe rozktody
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Jednoczesne pomiary dwoch wielkosci

» W przypadku znakomitej wiekszosci pomiarow jednoczesnie
mierzymy dwie i wiecej wielkosci fizycznych (np. napiecie |
natezenie pradu w obwodzie)

* Analogicznie w badaniach spotecznych, mozemy badac
jednoczesnie kilka cech populacji (np. zamoznosc i dtugosc
Zycia)

* Kluczowe pytanie — czy (i jesli tak to jaka) jest zaleznosc
miedzy tymi wielkoSciami? Jak jedna wielkoSc wptywa na
druga? Innymi stowy: jakie sg koreIaCJe mledzy tyml zmiennymi?

Fluctuations in Grad Student Figure 8 Life expectancy at birth v

Enro“ment (SC EHCE & E g e& ng) Fluctuatlcns n the
Unemployment Rate
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Rozktad i dystrybuanta 2D

e W wyniku jednokrotnego pomiaru otrzymujemy dwie liczby:
- (x,y), ktore sg wartosciami zmiennej losowej X, oraz Y

* Rozktad prawdopodobienstwa:

f(X’Y):P(X:X:Y:)’) pij:P(X:Xi’Y:yj)
- rozktad prawdopod. jest unormowany
« rozktad ciagly: [ [ f(x,y)dxdy=1
+ rozktad dyskretny: % _
rozktad dyskretny ;;py—l
 Dystrybuanta: -

F(x,y):P(x<X,y<Y):JX;Jy;f(x',y')dx'dy' F(x)= Z Z p;

itx; <X j:y,sY

» Jezeli dystrybuanta jest funkcja ciagta obu zmiennych, to:

flx,y)= 8ax aayF(x y)

* Prawdopodobienstwo: b d
P(a<Xx<b,c<y<d)=| [ f(x,y)dxdy=F(b,d)—F(a,b)

'KADD 2016, Wyktad 3 4129



Zmienna losowa 2D - przyktad

 Dwuwymiarowy rozktad Gaussa:
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Rozktady (gestosci) brzegowe

. Czesty problem doswiadczalny:

- mamy wynik pomiaru — zmienne losowe X, oraz Y, ale interesuje
nas tylko zaleznos¢ od X dla dowolnego Y

- przyktad: gestosc prawdopodobienstwa zgondw wywotanych
pewnymi chorobami zakaznymi jest funkcjga czasu i1 potozenia
geograficznego; w badaniach potrzebujemy zajac sie tylko
zaleznoscig czasowg

* Brzegowa gestos¢ prawdopodobienstwa:

b

P(a<X<b,—oo<Y<oo):f [: f(x,y)dy dx:f g(x)dx
glx)= ] flx,)dy )= ey

 Dystrybuanty brzegowe:

F (x)=lim F(x,y) Fy(y)=limF(x,y)
y=> o0 X=>0

'KADD 2016, Wyktad 3 6129



Rozktady (gestosci) brzegowe - przykiad

Gestosc prawdopodobienstwa
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Niezaleznos¢ zmiennych

Prawdopodobienstwo warunkowe:
P(ANB)
P(B)

Dla zdarzen niezaleznych:

P(B|A)= =P(ANB)=P(B)P(B|A)

P(B|A)=P(B)=P(ANB)=P(A)P(B)
* Analogicznie dla zmiennych losowych niezaleznych:

f(x,y)=g(x)h(y)

* Warunkowa gestosc¢ prawdopodobienstwa:

_flx,y)
fxly)= (%)

* Prawdopodobienstwo warunkowe zmiennej losowej Y przy
znanej wartosci zmiennej losowej X:

P(y<Y<y+dy|x<X<x+dx)=f(y|x)dy

o0 o0

» Rozktady brzegowe: h(y)= [ f(xly)g(x)dx g(x)=] f(xly)g(y)dy

'KADD 2016, Wyktad 3 8129



Niezaleznos¢ zmiennych

* Dla zmiennych niezaleznych otrzymamy:

_flx,y) _g(x)hly) _
fylx)= R =h(y)

* Wynik ten pokazuje tatwy do przewidzenia fakt — jakikolwiek
warunek narzucony na jedng zmienng nie moze wptynac¢ na
rozktad drugiej zmiennej (jesli sg niezalezne)

'KADD 2016, Wyktad 3 9/29



Niezaleznos¢ zmiennych

ZMIENNE i ZMIENNE
NIEZALEZNE | § NIE NIEZALEZNE

ZMIENNE B ZMIENNE
NIE NIEZALEZNE | & NIE NIEZALEZNE
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Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

» WartoSC oczekiwana
E(XY)=[ [ xyf(x,y)dxdy E(XY)=2 2 xy;p;
o Jezeli mo;r;y funkcje H(x,y), to wartosc olczekiwana:
j fH x,y)f(x,y)dxdy
. WarlanCJa
o’(X,V)=E|E(X,Y)-E(x,Y)}| o*(H(x,v)=E|E(H(X,Y)-E(H(X,Y))

e Jezeli: wowczas:

H(x,y)=a-X+b'Y E(a-X+b-Y)=a-E(X)+b-E(Y)
 Moment zwykty rzedu [ i m wzgledem zmiennych X 1 Y

A, =E(x'y™)
* Ogolniej — moment rzedu I i m wzgledem punktéw a i b:

o, =E|(x—a)(y—b)"|

« Momenty centralne: w,=E|(X ) (Y —ry)")

'KADD 2016, Wyktad 3 11/29



Wartos¢ oczekiwana, wariancja, momenty

« Momenty o specjalnym znaczeniu:

* Wariancja dla zmiennej aX+bY:

o’(a-X+b-Y)=E((a-X+b-Y)—E(a-X+b-Y)|=a’0”(X )+b’c*(Y )+2ab-cov(X,Y)

» Jezeli zatozymy funkcje H w postaci iloczynu: H(X,Y)=X-Y
E(X-Y)=E(X)E(Y)

« Wielkosci E(X), E(Y), o(X), o(Y) sa podobne jak w 1D

'KADD 2016, Wyktad 3 1229



Kowarioncja

 Kowariancja cov(X,Y) nie ma odpowiednika w przypadku

rozktadow 1D

» Z definicji kowariancji wynika, ze:
- Jest dodatnia, gdy: x>x oraz y>y
- Jest ujemna, gdy: x>x oraz y<y

- jezeli nie ma zaleznosci miedzy x i y nie ma zaleznosSci, wowczas

kowariancja wynosi 0O
cov(X,Y)=u,=E((X-E(X))(Y-E(Y)))=

E(X'Y)-E(X)E(Y)

* Interpretacja: jezeli miedzy zmiennymi X 1 Y nie istnieje zadna

korelacja liniowa i istniejg ich wartosci oczekiwane, to

kowariancja przyjmuje wartosc 0. Czyli:

cov(X,Y)=0=E(X-Y)=E(X)-E(Y)

'KADD 2016, Wyktad 3
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Kowarioncja

gl cov(X,Y)=0.0 > cov(X,Y)=-0.75
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Wspotczynnik korelacji

 Wspoiczynnik korelacji (Pearsona):

cov(X,Y)

P Y= o v)

« Kowariancja i wspotczynnik korelacji to miary zaleznosci liniowej X

orazy.

 Mozna wykazac (patrz Brandt), ze: —1<p(X,Y)<1

— wspotczynnik korelacji jest zatem wielkoscig znormalizowang

» Wspotczynnik korelacji ocenia jedynie liniowa zaleznos¢ (nie jest to
zaleznosSc¢ przyczyna-skutek!)

Fluctuations in Grad Student
Enroliment (Science & Engineering)

Fluctuations in the Y A

Unem ployment Rate
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Kowarioncja
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Korelacja a niezaleznos¢ zmiennych

f (x,y)=gaus(x)-gaus(y)

—I—'_'_'_'_'_'_

f(x,y)=1/(xR*);vx’+ y°< R f(x,y)=1la;|x—yl|<a
cov(x,y)=2.48 —
x,)/”):O.94__5

o.oid-
3 5 -2
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Rozktad i dystrybuanta N-wymiorowo

. Mamy N zmiennych losowych:
X, X,,....X})

* Rozktad prawdopodobienstwa:
f(xl’xz...,XN):P(XlzxLXzzxz,...,XN:xN)

- rozktad prawdopod. jest unormowany
ff ffxpxzy s X dX dX2 dezl

Xy yeees X ) (x1<X XS X o e, Xy S Xy )=

(x,
ff _fj f X',X 5,0 ,X'N)dX'ldX'2...dX'N

—00

« Jezeli dystrybuanta jest funkcja ciggta, to:

 Dystrybuanta: F

f(xl’XZ XN) ail @axz aiNF<X1 XZ XN)

« Gestosc brzegowa zmiennej x..
X ):_f _f _f f(xl,xz,...,xN)dxlde..dxr1dxr+1...de

'KADD 2016, Wyktad 3 19/ 29



Wartosé oczekiwana, warioncja, kowariancja

. Wartoooé(z ocoozekiwana zmiennej x: )
X ):L_fw..._fooxrf(xl,xz,...,xN)dxldx2...de:_Lxrgr(xr)dxr
« Dla funkcji H(xl,x2, HXy)-
E[H(X,, Xy, Xy || f f fH (X, Xy sy Xy ) [ (Xps Xy sy Xy )X, X,y o dX
« Wariancja zmiennej X
o’(X,)=E[| X, %[
» Jezeli zmienne losowe sg niezalezne:
f (X0 Xg50es Xy)=61(%) G5(X,) - gy (%)
* t3gczny rozkiad brzegovw dla dowolnych I sposréd N zmiennych:

g ff ffx X, dxl+1 LdX

« Kowariancja pomiedzy zmiennymi x; I x;:
cov(X;, X )=E|[X,—&]|[X ;=%

'KADD 2016, Wyktad 3 20 /29



Momenty
* Przez analogie definiujemy rowniez momenty (zwykte):
)

V=E(X "X, 5 X))

L,1,...,

* W szczegoblnosci, wartosci oczekiwane:
}‘100...0:E(X1):$<1

Moo 0=E (Xz):)AQ

xOOO...N:E(XN>:$<N

« Momenty centralne:

W i ...,lN:E((X1_&1)11()(2_&2>12°-~(XN_)A<N)IN)

1>%2>»

W szczegolnosci, wariancje:

w —El(X.—X : :()'2 X . .
200...0 (( ! 1)) (X Kowarliancja:

Mozo...o:E((Xz_)?z)z):(jz(xz) [i=1,=1; V1,=0(i#k+#j)
Mooo...N:E(<XN_)A<N)2):02<XN) Cl’j:COV(Xi’XJ'):E((XI'_)QI')(X '_)21))

J

'KADD 2016, Wyktad 3 2129



Zapis wektorowy

* N zmiennych losowych mozna przedstawic¢ jako N-wymiarowy wektor
(wektor losowy): X
1

X1
X= X2 X = X
e Funkcja gestosci: X, X,
f(x)=P(X=x) f
e Dystrybuanta: Wektor wartoéci zmiennych losowych

F(x)=P(X<x)

o Jezel istniejvac pierwsze pochodne:

_ 0
f(x)_(?xl@xz...éxN F(X)

« Wartosc¢ oczekiawana funkcji H(X):

E[H(X)|=[ H(x)f(x)dx

'KADD 2016, Wyktad 3 22129



Macierz kowarioncji

* Macierz, ktorej elementy to odpowiednie momenty odpowiadajace
wariancjom | kowariancjom nazywamy macierzga kowarianciji:

Cy1 C1p ---Cyn

C=|C21 €2 " Cn

CN1CN2 .”CNN
- elementy ¢, dane sga wzorem na kowariancje:
c;=cov(X,, X;)=E||X,— &)X ;- %),

- elementy diagonalne c, to wariancje: c,=o°(X,)

- macierz kowariancji jest symetryczna: c,=c,

e wartos¢ oczekiwana w zapisie wektorowym: E(X)=x

'KADD 2016, Wyktad 3 23129



Macierz kowariancji

« Kazdy element ¢,
Cij:E((Xi_ﬁi) (Xj_)gj)T)

macierzy kowariancji mozemy interpretowac jako wartosc srednig
elementu o wskaznikach ij iloczynu diadycznego wektorow |(x—x|

| [ X—X] X,
XT:(XLXZ...,XN) X= X:2
XN

* Wtedy macierz kowariancji mozemy zapisac krotko:
C=E|(X-%)(X-&)"]

'KADD 2016, Wyktad 3 24129



Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

« Zerknijmy na takg zaleznosc:

- konsumpcja margaryny w czasie i liczba rozwodow w stanie Maine
na 1000 oso6b

- wspotczynnik korelacji liniowej wynosi az 0,99!

- wynika to z faktu, ze obie zmienne sg skorelowane ze
wspolng zmienng — czasem a nie same ze sobg

Divorce rate Per capita

in Maine per . consumption of

1,000 people Correlation: 99% margarine (Ibs)
5.25 | e e S—e — 10

5.00 .
| 8
475 \ :
$2) R I E
| .--""""..FI i h""‘-ﬁu 4

4.00 |
| | | 2
3.75 | |
3.50———1— -1 = 0
2000 01 02 03 04 05 06 07 08 09
source: US Census, USDA, tylervigen.com SPL
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

o P O d O b n e p rzy kl'ady: Fluctuations in Grad Student

Enroliment (Science & Engineering) Fluctuations in the
Unemployment Rate
» Korelacje dwoch wielkosci zaleznych \ \ /o
od czasu mozna symulowac¢ przez A 1/‘ e /e
- 1985 : : g
btadzenie losowe (random walk): v N o :
15 i
. . . -40000
- Im dluzszy przedziat czasowy carssen [~ o7e8m3 :
' ' ] b P kg
tym koreIaCJa S'Q ZWIkaza b """"‘“* , Guess Who’s Coming to Grad School? Ef‘r:"gm
o« W lai “ : lati ” 2/ [f e =
ygooglaj “spurious correlations L :
— =3 : WWW. PHDCOMICS. COM 4 N
Internet Explorer vs Murder Rate
18,000 90% Rock Music Quality vs. US Oil Production
3,500,000 35
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17,200 2504 Greatest Songs of All Time" 20
16,400 e 1 Qs i e
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15,600 2,500,000
15
45%
14,800
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

MORE IPHONES MEANS
MORE PEOPLE DIE FROM
FALLING DOWN STAIRS

CONSUMTION OF CHEESE
correlates with 40M Deaths 2,000
TOTAL REVENUE GENERATED BY GOLF COURSES ?allllszld by
34 o Consumption of cheese per capita = alls down
G v 30 stairs 1,975
b ® Total revenue generated by SURS u.s
$ 3215 golf courses e (u.s.)
S ~d3
5 35 -0 = 9 1,950
) ‘-]8
2302 3
g - a
29 T T T T T T T T T 16 10 1,925
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
0 1,900

2007 08 ’09 10

SOURCE TYLERVIGEN.COM

LET’S CHEER ON
THE TEAM, AND
WE'LL LOSE WEIGHT

$25B  Per capita 75LBS

consumption
of high-fructose
20  cornsyrup

(u.s.) 65
15
55
10  Spending
on admission
to spectator
s sports(U.s.) 45

2000 ‘02 ’'04 06 08

FROM “BEWARE SPURIOUS CORRELATIONS,” JUNE 2015

The real cause of increasing autism prevalence?

25000- ) = 300000
A Autism =
200004 ™ Organic Food Sales %
0 L 200000 S
c - m 140 drownings
g g 15000 2.,
[ £
UJ E 10000_ E ‘:?12 Irownings
il =100000 !g H
5000- r=0.9971 (p<0.0001) o :’ 100 arownings
8‘ ‘}‘: 80 drownings
C‘\ | S B B e E g | {; T ‘: T 0 ses 2w
& g
FFFSSITFTE TS &

Year

Saurces: Organic Trade Association, 2011 Organic Industry Survey, U.S. Department of Education, Office of Specal
Education Programs, Data Analysis Systemn (DANS), OMB# 1820-0043: "Children with Dizabilities Receiving Special

Number of people who drowned by falling into a pool

correlates wtih

Films Nicolas Cage appeared in

Correlation: 66.6% (r=0.666004, p>0.05)

2001 2002 2003 2004 2005

2001 2002 2003 2004 2005

-#- Nicholas Cage  — Swimming pool drownings

TO INCREASE AUTO
SALES, MARKET TRIPS
TO UNIVERSAL ORLANDO

8M Visitorsto &M
Universal
Orlando’s
“Islands

7 of Adventure™
5
6
Sales of new
5 cars (U.S.) 4
2007 08 ‘09
© HBR.ORG

2007 2008 2009
6 films

4films

=8e7 sejoyay

2 films

0 films
2007 2008 2009

Education Under Part B of the Indviduals
with Disabilities Education Act
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

| Mt Slope vs. Mean Pt Particle 1 |

+0.36

o
(#5]
LA

cov(x,y)=0.32

—80

o =
5 - Pion -— = .—7“
=0.35— [ - _
n - —60
0.34;— — _lso
2 —5 | 40
0331 cov(x,y)=7.01-10
N = -2 —30
0.32[ o(x)=1.8-10
B -3 20
031 T 0()/):5310
" | . p(X|’y):07|25 L 0
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Mt Slope
Mean Pt Particle 1 vs Event Multiplicity |
=0.36
g = = = .160
§0.35 - —1140
QEJ_D 34 1%
o
a —100
o
2

o(x)=45.0
- 0(y)=0.0063
03l 1 .:| - -p<x’y>2011 .

— 60

40
20
0

krotnosc

* Przyktady rzeczywistych
korelacji eksperymentalnych:

—- gora — zaleznoS¢ miedzy

Srednim pedem czastki
(pionu) a nachyleniem
rozktadu pedowego rozktadu

pedu

dot — praktycznie brak
korelacji pomiedzy zrednim
pedem czastki (pionu) a
liczba czastek
produkowanych w zderzeniu
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Uwagi do interpretacji wsp. korelacji

1/Ng, 1/(2np.) °N/(dp.dy) [(GeV/c)?]
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ALICE, p-Pb, \ s, = 5.02 TeV

0< ) 0.5

'KADD 2016, Wyktad 3

0.5 1 1.5

Datarec
Run /
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