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Pomiar jako zdarzenie losowe

* Wyniki kolejnych pomiarow jakiegos zjawiska, niezaleznie
od tego jak bardzo bysmy sie starali przestrzegac
procedury pomiarowej, beda rézne (raz mniejsze, raz
wieksze) — oczywiscie zaktadajac wysoka precyzje
przyrzadu pomiarowego (patrz Wykitad 1)

* Moze to wynikacC zarowno ze statystycznego charakteru
badanego zjawiska (np. rozpad promieniotwodrczy) jak i
hiedokladnosci przyrzadow badawczych oraz innych

czynnikow (np. zmienne warunki otoczenia) T D

» Z powyzszego mozemy zatozyc, ze:

- . - o Ao oo = i ‘e
- pomiar jest zdarzeniem losowym TeEkciad |77\ .
_ _ _ _ . PROFESSOR \ °
- wyhnik pomiaru (realizacja zdarzenia ' X y
losowego) jest zmienna losow3g i
. Uwzglgdnlajac powyzsze za’ro_zenla, 0 — —
wnioski na temat pomiaru mozemy INTERACTIONS WITH YOUR PROFESSOR

okreslac przy pomocy teorii (rachunku)
prawdopodobienstwa (patrz Wyktad 1)
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http://www.phdcomics.com/comics/archive/phd091211s.gif

Typy i rodzaje zmiennych losowych

Zmienna losowa — funkcja przypisujaca liczby zdarzeniom

elementarnym (np. wynik rzutu 2 kostkami — para liczb)

. : . 1ol IS Isi- =1 10 1.
Typy zmiennych losowych: EICEICECFCECE
- jednowymiarowe (dzisiejsz ktad 8L 8. 8. 86 86 B

J VW_ ( Jszy wykiad) B |80 |8 | B | 8| M

- dwuwymiarowe B (B0 | 80| B0 | BE | B
- BN SIS
- n-wymiarowe

 Rodzaje zmiennych losowych
- dyskretne (lub skokowe)
- clagte

« Oznaczenie: X, Y, ...
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https://mosaicprojects.files.wordpress.com/2013/01/diceposs.gif

Rozktad i dystrybuanta zmiennej losowe;j

« Rozklad (gestos¢) prawdopodobienstwa (ang. probability
distribution, density) — funkcja przypisujgca zmiennym losowym
(np. zmiennej X) prawdopodobienstwo uzyskania danej wartosci

zmiennej losowej (np. wartosci x): £ o
f(x)=P(X=x)
- rozktad prawdopod jest unormowany

e rozktad ciagtly: ff dx=1
* rozkiad dyskretny ZP X=x,) ZP,

 Dystrybuanta (ang. cumulatlve dlstr/butlon function) — funkcja
okreslajaca prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X

przyjmie wartosc mniejszg badz rowna x: = -
F(x)=P(X<x)=P((~»;x>)
- rozkiad ciagly: F(x f f(x 08

- rozkfad dyskretny: g (x Z P(X=x)

1x<x

oo A T T T N R S AN N N
40 60 80 100 120
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Wtasnosci dystrybuanty

* Wiasnosci dystrybuanty:
- funkcja niemalejgca

lim F(x)=0
lim F(x)=1
- Jezeli dystrybuanta F(x) jest ciggta oraz ma 1-szg pochodna:
(o dF (%) _
F <X)_T_ (x)

- prawdopodobienstwa:

P(x<a)=j;of(x)dx=F(a)

P(a<x<b)=f f(x)dx=F(b)—F(a)
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Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rozktad potozenia katowego wskazowki zegara (rozktad
Jednorodny, lub jednostajny) — zmienna losowa ciggta:

f(X):ﬁ;xe<O;360> F(x)=0;x<0  F(x)=1;x>360

f(x)=0; x€R\(0;360) ff —Ex ,x€(0;360)

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

o f(x)
F(x)

0.004 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... .......................

0.6

0003

0.002__ ....................... _ ...................... _ ...................... ...................... _ ....................... |

0.001 :_ ....................... ...................... ...................... ...................... ....................... 0.2 I

L1 11 | L1 1 1 | L1 11 | L1 1 1 | T | L 111 | L1 1 1 | 1111 | | | | | | | L1 11 | I I | L 111 | I | |
% 50 100 150 200 250 300 350 % 50 100 150 200 250 300 350
polozenie katowe wskazowek zegara x [st] polozenie katowe wskazowek zegara x [st]
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Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rozklad normalny (rozktad Gaussa) — zmienna losowa ciggta:

2 X 2
1 —(x—u) 1 X'—
f(x)=—F—-exp > |, X€ER F(x)= f exp ( g) dx'
oV27m 20 OV2T o 20
lim F(x)=0 lim F (x)=1
X>— X0
Dystrybuanta rozktadu normalnego
nie ma postaci analitycznej
Rozktad (funkcja gestosci) Dystrybuanta
5 0-04;— rozklad Gaussa § 1;
C n=82 »
0.035:— o=10 -
0.035— 0.8_—
o.ozsf— 0 6:—
0.02/ | B
0.015— 0_4:_
0.01— B
- 0.2—
0.005/— i
o' (A R T VR I T 0—— 20 |
X X
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Rozktad i dystrybuanta - przyktady

* Rzut kostkg — zmienna losowa dyskretna:

P(xi):é,i:{1,2,3,4,5,6} F (xi):é—i ,i={1,2,3,4,5,6]

Rzut kostka symetryczna - prawdopodobienstwo Dystrybuanta dla funkcji rzutu kostka do gry

2035
0.3

0,25

0.15

0.1

0.05

945 2 25 3 35 4 45 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

liczba oczek na sciance x liczba oczek na sciance x
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Funkcje zmiennej losowej, wartosé oczekiwano

Jezeli Y jest funkcjg zmiennej losowej X, to Y rowniez jest zmienng
losowa (ze swoim rozktadem i dystrybuantg):

Y=H(X)

Wartos¢ oczekiwana (Srednia, przecietna) (ang. mean value) —
suma wszystkich mozliwych wartosci x, zmiennej X, przemnozonych

przez ich prawdopodobienstwa: ] i
E(X)=u=8=x=) x,P(X=x,)=)_ x,p,

i=1

- wartosc oczekiwana to jedna liczba — nie jest zmienna losowa

Wartosc oczekiwana zmiennej Y-
B(¥)=E([H(X)|=3, H(x) P(X=x)
Dla zmlennych losowych typu ciggtego: _
_fOOXf E(Y)=E(H(X))= ] H(x)f(x)dx
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Momenty

» Jezeli zdefiniujemy funkcje postaci:
Y=H(X)=(X-c)
« 1o jej wartosci Srednie a, sg momentami rzedu Iwzgle,dem C.
a, E((X C)) f (x—c)'f(x)dx f x'f (x)dx - moment zwykly

— 00

« Jezelito c=% to momenty nazywane sa momentami centralnymi:
M:E«X_&w
« tatwo pokazac, ze:
MOZE((X—P?)O):? (x=%&)"f(x)dx= f f(x)dx=1

Mle((X—&)l)Z: (x—%)f(x dx=f xf (x dx—&f f(x)dx=%—%=0

. Najnizszy moment, ktdry niesie informacje o odchyleniu zmiennej losowej X
od swojej wartosci sredniej nazywany jest wariancja (ang. variance):.
M2E(52(X)Evar(X)EE((X—)Ac)z):_f (x—%)f(x)dx

- jezeli wariancja jest mata, to wyniki lezg blisko wartosci oczekiwanej, jesli
duza, to wyniki sg bardziej rozproszone
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Rozktad normainy o duzej i matej wariancji

(x—u)’
20°

f (x)=— &exp

X 008
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

|II||III]|IIII|IIII|IIII|II[I’[III|IIII|I
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Momenty wyzszych rzedow

« Dodatnia wartosc pierwiastka z wariancji nazywana jest odchyleniem
standardowym (ang. standard deviation) lub dyspersja.

o=0o(X)=vVo’(X)

- odchylenie standardowe okresla niepewnosc¢ pomiaru (patrz
Wykiad 1)

* Trzeci moment centralny nazywany jest skosnoscig lub
wspotczynnikiem skosnosci (ang. skewness):.

- najczesciej wprowadza sie bezwymiarowa wielkoSC nazywang
wspotczynnikiem asymetrii rozktadu: y:u_g

o, ..
- dla rozktadow symetrycznych (wzgledem Sredniej) parametr ten
wynosi 0 A

Megative Skew Positive Skew
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https://en.wikipedia.org/wiki/Skewness#/media/File:Negative_and_positive_skew_diagrams_(English).svg

Momenty wyzszych rzedow

e Czwarty moment centralny nazywany jest kurtoza (ang. kurtosis):

- Analogicznie do skosnosci, najczescie] wprowadza sie
bezwymiarowa wielko$¢: x4

4

: ] O :
- poniewaz kurtoza rozktadu normalnego wynosi 3, czesto kurtoze

(zwang kurtoza nadmiarowa — ang. excess kurtosis) definiuje sie

odejmujac 3 (by dla rozkt. normalnego wynosita 0): K:“_1_3
O

Negatively
skewed

negative kurtosis

Returns
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http://www.advisor.ca/wp-content/uploads/2012/07/normal-not-always-the-norm.gif

Wtasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji

« Wiasnosci wartosci oczekiwaney:
- E(c-X)=c-E(X);ceR
- E(X+Y)=E(X)+E(Y)
— E(X+c)=E(X)+c;ceR
- E(c)=c;ceR
e Z czego wynika:
— E(a-X+b-Y+c)=a-E(X)+b-E(Y)+c;a,b,ceR
- E(X-E(X))=E(X)—E|E(X))=E(X)—E(X)=0
« Zaleznos¢ miedzy wariancjg a wartoscig oczekiwana:
o’ (X)=E|(X—%F|=E[X*—2X -2+ |=E(X*)=2(E(X))’+(E(X))=E(X*)—E(X)]
« Wiasnosci wariancji: o*(c)=0;ceR
- o°(c-X)=c*0’(X);ceR
- o} (X+c)=0’(X);ceR
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Zmienna stond., wartosé modalna, mediano

« Zmienna standardowa (o wartosci oczekiwanej O i odchyleniu 1):
- rozwazmy funkcje: U=§<_ XX)
- warto$¢ oczekiwana: E(U)zo(lx)
1 )) O
E{(X—3

- wariancja: o*(U)=

\/

 Wartos¢ modalna, dominanta (ang. mo e). P( )=max
- WaI’tOéé najbard2|ej praWdOpOdObna Procent osob zarabiajacych dane kwoty brutto
Na podstawie danych GUS za 2010 rok, like-a-geek.jogger.pl
- rozkitad jednomodalny (1 maksimum) A
. . ., el
- rozktad wielomodalny (wiele maksimow) D\Y
_ Warunkl makSImum: 32,1 14,7 [ 20,06™, 524 39 3,58 W2.11sf o,ﬁa or13
df(X)_O dzf(X)<0 s £ 3 38 § 2 8¢
dX dX 2 *procent oadb :{l;;.'-'ﬂDr:ut:.':h 2 i 5 ?ARGE; BRLJ:TD EP?N[

* Mediana (ang. median): e

- wartos¢ zmiennej losowej, dla ktorej dystrybuanta wynosi 1/2
F(x,5)=P(X<xy5)=0,5
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Kwantyle

* Mediana dzieli rozktad prawdopodobienstwa na dwa obszary o

rownym prawdopodobienstwie

« W przypadku rozktadoéw symetrycznych jednomodalnych wartosci:

Srednia = dominanta = mediana

« Mediana x,, jest kwantylem (ang. quantile) rzedu 0,5

« Ogolna definicja kwantylu rzedu q, x,

~- kwartyl dolny x, ,, F(x,)=P(X<x()=q
~ kwartyl gorny x, . F(xq):__f f(x)dx=q,qe(—1;1)

- decyle x,,, Xy, ..., X,

- funkcja x (q) jest funkcjg odwrotna do dystrybuanty

wartosci przyjmowane przez zmienng losowg

A

Té— maksimum

<€— gbérny kwartyl

@< srednia

<€— mediana

<— dolny kwartyl

J(—- minimum

« Kwantyl rzedu q jest taka liczbg x_, ze q-100% elementow w dane;
probce (populacji) ma wartos¢ pomiaru (badanej cechy) nie wiekszg

niZz X,

'KADD 2016, Wyktad 2

17121



Kwantyle

q X025
J

F(xq)z f f(x)dx=q - kwantyl rzedu q F(x0)=] f(x)dx=0,25 - kwartyl dolny

—0o0

x05 f f(x)dx=0,5 - mediana F(x0,75)= : f(x)dx=0,75 - kwartyl gérny

—00

Gestosc prawdopodobienstwa Dystrybuanta

f(x)

F(x)

] 0.5( ) 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X
m X (X, 26) (%,.5) (X;.76) X
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Przykiad 1 - rozktad jednostajny

Gestosc prawdopodobienstwa:

f(x)=c;x€{a,b)
f(x)=0;x€R\{a,b)
Wspo’fczynnlk (normalizacja) c:

ff

dx = cfdx c(b—a)=1=>c= 1

b—a
{ ° Wariancja: o*(X)=E(X*)—(E(X))
f(X)Z ;X€(a,b) 3 3
b_ 2\ 1 2 _(b —d )_
E(X )— _fx dx =
f(x)=0;xeR\{(a,b) b—a- (b—a)
« Dystrybuanta: _(b—a)(b’+ba+d’) _b’+ba+a’
3(b—a) 3
F(x)=0;x<a )
b’ +ba+a b+a\| _
X X—a o’(X)= N B
F(x)zb fdx'zb ;x€la;b) 2
4 —a _b’+ba+a® b +2ba+a2_(b—a)2
F(x)=1;x>b - 3 4 1 12
 Wartos¢ oczekiwana:
b
.1 1 » o (b—a)(b+a) |b+a
(X)=% b—a{x : 2(b—a)( ) (b—a) 2
'KADD 2016, Wyktad 2 1921



Przyktod 2 - rozktod dwumlonowy

e ang. binomial distribution

* Wynik zawsze jedng z dwoch wykluczajgcych
sie wartosci (sukces i porazka)

. Funkcja prawdopodobieﬁstwa:

k n—k__

p.(k)=|"|p"q

k

~ k!(n—

", pe(0;1);g=1—p

- k sukcesOw w n nlezaIeZnych probach
przeprowadzonych w identycznych

warunkach

- p — prawdopodobienstwo sukcesu w

pojedynczej probie

- g=1-p — prawdopodobienstwo porazki w

pojedynczej probie

« Wartosc oczekiwana pojedynczej proby x:

E(x;)=1-p+0-q=p

Wartosc¢ oczekiwana:

E(X)=np

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 '0
1

-
4 #essloncines

oooooooooooo

0.0 0.2 04 0.6 08 10
1 1 1 1 1 1

— p=0.5 and N=20
p=0.7 and N=20
= p=0.5 and N=40

T T 1
20 30 40

Wariancja poj. proby x::

02<Xi):E(<Xi_p>2):

=(1—p)p+(0—p)-q=pq

Wariancja:
o°(X)=npq

'KADD 2016, Wyktad 2
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_dwumianowy

Przyktad 3 - rozktad predkosci wiotru

~« Rozklad czestosci wystepowania danej
predkosci wiatru opisuje funkcja Weibulla

* Funkcja prawdopodobienstwa:

_| ¥
A

- k, A — parametry rozktadu
(otrzymywane z danych dosw.)

k

exp ;v=0

10 " 12 13
kos¢ wiatru v [m/s]
Rys. 2. Histogram predkosci wiatru dla Leby i zastosowanie rozkladu normalne-
go oraz Weibulla.

e Wartosc¢ oczekiwana'

E(v)=AT 1+ ft
e Wariancja:
20 N_ A2 2 11}’
o’ (x)=A°|T L+ = T 1+ [

« Trzeci moment rozktadu predkosci wiatru

stuzy do obliczenia gestosci mocy wiatru:
p

w

Mapa gestosm mocy wiatru na wys 10 m

100 150 250 350 400

Gestosc mocy [W/mz]

o0

lpf v f(v)dv

2% p — gestos¢ powietrza

'KADD 2016, Wyktad 2
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http://www.renewableenergyst.org/wind.htm
http://www.ien.pw.edu.pl/EIG/instrukcje/Elektr-EW.pdf
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Rozkilad dwumlanowz

Prawdopodobieristwo: D, (K)= a5 P q" pe(0,1] q=1-p
Wartos¢ oczekiwana:

E(X>:Zﬁzokpn( )= Zk o K e knp q

E(x)=npX}_ P g *=np(p+q)* '=np

Wariancja: o2(x)=E(x?)—(E(x)]?

( ) zk Ok2 Elklpkqn k_zﬁzl ((k_1>+1)kk!(r?ik)!pqqn_k

E( ) Zk 2 (k- 2 (n—-k) 'pkqn k-i—ZE:l (k_l)rll(!n_k)!pkqn_k
E(x*)=n(n-1)p*X;_ TS R 1 D B e s R«
E(x?)=n(n—-1)p*(p+q)" *+np(p+q)" '=n(n—-1)p*+np
o’(x)=n(n—-1)p*+np—(np)*=npq

Odchylenie standardowe:

Vo?(x)=v(npq)
'KADD 2016, Wyktad 2
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