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statystycznych

Test F-Fischera
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Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Przyktad: badamy zasieg czastek a w materii powstatych w wyniku
rozpadu promieniotworczego. Zasieg podlega rozkiadowi normalnego
wokot wartosci sredniej — Innymi stowy, w wyniku eksperymentu
mamy probe losowg o liczebnosci N z rozktadu normalnego

Funkcja wiarygodnosci w tym przypadku:

2

L= - 1 exp _(X(j)_M)
=1 MV 2T 2N
N X(J)—}\. 2
l:lnL:—lz ( 1) —N In A\, —const
253 2,
Uktad rownan wiarygodnosci:
(4) N
ol < X7—=\, ol 1 (j) > N
Rozwigzanie: "
1 gy J 3 (x0-n,
1 N . 7\- — j=1
j=1 2 N
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Jednoczesna estymacja kilku parametrow

* Wyznaczamy macierz A, a nastepnie B i macierz C poprzez
policzenie drugich pochodnych | w granicy N -« zastgpienie ich
wartosciami oczekiwanymi:

821 :_ﬁ azl B 22 X(j)_}\‘l 8212:_32 (X(i)_)\l)2+ ]VZ
87\.? 7\.5 a}\'la}\z__ }\‘g 87\'2 }\2 }\2
2 MIN 0
B= NI\, 0 2 c=pg'=|"? :
0 2N/ 0 AU2N

« Elementy diagonalne macierzy C to odchylenia standardowe
estymowanych parametrow

« Elementy pozadiagonalne wynoszg 0, zatem brak jest korelacji

miedzy estymowanymi parametrami 2] 2] 2
—[1AM)=1(N))=1/2(A=X)" A(A=N)+... oy OMOA, T OMOM,
| & 0’1 o’

L=kexp|—1/2(A—A)'B(A=X)] c=B" | OM 0N a2 T ON0M,
ol o°l ol

B=E(A), dla N g, 0h, RN, T gy

" KADD 2016, Wyktad 11 5/35



_

L T Weryfikacja hipotez
RO { T statystycznych

-

BT TR
Y
T I

ST Y
o

[N i B ¥ Jrg
s 2 . #
£ _ ] 7
i F.
=
e ¢ M

=7

= i ¥
=
¥ TIRY AT
o - F ST T
v Y AF
Y A
Wy === Ll R ST W
NN S AN 4.
— : - TR < b
alty ol FEEEERERCELETY
- e R T

R
bt

P

G R 1

|

Buds | SR S U
i

R e

SRR

BRI

BB A ;
R T

T

.

ok ] =T .

TR

R S T Y T, T Y

I R LR L TR T
T T T T . T SR TE T T



Weryfikacja hipotez statystycznych

* Podstawowe pojecia:

- poziom istotnosci a — okresla prawdopodobienstwo popetnienia
btedu | rodzaju (btad polegajacy na odrzuceniu hipotezy zeroweyj,
ktdra w rzeczywistosci jest prawdziwa). Zwykle maksymalne
prawdopodobienstwo (odrzucenia) ustalamy na 0,01, 0,03 lub 0,05

- poziom ufnosci p=1-a — okresla prawdopodobienstwo
wyznaczenia takiego przedziatu ufnosci, ze rzeczywista wartosc
parametru znajduje sie w tym przedziale ufnosci (czyli jak bardzo
ufamy naszemu wynikowi). Jest prawdopodobienstwem
dopetniajgcym poziom istotnosci

" KADD 2016, Wyktad 11 7135



Weryfikacja hipotez statystycznych

 Cotojesti po co wykorzystujemy weryfikacje hipotez statystycznych?
- wyznaczamy wartosci parametrow, ktore nie sa catkowicie
nieznane

- mamy pewne przypuszczenia (przewidywania, hipoteze) co do
ich wartosci (np. z dotychczasowych badan czy model
teoretycznych)

- zadanie proby losowej (naszego pomiaru) to weryfikacja (test) te]
hipotezy (przypuszczen)

- Innymi stowy — procedura weryfikacji hipotez statystycznych to
test statystyczny

* Przyktad: pobrano 10-elementowag probe, uzyskalismy Srednig
arytmetyczng (jest ona zmienng losowa) X=0,154

« Zatozenie (hipoteza): zmienna losowa x pochodzi z populacji
opisanej rozktadem normalnym ze srednig O i odchyleniem 1/v10

" KADD 2016, Wyktad 11 8135



Weryfikacja hipotez statystycznych

Przykiad: pobrano 10-elementowg probe, uzyskaliSmy Ssrednig
arytmetyczng (jest ona zmienng losowg) X=0,154

Zatozenie (hipoteza): zmienna losowa X pochodzi z populacji
opisanej std. rozkltadem normalnym ze srednig O i odchyleniem 1/y10

Jakie jest prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci |x|>0,154 ?

Mozna skorzystac z tabel dystrybuanty rozktadu normalnego oraz
wprowadzonego kilka wyktadow wczesniej wzoru:
nb

b
Wtedy: P(|x|=0.154)=2{1—1,(0.154-1'10)}=0.62

P(|X—a|<no)=2®,

—1=2d,(n)—-1

Czyli, jezeli hipoteza jest prawdziwa, istnieje prawdopodobienstwo
62%, ze proba o liczebnosci 10 moze miecC wartosc¢ srednig rozniaca
sie wiecej niz 0 0,154 od wartosci sredniej O z populacji

Hipoteza jest prawdziwa czy nie? Tak nie odpowiemy na to pytanie

Zrédiem trudnosci jest probabilistyczny charakter wynikéw (préby)

KADD 2016, Wyktad 11 9/35



Weryfikacja hipotez statystycznych

o Zrodtem trudnosci jest probabilistyczny charakter wynikéw (proby)
e Postepujemy zatem inaczey:

- przed przystgpieniem do analizy pobranej proby ustalamy
okreslong wartos¢ prawdopodobienstwa o

- mastepnie, zaktadajac, ze hipoteza jest prawdziwa, pytamy czy
prawdopodobienstwo zaobserwowania okreslonych wartosci proby
jest mniejsze niz «? W naszym przyktadzie: P(|X|=0.154)<a ?

- nieréwnosc¢ spetniona — jest mato prawdopodobne, aby proba
pochodzita z rozktadu okreslonego przez testowang hipoteze —
mozemy ja odrzucic

- nieréwnosc¢ niespetniona — omawiane prawdopodobienstwo
przewyzsza wartosSC a — nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy na zadanym poziomie ufnosci (to nie znaczy, ze hipoteza
na pewno jest prawdziwa! Hipoteza nie jest sprzeczna z wynikiem
uzyskanym wskutek pobrania proby)

" KADD 2016, Wyktad 11 10 / 35



Weryfikacja hipotez statystycznych

« Jak dobra¢ wartosc¢ prawdopodobienstwa (posiom istotnosci) a?

« WSszystko zalezy od rozpatrywanego problemu (wybor jest
subiektywny):

— przy kontroli jakosci otowkow wystarczy 1% (0,01)
- w firmach ubezpieczeniowych moze to by¢ wartosc za duza

- w analizie danych empirycznych najczesciej przyjmuje sie 5%, 1%
lub 0,1%

* W naszym przyktadzie na podstawie tablic dystrybuanty rozktadu
normalnego mozna okresli¢ granice |X| odpowiadajgce wyzej
wymienionym poziomom istotnosci:
0=0,05=2{1—,(1,96)}=2{1—1,(0,62-10)]
a=0.01=2{1—,(2,58)}=2{1—,(0,82-4/10)]
0=0.001=2{1—1,(3,29)]=2{1—,(1,04-V/10)]

* Do odrzucenia hipotezy wymagane jest, aby wartosSc |X| przekraczata
0,62, 0,82, 1,04 dla powyzszych poziomow istotnosci

" KADD 2016, Wyktad 11 11/ 35



Weryfikacja hipotez statystycznych

» W niektorych przypadkach wazny jest rowniez znak rozpatrywanej
wielkosci X

W wielu procesach produkcji odstepstwa w jedng lub druga strone od
zatozonych w projekcie parametrow wyrobu moga powodowac rozne
skutki. Na przyktad piekarz produkujgce zbyt duze bochenki
zmniejsza swoj zysk, natomiast produkujgc zbyt mate moze narazic

sie na kary. Mozemy zatem testowac odchylenia w jednym kieurnku i
zapytac, czy spetniony jest warunek:

P(X=x,)<a

« Jest to tzw. test jednostrony, w przeciwienstwie do testu
dwustronnego o+
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Weryfikacja hipotez statystycznych

* W ogolnym przypadku weryfikacje mozemy przeprowadzac na
podstawie innych wielkosci niz wartosc Srednia

e Postepujemy najpierw w sposob nastepujacy:

definiujemy funkcje proby najwygodniejsza dla prowadzenia testu,
nazywamy |g statystyka T

ustalamy poziom istotnosci o | wyznaczamy taki podzbior U z
obszarami zmiennosci T, tak aby: P,(TeU)=a

wskaznik H oznacza, ze prawdopodobienstwo to obliczane jest
przy zatozeniu, ze hipoteza H jest prawdziwa

nastepnie pobieramy probe i okreslamy wartosc statystyki testowej
T!

jezeli T' znajduje sie wewnatrz obszaru krytycznego U, to hipoteze
H mozna odrzucic

* Przedyskutujemy teraz kilka specyficznych testow

" KADD 2016, Wyktad 11 13 /35



Test réwnosci wariongji
i (test F-Fischera)
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Test rownosci wariancji (F-Fischera)

Czesty problem: poréwnywanie wariancji populacji o jednakowych
wartosciach srednich

Przykiad: pomiar tej] samej wielkosci dwoma przyrzadami
pomiarowymi (zaktadamy brak niepewnosci systematycznych — typu
B)

Pytanie (hipoteza): czy pomiary beda miaty jednakowe wariancje
(czy doktadnosc pomiaru jest jednakowa dla obu przyrzadow)?

Zatbzmy, ze rozwazane populacje majg rozktad normalny

Pobieramy proby o liczebnosci N, i N,

Dla kazdej z pobranych prob wyznaczamy warlanqe | liczymy iloraz

F=s./s, —Z(X XP s X):N-(z\lr—m;(xl X['=s*(X)/N

Jesli hipoteza o rownosci wariancji jest prawdziwa, to iloraz F
powinien byc bliski jednosci F~1

KADD 2016, Wyktad 11 15/ 35



Test rownosci wariancji (F-Fischera)

« Jak pamietamy, dla kazdej proby losowej mozemy rowniez
skonstruowac statystyke o rozktadzie yz:

. (Ni=1)si_fs) 2 (o= 1)s; _fas;
o) N S %
fi=N,—1; [,=N,—1 -liczba stopni swobody ,
) L . fax
* Przy rownych wariancjach iloraz F: F= fzxi
1 A2

e Jak juz wiemy, gestosc prawdopodobienstwa rozktadu x2 o liczbie
stopni swobody f dana jest wzorem: 1

2 2(f-2) -=X
FOR)=k () e s f ()= (2 e

=f
. . i ., r(l f)22
« Mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo W 2

ze warto$é ilorazu xi/x; jest mniejsza niz pewna warto$¢ Q:

2 Q 1. , _1
W(Q)=P L;<Q = - ftzfl (t+1) 2fdf f=fi+f,
% r(%fl)r(éfz) :

" KADD 2016, Wyktad 11 16 / 35



Test rownosci wariancji (F-Fischera)

Jesli teraz wrocimy do ilorazu F, mozemy go zapisac jako:
fz
f1
Prawdopodobienstwo W zas przyjmie posta¢: W(F)=P

F =

Ta forma jest tzw. dystrybuanta rozktadu F-Fischera

Rozktad F-Fischera dany jest nastepujacym wzorem:
1
(3701

1

—(F+F)
F2

fl_]'

f1

1+—F

f2

1
E Efl
fs

f(F)=

r(%fl)r

1
Efz)

" KADD 2016, Wyktad 11 17135



Test rownosci wariancji (F-Fischera)

—_ 1 _ - 1
0.9 e b 0.0 e
- = - =10:
DB b A i
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Test rownosci wariancji (F-Fischera)

Rozktad przypomina ksztaltem rozkiad x2, jest rozny od O jedynie dla
dodatnich wartoSci F, ponadto jest asymetryczny i szybko malejacy z
rosngcym F
__1s

f2_2
Szukamy teraz takiej granicznej wartosci prawdopodobienstwa:

s
P —2>Fa =
52
Wielkos¢ F, to kwantyl F,=F,_, rozktadu F: p

Mozna udowodnic¢, ze wartos¢ oczekiwana dla f.>2: E(F)

s
—2<F.
S)

Jezeli przy weryfikacji hipotezy uzyskamy wartoS¢ wariancji wyzsza
niz F,=F, ,,to méwimy woéwczas, ze hipoteza o;>0; jest prawdziwa

Z poziomem istotnosci (na poziomie istotnosci) o

=P

Wartosci F.=F,_, rozkltadu F-Fischera sa stabelaryzowane

Pokazany wyzej test jest testem jednostronnym, mozemy tez
zastosowac test dwustronny

KADD 2016, Wyktad 11 19/ 35



Test rownosci wariancji (F-Fischera)

P

W tescie dwustronnym sprawdzamy 2 wartoSci graniczne:

2

§—1>F (f. £ |2

2

S
S_;<Fa (fle) =P
2

2

2—2>F (£, f2)|=

P

Relacja ta pozwala na pstugiwanie sie stabelaryzowanymi
wartosciami w obydwu przypadkach (dla testow jedno |
dwustronnych)

Dla wszystkich rozsgdnych (zwykle uzywanych) wartosci a spetniony
jest warunek: F, ,.,>1

2

Czyli w praktyce musimy zweryfikowac jedynie hipoteze: 9>F1 wolfysfi)
Indeksy g | k oznaczajg wiekszag | mniejsza wariancje z proby czyli:

sg> s;

Jezeli nierownosc jest spetniona, to hipoteze o rownosci wariancji
mozna odrzucic

" KADD 2016, Wyktad 11 20 /35




Test rownosci wariancji - przyktad

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2

100
101
102
100
98
97
100
101
99
10 100
Srednia 99,8

OO ~NOOTS, WN P

Stopnie swobody 9

F(F)

S2 19,6
Sn2/f 2,18

F 16

97
101
102

99
101

98
101

99,86

20,86
3,48

0,2
1,2
2,2
0,2

-1,8
-2,8

0,2
1,2

-0,8

0,2

0,04
1,44
4,84
0,04
3,24
7,84
0,04
1,44
0,64
0,04

-2,86

1,14
2,14

-0,86

1,14

-1,86

1,14

8,16
1,31
4,59
0,73
1,31
3,45
1,31

« Korzystamy z kwantyli funkcji

K F,,(6,9)=F,,(6,9)=2.51

F,(6,9)=F 45(6,9)=3.29
F(')',02(6,9):F0,99(6>9):5-61
F 01(6,9)=F 45(6,9)=6.89
 1.6<3.29 — nie ma podstaw

o0 odrzucenia hipotezy na
02|om|e |stotnosm 10%
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R ST
/Y Ay
¢ Y W,

Y S

i
v . M,

Wy === Ll R ST W

LR
T 5 |
= = I 110

o LT i R o

5
e e

Bt | R S UL
i CI T R i
R Bl

SRR i

T
R

. - -
SIS

5 17 .

G R 1

Pllaia /i 4




Test t-Studenta

Mamy zmienng losowg X o rozktadzie normalnym. Pobieramy probe
losowag o liczebnosci N i wartosci sredniej X

Wariancja wartosci Sredniej: o°(X)=0°(X)/N

Dla dostatecznie duzych prob wartosc srednia z proby (na mocy

centralnego twierdzenia granicznego) ma rozktad normalny (x,s(x))
. X —X
Zmienna y=ﬁ ma standardowy rozktad normalny

Na ogot nie znamy jednak odchylenia standardowego o°(X)

Postugujemy sie estymatorem wariancji:

2 1 < Y 2 _ 1 . )2

SX_N_ljZﬂ(Xj X) SX_N(N_l)j;(Xj X)

Pytanie: jak bardzo bedziemy odbiegac od rozktadu Gaussa, jezel
we wzorze na y zastgpimy odchylenie estymatorem?

Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze x=0 (kazdy rozkiad Gaussa
mozemy przesunac¢ o wartosc¢ srednia)

KADD 2016, Wyktad 11 23135



Test t-Studenta

e Rozpatrzmy zmienng losowa T zdefiniowang nastepujaco:
T=X/s;=X-/NIS,
e Wielkos¢ (N—-1)s3=fsy; ma rozkiad x2 o liczbie stopni swobody f=N-1
 WzOr na zmiennag T zmieni sie ham zatem nastepujaco:
T=X/sg=X-VN-+/fly
« Dystrybuanta zmiennej T bedzie okreslona wzorem:
1
= F(—( f+1)) t
F(t)ZP(T<t):P(X\/¥\/T<t): 2
T

t2 |5 (F+1)

1+— |

f dt

2

« A odpowiadajgca jej funkcja gestosci, noszgca nazwe rozktadu t-

Studenta: ( (F+1) R
f(t): ( 1+

f

=

" KADD 2016, Wyktad 11 24135



Pozk’rad t Studznta

« Jak widac, rozktad t-
Studenta jest symetryczny
wzgledem O

 Rozktad dgzy do rozktadu
Gaussa gdy -

e Z symetrii wzgledem O
mamy zwigzek
(analogicznie jak dla
Gaussa): p(|<t)=2F (|t])-1

« Mozemy wyznaczy¢ graniczne wartosci *t. odpowiadajace
p02|om0W| Istotnosci o poprzez catke:
ff dt— (1—a), gdzie t',=t |,

1-=-a
2
. Kwantyle U=t 1, sg stablicowane dla réznych pozioméw istotnosci

a oraz liczby stopni swobody f

e Jest to dwustronny test t-Studenta (jednostronny analogicznie)

" KADD 2016, Wyktad 11 2535



Zastosowanie testu t-Studentao

Hipoteza: zakladamy, ze nasza populacja przewiduje wartosc
oczekiwang z populacji majacej rozktad normalny rowng A,

Pobieramy probe o liczebnosci N i wyznaczamy wartosc Srednig X
oraz wariancje s;

Jezeli przy zatozonym poziomie istotnosci a zachodzi nierdwnosc:

Wtedy odrzucamy nasza hipoteze

W przypadku testu jednostronnego
(X+n,)VN

t= >t, =t
SX 20 1

" KADD 2016, Wyktad 11 26 /35



Zastosowanie testu t-Studentao

 Powyzsze rozwazania mozemy uogolni¢ na porownanie wartosci
Srednich dwdch prob losowych z populacji X oraz Y o liczebnosciach
N, iN,

» Hipoteza: rownosc wartosci Srednich z obu populacji: x=3

« Zaktadamy (z centralnego twierdzenia granicznego), ze wartosci
Srednie z prob majg rozktad normalny z wariancjami:

o’ (X)=c’(X)/IN, o°(Y)=0"(Y)/N,
« Wariancje sg estymowane przez estymatory:

2 1 —\2 2 1 = \2
= X—X Sy= 2. (Y-Y)
: N1<N1_1)j§( ) ' N1(N1_1)j:1
* ROznica wartosci Srednich z proby rowniez ma rozkiad zblizony do

normalnego: A=X-Y=0¢*(A)=c’(X)+c’(Y)

« Jesli hipoteza jest prawdziwa, wéwczas oczywiste jest, ze A=0
oraz iloraz A/o(A) powinien podlegac rozktadowi Gaussa

« Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje

KADD 2016, Wyktad 11 27 |1 35



Test roznic t-Studento

Tak postawiona hipoteza cicho zaktada, ze X 1 Y to te same populacje

Skoro tak, to oczywiscie o’(X)=0°(Y), zatem mozna je estymowac za
pomoca jednego estymatora jako srednig wazong z dwoch prob:
2_(N1_1>5§(+(N2_1)5§/
- <N1_1)+(N2_1>
Wtedy mozemy zdefiniowac estymatory:
N,+N, ,
NN, ’
Mozna udowodnic, ze zmienna A/s(A) podlega rozktadowi t-Studenta
Z liczba stopni swobody f=N,+N,-2

2 __ 2 2__ 2 2 _ 2 2 __
Sy=SIN, sy=s/N, s ,=sy+s;=

Rownos¢ wartosci srednich mozna wiec weryfikowac postugujac sie
testem réznic Studenta

Als(A) obliczana jest na podstawie wynikow dwaoch prob. Jej wartosc
bezwzgledna porownujemy z kwantylem rozktadu Studenta o liczbie
stopni swobody f dla ustalonego poziomu istotnosci a. Sprawdzamy
nieréwnos$¢ (spetniona - odrzucamy hipoteze): |,_14 :|XS_Y|>t'a=t 1

SA A 5
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Test réznic t-Studenta - przyktad

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2 .
o TP o o sswee  ® Mamy kwantyle:

1
2 101 101 0,79 0,62 0,2 0,04

3 102 102 1,79 32 12 144 '

4 100 99 0,21 0,04 -1,8 3724 t02(27):t09<27):1.71

5 98 101 2,21 4,89 0,2 0,04 > )

6 97 108 3,21 10,31 7,2 51,84 _ _

7 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 1 ( 27) —_ —_ 2,05

8 101 102 0,79 0,62 1,2 1,44 ”

9 99 96 1,21 1,47 -4,8 23,04 _

10 100 101 0,21 0,04 0,2 0,04 tO 02 ( 27 — 2, 77
11 98 2,21 4,89 ,’ P ’

12 101 0,79 0,62 _ —

13 100 0,21 0,04 y) — t0§95‘(’27 — 3,05
14 102 1,79 3,2 ’

15 103 2,79 7,78

16 101 0,79 0,62 ~ -@’00’( ZL) 2—tO 998( 27) 3 43
17 99 21,21 1,47 -~

18 100 0,21 0,04

= ’to,ooz (27) — 0,999< 27) =3,69

19 102 1,79

llo$¢ pomiardéw 19 10 - - - - - s
Sredma 10021 1008 ( 059  Hipotezy nie mozna odrzucic
Stopnie swobody 18 9
SN2 43,16 95,6
SN2t 2,4 10,62
SN2 49,1

S”2 Delta 8,18
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Test y° dobroci dopasowania

Mamy N pomiardw g, i=1, 2, ..., N oraz ich niepewnosci o,

Wartosc g. jest wynikiem pomiaru wielkosci prawdziwej (lecz
nieznanej) h, spetniony jest zatem warunek: g,=h+e;, i=12,...,N

Wielkosc ¢ jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym o wartosci
Sredniej rownej O i odchyleniu standardowym réwnym o,

Weryfikujemy hipoteze taka, ze: h=f,, i=1,2,...N  maja rozklad

_g—f ._ standardowy
Ui==—gG, > i=1,2,...,N normalny

Tym samym rozkiad x2 o N stopniach swobody bedzie miata wielkosc:

N N )2
T:ZU?:Z g,—fi
i=1 1

- O-i
Gdy hipoteza jest fatszywa, wowczas poszczegolne roznice wielkosci
mierzonych g, oraz wielkosci f, (ktorych dotyczy nasza hipoteza),
dzielone przez niepewnosci o, przyjmujg duze wartosci

Hipoteze odrzucamy, gdy dla danego a jest spetnione: T>yx;_.
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Liczba stopni swobody

« Czesto zaréwno pomiary g, wartosci prawdziwe h, jak i nasza
hipoteza f, wigzaca h, z g,, sa funkcjami zmiennej kontrolnej t, ktérej
warto$éi znamy doktadnie: g=g.(t), h=h(t), f.=f.(t)

* Prosta hipoteza mowi, ze jest liniowa zaleznosc: f(t)=h(t)=at+b

« Czyli mamy jakgs teorie, ktora méwi np. jak jakas wielkosc fizyczna
Zmienia sie dajmy na to w czasie

« Czesto hipoteza (nasza teoria) okresla wartosci parametrow a i b |
wtedy nasz problem ma N stopni swobody (wyniki pomiaru), jednak
gdy parametry nie sg znane, jedynym zatozeniem jest liniowosc h(t)

« W takim przypadku kazdy nieznany parametr, ktory estymujemy
na podstawie pomiarow obniza liczbe stopni swobody o 1

« Tworzymy wiec estymatory parametrow a i b bedace funkcjami
pomiarow g, oraz ich niepewnosci ;, wtedy nasza hipoteza przyjmuje
postaé: h=h(t,)=f,=at,+b iliczba stopni swobody wynosi N-2 (w
praktyce mamy 2 rownania wiezow miedzy wielkosciami u)
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Test x° i doswiaodczalny rozkiad czestosci

« Kazdy ciggly rozktad prawdopodobienstwa f(x) mozna zamienic na
dyskretny poprzez podziat zakresu zmiennosci zmiennej losowej X na
r przedziatdow: &,,&,,...,E,...,E,

« Calkujac f(x) w przedziatach otrzymujemy prawdopodobienstwo
zaobserwowania zmiennej X w danym przedziale (binie) p.:

p,.=P(x€Et)) ff )dx ; Zp 1

« Z pobranej proby 0 liczebnosci n oznaczamy przez n. elementy lezgce
w przedziale &,

« Oczywiscie zachodzi relacja: n=>_n, n,;=np,
i=1

- Hipoteza: zaktadamy, ze dla duzych wartosci liczb n, ich wariancja
rowna sie n, (patrz dyskusja o rozktadzie Poissona) i ze rozkfad

wielkosci u;: , ,
2_(ni_npi) 2_(ni_npi)
u; = , lub u;=

n; np;

dazy do rozktadu Gaussa
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Test x° i doswiaodczalny rozkiad czestosci

Obliczamy teraz sume kwadratéw: x’=X’=2u;
i=1

Na podstawie naszej hipotezy oczekujemy, ze suma kwadratow
(statystyka X2) ma asymptotycznie rozkiad x2

Poniewaz zmienne u, sg niezalezne, wiec liczba stopni swobody tego
rozktadu réwna sie r-1

Oczywiscie, jezeli dodatkowo estymujemy p parametrow rozktadu na
podstawie pomiardw, to liczba stopni swobody wynosi r-1-p

Wartosc X2 poréwnujemy, tak jak do tej pory, z kwantylami rozktadu x2
dla zadanego poziomu istotnosci a. Jesli nierownosc jest spetniona —
odrzucamy hipoteze X*>y2
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Test y° - przykiad

zmierzone przypadki rozpadéw |

e 35

e

30

too(11)=17,274 £ ()=t

o0s(11)=19,674 . 1T

250 \ t0’99(11>:24,726 f:f ?e_th::'c

3 £0 005 (11)=26,758 0

15%— to,998(11):29,354 p.= f l —tlt
: - foseo(11)=31,266 1 J T

10:_ \\\\1\ ’ X nin

s ~—_—1 * Badamy statg rozpadu

Y S S Y T promieniotwc')rczego.

e e e o™« Estymatorem t jest warto$¢
2 34 0,1372 24,15 4,0202 A I
3 19 0,1148 20,2 0,0718 Srednla t
4 21 0,0959 16,88 1,0065 , . . ,
5 16 00801 141 0,2567 * Porownujac kwantyle y2 widac,
6 18 0,0669 11,77 3,2917 . . .
7 11 00559 984 0,1371 ze nawet dla a=0.1 nie mozemy
8 6 0,0467 8,22 0,5992 T A :
9 10 0,0390 6,86 1,4328 OerUCIC hIpOteZy
10 4 0,0326 574 0,5262
11 3 0,0273 4,8 0,6779
12 6 0,0228 4,01 0,9841
_n=sum(n_i) 176 X2 13,04
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