Cwiczenie 7

Samoobrazowanie obiektow periodycznych

Wprowadzenie teoretyczne

Jesli ptaski obiekt optyczny np. przezrocze z czarno-bialym wzorem (dokladniej
mowigc z przezroczysto-nieprzezroczystym wzorem) oswietlimy wigzka laserowg wowczas
za transparentem pojawi si¢ pole dyfrakcyjne, ktérego obraz widoczny na ekranie rdzni si¢
W ogoélnosci ksztaltem od transparentu wejéciowego (Rys. 1).
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Rys. 1 - Pole dyfrakcyjne obiektu wejsciowego.

Okazuje si¢ jednak, ze istnieja pewne obiekty, ktorych pole dyfrakcyjne
w odpowiedniej odlegloéci za ptaszczyzng przezrocza jest wiernym obrazem obiektu. Obraz
ten otrzymywany jest bez udzialu zadnych obrazujacych elementow optycznych, jak np.
soczewek czy zwierciadet sferycznych.
Z tego wzgledu zjawisko to nazywa sie¢ zjawiskiem samoobrazowania, a pole dyfrakcyjne
odtwarzajace przezrocze nazywamy samoobrazem. Jak pokazemy niebawem, obiektami
zdolnymi do samoobrazowania sg obiekty periodyczne tzn. takie, ktore skladaja sie
Z powtarzajacych si¢ okresowo identycznych obrazkow -.
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Rys. 2 — Obiekt quasi-periodyczny.

Pojedynczy obrazek tworzy komorke elementarng obiektu. Odleglos¢ d miedzy sasiednimi
obrazkami nazywana jest stalg periodycznosci lub stalg sieci periodyczne;.



Aby wyjasni¢ teoretycznie podstawy zjawiska samoobrazowania obiektu
periodycznego, zatozmy, ze w ptaszczyznie z = 0 mamy obiekt periodyczny przedstawiony na
Rys. 2. Obiekt taki jest opisany okresowa funkcjg transmitancji t(X,y), spelniajacag warunek:

/\ /\ t(x,y) = t(x +nd,y + md). (1)

X,YER n,meC
Funkcja transmitancji opisuje "nieprzezroczystos¢" obiektu i przyjmuje ona wartos¢ 0
w punktach, gdzie obiekt jest nieprzezroczysty i wartos¢ 1 w punktach przezroczystych. Jezeli
fala ptaska o amplitudzie A=1 o$wietla prostopadle przezrocze wowczas pole U
W plaszczyznie z = 0 tuz za przezroczem jest okreslone przez jego transmitancje:
U(x,y,z=0) = At(x,y) = t(x,y). )
Dowolng funkcje dwoch zmiennych X i y o periodycznosci d wzdtuz osi OX i OY, mozemy

przedstawi¢ w postaci szeregu funkcji wyktadniczych tzn. szeregu Fouriera:
+ 00 + 00

27ti(£x+my)

t(x,y) = Z Z A(n,m)e”"\@"a’) =U(x,y,0) dlan,m € C. (3)
n=—oco m=—oo

Optycznie oznacza to, ze za obiektem periodycznym o statej d oswietlonym falg ptaska

pojawia si¢ pole bedace dyskretng suma fal ptaskich o wektorach falowych:

k = [ky ky ks, 4)
gdzie k,, = Z%n; ky = ZnTm; k = 277{ Biorac pod uwage, ze:
k?* = kZ + kj + kZ, (5)
otrzymujemy:

/ 1  n2+m?
kZ =2 ﬁ — 7 (6)

Z powyzszego wynika, ze pole dyfrakcyjne w ptaszczyznie Z = zy za obiektem bedzie miato

postac:
2mi(nx+my) |1 n%?+m?
U(x,y,z = zp) = Z Z Amme d e NET @ )
n m
Warunkiem dostatecznym na to, aby w plaszczyznie z = zy zachodzito samoobrazowanie jest
warunek:
U(x,y,z = ZO) = ‘UU(X,y,Z = O), (8)

gdzie u jest pewna stala.

Prowadzi to do zaleznoSci:

omizg | L _PPm? o
/\ e 072 daz =u= eZmu eZml = const., (9)
nmec )
gdzie zgodnie ze wzorem Eulera e?™ = 1 mozemy zapisaé:

’ 1 n?4+m?
/\ 21z, g - 2ru’ + 2ml, (10)
n,mec

gdzie 4/ jest ustalone,al € C.

Ostatnie rownanie (10) sprowadza si¢ do stwierdzenia, ze w plaszczyznie samoobrazowania
fale plaskie, skladajace si¢ na pola $wietlne za transparentem rdéznig si¢ w fazie
0 wielokrotno$¢ 2.



W praktyce fale plaskie za obiektem rozchodza si¢ pod niewielkimi katami w stosunku do osi
OZ wyznaczone] przez kierunek propagacji fali oswietlajgcej. Jest wowczas spetniony
warunek zilustrowany na Rys. 3.
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Rys. 3 — Fala ptaska rozchodzaca si¢ pod matym katem do osi z.

2 2
Przy zatozeniu (11) pierwiastek /%2 —. ;n wystepujacy w rownaniu (10) mozna zapisac
W postaci:

1 nmt _1a—s (12)
A? d? A
gdzie:
= %/’12 K 1. (13)
W rozwinigciu pierwiastka w potggowy szereg Taylora:
i sci1—te_ltea_ L (14)

2 8 16
mozna poming¢ cztony wyzszych rzedow poczawszy od cztonu kwadratowego —%sz

| zapisa¢ W postaci:
2 2 2 2
1 nim? 1 namt, (15)
A? d? A 2d?

Powyzsze przyblizenie jest przyblizeniem przyosiowym Fresnela i prowadzi ono do
zastgpienia wyrazenia (10) warunkiem:
zy, ni+m?

7 — Z—dZAZO = ‘Ll’ + gdzie lecC. (16)
nmec
Jest on spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy liczba % jest liczbg naturalng, co automatycznie
okresla odleglo$¢ samoobrazowania od obiektu periodycznego.
2 2
zo=—NdlaN=123.. 17)

Jesli uwaznie przeprowadzi si¢ doswiadczenie, wowczas mozna zauwazy¢, ze samoobrazy
pojawiaja si¢ w odlegtosciach mniejszych niz wynikatoby to ze wzoru (17). W rzeczywistosci
szukane odlegto$ci zg spetniajg warunek:
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zo=—NdlaN=123.. (18)



Ot6z doktadna analiza zjawiska prowadzi do wniosku, Ze tak naprawde sluszny jest wzor
(17), jednakze w odlegtosciach:
_ 2d? (N 1) (19)
0= 2
pojawiaja si¢ pola dyfrakcyjne, ktére sa wiernymi odwzorowaniami obiektu periodycznego,

ale przesunigtego wzgledem oryginalu o wektor # = [¢2]. Tzn. obraz dyfrakcyjny jest

obrazem obiektu periodycznego przesunigtego o % wzdhuz osi OX | g wzdhuz osi OY. Zatem

nie jest to wierna kopia spetiajgca warunek (8), dlatego tez odlegtosci ze wzoru (19) nie
mozna bylo otrzyma¢ w naszej analizie. Zagadnienie to zreszta ma istotne znaczenie
historyczne, gdyz przez ponad 100 lat od odkrycia zjawiska samoobrazowania przez anglika
Talbota w 1836 roku optycy nie potrafili znalez¢ teoretycznego uzasadnienia dla
samoobrazowania w odlegtosciach okreslonych wzorem (19), co prowadzito niekiedy do
nieporozumien.

Podsumowujac nasza analiz¢ mozna stwierdzi¢, ze samoobrazy pojawiajg si¢
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w odlegtosciach z, = dTN, co ilustruje Rys. 4.

(] (]
» **1 I
s’ 1s%
- d’ d’ d’ d’
2=0 * n % 45

Rys. 4 — Kolejne powstajace samoobrazy.

Linig ciggla oznaczono wierne samoobrazy opisane wzorem (17), a linig przerywang
samoobrazy opisane wzorem (19).

Dyfrakcyjne twierdzenie o skalowaniu

Dyfrakcyjne twierdzenie o skalowaniu dotyczy dyfrakcji Fresnela przy oswietleniu falg
sferyczng. Jezeli na obiekt o transmitancji U(x;,y;) pada fala sferyczna o promieniu
krzywizny p wowczas za obiektem w odleglosci ¢ otrzymujemy zgodnie z przyosiowg forma
calki Fresnela pole o nastgpujacej amplitudzie:

U1(x0,¥0) = % 1) e%(xg-'-yg)l](xp Y1) e%[(xo_xl)z+(yo_y1)2]dx1dY1- (20)

Powyzszy wzor po zastosowaniu zaleznosci i = % + i mozna zapisa¢ w rOwnowaznej formie:
U1(x0,¥0) =

_ < D) [ e ) ol Gro—) +Gron) | dys. (21)

ilq
Natezenia pol wyrazonych za pomocg przyosiowej formy catki Fresnela i rownaniem (21)
opisuja odpowiednio nastgpujace wzory:



1(x0,¥0) = |U(xo;3’0)|2 =

1 ik 2 22
T 272 .f.f U(x1,¥1) ez[(xo_xl)zﬂyo_yl)z]dxld}’1 (22)
oraz.
I (x0,¥0) = U1 (x0, y0)1? = ,
1 ik[(xo_, \?,(¥o_, ) (23)
- A2q2 ff U(xl')ﬁ) 322[(M xl) (M yl) ]dx1dy1
gdzie M = g. Prowadzi to do zaleznosci:
1 /xy Yy
I1(x0,¥0) = WI (MO,MO)- (24)

Rownanie (24) stanowi tre$¢ dyfrakcyjnego twierdzenia o skalowaniu, ktore mozna podaé
W nastepujacej formie:

Rozklad natezenia w obrazie dyfrakcyjnym Fresnela przy oswietleniu falg
sferyczng o promieniu krzywizny p obserwowany w odleglo$ci q ma strukture
takg sama, jak rozktad natezenia przy oswietleniu falg ptaska w odleglosci z,
gdzie:

T=ot (25)
Ponadto przy os$wietleniu falg sferyczng rozktad natezeniowy jest M-krotnie
powiekszony w stosunku do rozktadu przy o§wietleniu falg ptaska, gdzie:

M=1 (26)

Z
Stosunkowo tatwo jest przeprowadzi¢ doswiadczalne sprawdzenie powyzszego twierdzenia
wykorzystujac zjawisko samoobrazowania dla obiektu periodycznego o sieci kwadratowe;.
Wystarczy zlokalizowaé przy os$wietleniu falg sferyczng plaszezyzne odpowiadajaca
pierwszemu samoobrazowi z przesunigciem. Jak wiadomo z poprzedniego ¢wiczenia,
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w przypadku o$wietlenia falg ptaska pojawia si¢ on w odlegtosci %, gdzie d jest okresem
przestrzennym obiektu periodycznego.

Przebieg éwiczenia
1) Oswietli¢ obiekt periodyczny falg ptaska. Wyznaczy¢ odlegtos¢ zp dla kolejnych
trzech samoobrazow. Znajac dlugos¢ fali oswietlenia A obliczy¢ stala sieci d ze wzoru
(18) (N=1, 2, 3).
2) Okresli§ doswiadczalnie parametr d, traktujac obiekt periodyczny jako
dwuwymiarowg siatke¢ dyfrakcyjng. W tym celu nalezy oswietli¢ obiekt "cienka"
wiazka laserowa.
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Rys. 5 — Strefy dyfrakcyjne — bliska (Fresnela) i daleka (Fraunhofera).

Ustawi¢ uktad w taki sposdb, aby obraz dyfrakcyjny mozna bylo obserwowac
w mozliwie maksymalnej odleglosci (ponad 5m). W takiej konfiguracji obraz na
ekranie sktada si¢ z rozsunigtych wzgledem siebie kot. Zjawisko to wyjasnia Rys. 5.
Wiazka o$wietlajgca ma skonczone rozmiary i dlatego fale ptaskie powstajace za
obiektem sg po prostu zbiorem wigzek $wiatla laserowego o rozmiarach poprzecznych
wiazki o§wietlajacej. W dostatecznie matej odleglosci za obiektem wigzki propagujace
si¢ w roznych kierunkach nachodza na siebie. Jest to tzw. strefa Fresnela, w ktorej
mozna zaobserwowac¢ samoobrazy obiektu wejsciowego. Z Rys. 5 wida¢ wyraznie, ze
dlugos¢ tej strefy zwigksza si¢ wraz ze Srednicg wigzki oswietlajacej, powigksza si¢
wowczas rowniez ilos¢ mozliwych do zaobserwowania samoobrazow. Za strefa
Fresnela, wigzki propagujace si¢ za obiektem sa rozseparowane, 0znacza to tzw. strefe
Fraunhofera. Jezeli w tej strefie umiesci si¢ ekran, wowczas zobaczy¢é mozna na nim
obrazy rozseparowanych wigzek w postaci §wietlnych plam. Kazda plamka odpowiada
okreslonej fali plaskiej o indeksach (n,m) wyznaczajacych sktadowe wektora
falowego:

ke =585 ky =8 27)
Sposob pomiaru statej d z obserwacji pola dyfrakcyjnego w strefie Fraunhofera

przedstawiony jest na Rys. 6.

k? = k2 + k; (28)
oraz dla matych katow 0, gdzie tangens mozna przyblizy¢ przez sinus:
. ki \> A\ n?+m? A\?
sin“f = (—) = (—) - A% = (_> -
k Z d? zZ (29)
A -1
- d= (A_z) Jn?+m?2



Fa E | AI<n,m>

-k
0% I (0,0)
i Koy |
< } (ox))
> -1,0
fala L 00)
| (1,0) |
ptaska I
> i (0,:1)
> !
l# - #I

Rys. 6 — Plamy $§wietlne na ekranie odpowiadaja r6znym indeksom (n, m).

Wyznaczy¢ doswiadczalnie odlegtosci z i A. Stala d wyliczy¢ teraz ze wzoru (29),
wybierajgc obraz wigzki ugictej mozliwie daleko od osi uktadu. Parametr A jest

odlegloscig obrazu wigzki o indeksach (n, m) od osi uktadu wyznaczonej przez wigzke
(0,0).

3) Sprawdzenie wynikow z punktow 1) i 2) poprzez pomiar statej d przy pomocy
obserwacji obiektu periodycznego pod mikroskopem.

Pomiary przeprowadzamy dla 3 réznych obiektow, ktore charakteryzujg si¢ roznymi
statymi.

4) Doswiadczalna weryfikacja dyfrakcyjnego twierdzenia o skalowaniu:
a. zmierzy¢ pod mikroskopem okres przestrzenny d struktury periodycznej o sieci
kwadratowej,
b. oswietli¢ obiekt periodyczny falg sferyczng o promieniu krzywizny p okoto
10d?

92
Cc. zlokalizowa¢ ptaszczyzng pierwszego samoobrazu z przesunigciem i zmierzy¢

jego okres przestrzenny,
d. przeprowadzi¢ weryfikacj¢ dyfrakcyjnego twierdzenia o skalowaniu w oparciu
0 dokonane pomiary i wzory (25) i (26).
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(promien krzywizny musi by¢ wiekszy od dT),




