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ROZDZIAL 1
Wstep

W roku 1995 z inicjatywy Migdzynarodowego Komitetu Miar (CIPM) zostaty okreslone mig-
dzynarodowe normy opisujace niepewnosci pomiarowe. Migdzynarodowa Organizacja Normalizacyj-
na (ISO) wydata ,, Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement”, ktéry stanowi wspolne
dzieto uzgodnien dokonanych przez siedem waznych migdzynarodowych organizacji. Zgodnie
z umowami mig¢dzynarodowymi Polska zobowigzata si¢ do zastosowania normy ISO dotyczacej obli-
czania i zapisu niepewnosci pomiaréw, podobnie do obowigzku stosowania jednostek uktadu SI. Pol-
ska wersje normy I1SO wydal w 1999 roku Gléwny Urzad Miar i nosi ona tytul , Wyrazanie
niepewnosci pomiaru. Przewodnik” [1] . W dalszej czgsci instrukcji uzywana bedzie skrocona nazwa
Przewodnik.

Obowigzujagca norma wprowadza rozroéznienie miedzy ,, niepewnosciq pomiarow”
a ,,bledami” w potocznym tego stowa znaczeniu oraz przyjmuje jednolita terminologi¢ i metody okre-
$lania niepewnosci pomiaru. Dotychczas stowo ,, blgd” miato dwa znaczenia, jako nazwa dla faktu,
ze wynik pomiaru jest r6zny od wartosci prawdziwej (czgsto nazywang wartoscig rzeczywists, ktora
jest nieznana), oraz jako liczbowa miara tego btedu. Przewodnik pozostawia i okresla dwa znaczenia
stowa ,,blgd”: (1) ilosciowe, jako roznica (rowniez nieznana) migdzy warto$cig zmierzong i prawdzi-
wa, (2) jakosciowe, uzywane w terminach takich jak btad systematyczny, przypadkowy i gruby.
Na potrzeby niniejszej instrukcji, dla uzyskania wigkszej spdjnosci i prostoty rozwazan, termin
., blgd” zostaje zarezerwowany tylko dla okreslenia zjawiska prowadzacego do uzyskania wartosci
wielko$ci mierzonej roznigcej si¢ znacznie od innych wynikéw pomiardéw tej wielkosci. Takie wyniki
pomiaréw nazywane sg ,, bledami grubymi” 1 nie sa brane przy okreslaniu niepewno$ci pomiarow.
Wigcej informacji na ten temat znajduje si¢ W dalszej czgsci poradnika.

Celem poradnika jest zaznajomienie studentow z obowiazujacymi normami dotyczacymi po-
miarow wielkosci fizycznych, obliczania i zapisu niepewnosci pomiaréw oraz z metodami wykorzy-
stania tych norm w codziennej praktyce laboratoryjnej przy wykonywaniu i opracowaniu wynikow
pomiaréw w ramach zaje¢ w Laboratorium Fizyki.
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ROZDZIAL 2
Podstawowe definicje

Jednym z podstawowych termindow nowej normy jest termin ,, niepewnosé’ (ang. uncertainty).
W jezyku potocznym stowo ,,niepewnos¢” oznacza watpliwos$¢, a stad ,,niepewno$¢ pomiaru” oznacza
watpliwos¢, co do wartosci wyniku pomiaru. Nalezy jednak podkresli¢, ze zgodnie z definicja za-
warta w Przewodniku ,,niepewno$¢” jest zawsze liczba.

Definicje glownych poje¢ zwigzanych z okreslaniem niepewnosci pomiaru zaczerpnigto z pol-
skiej wersji Przewodnika. W nawiasach (kursywa) beda rowniez podane ich wersje oryginalne (an-
gielskie), aby unikng¢ jakiejkolwiek niejednoznacznosci, ktora moze pojawi¢ si¢ w przypadku
polskiego thumaczenia pewnych szczegdlnych terminow. Szczegélowe objasnienia wszystkich pojec
zostang podane w kolejnych rozdziatach instrukcji.

- Pomiar — zbioér czynnosci prowadzacych do ustalenia wartosci wielko$ci mierzone;.

- Niepewno$¢ pomiaru (uncertainty) — parametr, zwigzany z wynikiem pomiaru, charaktery-
zujacy rozrzut wartosci, ktore mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosci mierzone;j.

- Niepewnos$¢ standardowa (standard uncertainty) u(x) — niepewno$¢ wyniku pomiaru wy-
razona w formie odchylenia standardowego (na przyktad odchylenie standardowe $redniej). Niepew-
no$¢ mozna zapisa¢ na trzy réozne sposoby: u, u(x) lub u(przyspieszenie), gdzie wielkos¢ x moze by¢
réwniez wyrazona stownie (w przyktadzie X 0znacza przyspieszenie). Nalezy zawsze jednak pamietac,
ze U nie jest funkcja, tylko liczba.

- Obliczanie niepewnosci standardowej - metoda typu A (type A evaluation of uncertainty)
— metoda obliczania niepewnosci pomiaru na drodze analizy statystycznej serii wynikow pomiardw.

- Obliczanie niepewnosci standardowej - metoda typu B (type B evaluation of uncertainty)
— metoda obliczania niepewnosci pomiaru sposobami innymi niz analiza Statystyczna serii pomiaro-
wej, czyli na drodze innej niz metoda typu A.

- Zlozona niepewnos$¢ standardowa (combined standard uncertainty) u.(x) — niepewnos$¢
standardowa wyniku pomiaru okres$lana, gdy wynik ten jest otrzymywany ze zmierzonych bezposred-
nio innych wielkosci (niepewno$¢ pomiarow posrednich obliczana z prawa przenoszenia niepewnosci
pomiaru).

- Niepewnos$¢ rozszerzona (expanded uncertainty) U(x) lub U, (x) — wielko$¢ okreslajaca

przedziat wokot wyniku pomiaru, od ktérego oczekuje si¢, ze obejmuje duzg cze$é wartosci, ktore
W uzasadniony sposob mozna przypisa¢ wielko$ci mierzone;.
Nalezy podkresli¢, ze niepewnos$¢ standardowa jednoznacznie okres$la wynik pomiaru, jednak Prze-
wodnik wprowadza niepewno$¢ rozszerzona, ktora stuzy do wnioskowania o zgodnosci wyniku po-
miaru z wynikami uzyskanymi w innych warunkach Iub z warto$ciami tablicowymi oraz do celow
komercyjnych i do ustalania norm przemystowych, zdrowotnych, bezpieczenstwa, itd.

- Wspolczynnik rozszerzenia (coverage factor) k — jest to wspotczynnik liczbowy, mnoznik
niepewnos$ci standardowej, stosowany w celu uzyskania niepewnoS$ci rozszerzonej. Zwykle wartosé
wspotczynnika rozszerzenia K zawiera si¢ w granicach od 2 do 3, jednakze dla specjalnych zastosowan
k moze by¢ wybrane spoza tego przedziatu. Dla wigkszos$ci zastosowan, w tym w praktyce labora-
toryjnej, zaleca si¢ przyjecie wartosci k = 2.

ROZDZIAL 3
Zrédta niepewnosci pomiaru

Celem pomiaru jest okreslenie wartosci wielkosci mierzonej. Tak wigc pomiar zaczyna si¢ od
okreslenia wielko$ci mierzonej, metody pomiarowej (np. poréwnawcza, réznicowa, mostkowa, itp.)
i procedury pomiarowej (zbidr czynnos$ci Opisanych w szczegbdtowy sposob i realizowanych podczas
wykonywania pomiarow wybrang metoda pomiarowa). Wynik pomiaru jest tylko przyblizeniem lub
oszacowaniem wielko$ci mierzonej i dlatego nalezy go podawaé wraz z niepewnoscia tego oszacowa-
nia. Niepewnos$¢ wyniku obrazuje brak doktadnej znajomos$ci wartosci wielko$ci mierzone;j.

Nalezy zawsze pamietaé, ze pelny (prawidlowy) wynik pomiaru sklada sie z wartosci
przypisanej wielkos$ci mierzonej oraz z niepewnosci pomiaru.
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Istnieje wiele mozliwych zrodel niepewnosci pomiaru, a do najwazniejszych naleza:
niepetna definicja wielko$ci mierzone;j;
niedoskonaly uktad pomiaru wielko$ci mierzonej;
niereprezentatywne pomiary, ktorych wyniki moga nie reprezentowaé wielko$ci mierzonej;
niepetna znajomos¢ oddziatywan otoczenia na pomiar albo niedoskonaty pomiar warunkow oto-
czenia;
btedy obserwatora w odczytywaniu wskazan przyrzadow analogowych;
skonczona zdolnos$¢ rozdzielcza przyrzadow;
niedoktadne warto$ci przypisane wzorcom i materiatom odniesienia;
niedoktadne wartosci statych i innych parametrow otrzymywanych ze zrodet zewnetrznych;
przyblizenia i zatozenia upraszczajace tkwiagce w metodzie i procedurze pomiarowej;
10. zmiany kolejnych wynikow pomiaréw wielko$ci mierzonej w pozornie identycznych warunkach.
Wymienione przyczyny nie musza by¢ od siebie niezalezne, niektore z przyczyn od 1 do 9 moga skta-
dac¢ sie na przyczyny typu 10.

Norma opisana w Przewodniku dzieli sktadniki niepewnosci na dwa typy w zalezno$ci od me-
tody ich wyznaczania: ,,typ A” i,,typ B” [2].

Ocena niepewnosci standardowej typu A moze by¢ oparta na kazdej, prawidtowej metodzie
statystycznego opracowania danych. Przyktadem moze by¢ obliczanie odchylenia standardowego
sredniej dla serii niezaleznych obserwacji albo tez uzycie metody najmniejszych kwadratéw w celu
dopasowania krzywej do danych i obliczenie parametrow krzywej oraz ich niepewnos$ci standardo-

wych.

APwn e
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Ocena niepewnosci standardowej typu B jest zwykle oparta o naukowy osad badacza biora-
cego pod uwage wszystkie dostgpne informacje, ktére moga obejmowac:
- wyniki pomiaréw poprzednich,
- doswiadczenie i wiedzg na temat zachowania i wlasnosci, tak przyrzadow, jak i badanych materia-
16w,
informacje producentow przyrzadow na temat ich wlasnosci,
- dane zawarte w protokotach kalibracji przyrzadéw i innych raportach i
- niepewnosci przypisane danym zaczerpni¢tym z podrecznikow.
W przypadku niepewnosci standardowej typu B czgsto mowi sie nie o obliczaniu, a o szacowaniu
niepewnosci, gdyz mamy do czynienia z subiektywnym okresleniem prawdopodobienstwa.

ROZDZIAL 4
Obliczanie niepewnosci

Jesli wielko$¢ mierzong mozna bezpo$rednio poréwnaé ze wzorcem lub gdy pomiar wykony-
wany jest przy uzyciu jednego przyrzadu dajacego od razu gotowy wynik, to taki pomiar nazywa sig
pomiarem bezposrednim. Do tego typu pomiaréw nalezg na przyktad: pomiar dlugosci przy uzyciu
linijki, pomiar $rednicy preta przy uzyciu §ruby mikrometrycznej, pomiar czasu przy uzyciu stopera,
pomiar nat¢zenia pradu elektrycznego przy uzyciu amperomierza, Czy pomiar napigcia przy uzyciu
woltomierza.

Innym typem pomiaréw sg pomiary bezposrednie jednej lub kilku wielkos$ci fizycznych, kto-
rych celem jest okreslenie wielkosci od nich zaleznej. Tego typu pomiary nazywa si¢ pomiarami po-
srednimi. Naleza do nich na przyktad: pomiar (wyznaczenie) rezystancji na podstawie pomiaréw
natgzenia pradu i napigcia, wyznaczenie objetosci walca na podstawie pomiardw jego Srednicy 1 wy-
sokoS$ci, wyznaczenie przyspieszenia ziemskiego na podstawie dlugosci i okresu drgan wahadta ma-
tematycznego.

Metody obliczania niepewnos$ci zalezg od tego, czy pomiary wykonywane bylty w sposob bez-
posredni Iub posredni.

4.1 Pomiary bezposrednie

Zatozmy, ze wielkos¢ fizyczna X jest wyznaczana w sposob bezposredni i w tym celu zostata
wykonana seria n pomiar6w X, Xz, ... , Xn. Jesli wsrod tych pomiarow wystepuje wartos¢ lub wartosci
odbiegajace znacznie od pozostatych (btedy grube), to nalezy je poming¢ i nie wolno ich uwzglgdnia¢
w dalszych obliczeniach. Przyczynami powstawania btedow grubych sa najcze$ciej btedy ekspery-
mentatora (np. odczytanie wartosci 121 V zamiast 12,1 V) lub chwilowe zaktdcenie warunkéw pomia-
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rowych. Decyzja o uznaniu pomiaru za btad gruby zalezy od eksperymentatora i zazwyczaj jest po-
dejmowana na etapie interpretacji wynikow.

Obliczanie niepewnosci standardowej typu A

Proces wykonywania pomiaré6w mozna poréwnac do pobierania n-elementowej proby losowe;j
z nieskonczonego zbioru wszystkich mozliwych do wykonania pomiaréw. Jesli rozktad prawdopodo-
biefistwa liczb X; jest opisany w przyblizeniu krzywa Gaussa (patrz Dodatek B), optymalny sposob
opracowania wynikow jest nastepujacy. Za wynik pomiaru przyjmuje si¢ srednig arytmetyczna:

X Yzlixi. Q)

Nz

Nalezy pamigtac, ze wigksza liczba wykonanych pomiaréw pozwala doktadniej wyznaczy¢ warto$¢
srednig. Niepewno$¢ standardowa tego wyniku ( X ) pomiaru wielkosci fizycznej X oblicza si¢ z po-
nizszego Wzoru, gdzie s; nazywa sie odchyleniem standardowym wielko$ci sredniej:

u(x):\/gz\/n(nl_l)zn:(xi ~%)?. )

i=1

Obliczanie niepewnosci standardowej typu B

Czesto w praktyce pomiarowej wystepuja sytuacje, gdy wykonywany jest tylko jeden pomiar
(lub po jednym pomiarze kazdej z wielkosci mierzonych) lub wyniki nie wykazuja rozrzutu. Dzieje si¢
tak, gdy urzadzenie pomiarowe jest mato doktadne. Na przyktad, mierzac wielokrotnie grubos$¢ plytki
srubg mikrometryczng otrzymamy rézne wyniki, a pomiar tej samej ptytki linijka milimetrowa da nam
zawsze ten sam wynik. Dokladno$¢ miernika okresla niepewnosé wzorcowania AX (zwana takze nie-
pewnoscig graniczng). Jest to liczba okreslona przez producenta urzadzenia pomiarowego lub osza-
cowana na podstawie warto$ci dzialki elementarnej stosowanego miernika. Oczywistym jest fakit,
ze prawdopodobienstwo uzyskania dowolnego wyniku mieszczacego si¢ w przedziale wyznaczonym
przez wynik pomiaru i doktadno$¢ wzorcowania jest takie samo. Tego typu rozktad prawdopodobien-
stwa nazywa si¢ rozktadem jednostajnym, w ktdrym odchylenie standardowe okreslone jest wzorem

AX/ \/5 (Dodatek B). Przyjmuje sig, ze jest ono rowne niepewnosci standardowej typu B:

_AX [(Ax)?
u(x)—\/§ 3 (3)

Druga przyczyna niepewnosci pomiaréw typu B moze by¢ niepewnosé eksperymentatora Ax.
okreslana przez osobe wykonujaca pomiary. Warto$¢ jej jest szacowana na podstawie umiejetnosci
i sposobu wykonywania pomiarow. Niepewnos$¢ standardowa oblicza si¢ rowniez przy uzyciu Wzoru
(3), gdzie zamiast Ax nalezy wstawi¢ AX.. Jesli wystepujg oba zrodta niepewnosci typu B opisane po-
wyzej, to dodaja si¢ ich kwadraty niepewnosci standardowych :

_ (A (Ax,)?
u(x)_\/ 3 + 3 (3a)

Dodawanie niepewnosci

Jesli w pomiarach wystepujg rownoczesnie oba typy niepewnosci (typu A — rozrzut wynikéw
i typu B — niepewnos$¢ wzorcowania i eksperymentatora), to nalezy doda¢ do je siebie ich kwadraty,
otrzymujac nastepujacy Wzor na niepewnos¢ standardowa (catkowita):

e (A% (AX,)?
u(x)_\/sx+ 3t 4)
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Nalezy zwroci¢ uwagg, ze jesli jedna z obliczonych niepewnosci jest mniejsza o rzad wielkosci od
innych, to mozna t¢ niepewno$¢ pominac. Wzor (4) nalezy stosowac tylko w przypadku, gdy wyzna-
czone niepewnosci s tego samego rzedu.
Wyznaczanie niepewnosci wzorcowania i eksperymentatora dla podstawowych
przyrzadow wykorzystywanych w laboratorium

- Przyrzady mechaniczne (linijki, $ruby mikrometryczne, suwmiarki) - jako Ax nalezy przy-
ja¢ potowe dziatki elementarnej. Tak samo okresla si¢ niepewnos$¢ wzorcowania takich przyrzadow
jak barometry rteciowe, termometry, stopery, itp.

- Mierniki analogowe — jako niepewnos$¢ wzorcowania AX nalezy przyjaé¢ warto$¢ wyznaczo-
ng na podstawie klasy przyrzadu i zakresu pomiarowego:

_ klasa- zakres
100

AX (%)

Niepewnos$¢ obserwatora jest szacowana przez osobg wykonujaca pomiary i powinna odzwierciedlaé
doktadno$¢ odczytu wielkosci mierzonej (zakres ruchu wskazowki miernika podczas wykonywania
pomiardéw). Jesli drgania wskazowki zawierajg si¢ w zakresie potowy dziatki elementarnej w obie
strony, to jest to juz uwzglednione w niepewno$ci wzorcowania (patrz definicja rozktadu jednostajne-
go).

- Mierniki cyfrowe (elektroniczne) - niepewnos$¢ pomiaru okreslana jest na podstawie da-
nych technicznych przyrzadu podanych w instrukcji obstugi. Zalezy ona przede wszystkim od warto-
$ci wielkos$ci mierzonej X oraz, zazwyczaj w mniejszym stopniu, od zakresu pomiarowego z:

AX=CX+C,Z. (6)

Liczby c; i ¢, nalezy odczyta¢ z instrukcji przyrzadu — dla wigkszosci woltomierzy cyfrowych stoso-
wanych w laboratorium ¢; = 0,05% i ¢, = 0,01%. W wielu przypadkach mozna przyja¢ ¢,=0.
Nalezy pamietac, ze aby obliczy¢ niepewnos¢ standardowa typu B, obliczone powyzej warto-

$ci AX nalezy podzieli¢ przez \/5 1 ewentualnie skorzysta¢ z prawa propagacji niepewnosci.

4.2 Pomiary posrednie

Pomiar posredni wielko$ci Z (zwang wyj$ciowa) polega na wykonaniu pomiarow k wielko$ci
mierzonych bezposrednio (zwanymi wejsciowymi), ktore oznacza si¢ X, X, .... , Xk. Wielkosci z jest
funkcja wielkosci Xy:

z= (X, %X ,r, X, ) lubw skrocie z = f(x,).

Dla wielkosci fizycznych mierzonych bezpos$rednio nalezy obliczy¢ ich wartosci Srednie X, X, ,...., X,
oraz niepewnosci standardowe U(X;), U(Xz), ... , U(Xx). Niepewnosci standardowe wielkosci bezposred-
nich moga by¢ obliczone zard6wno metoda typu A, jak i metoda typu B. Oczywiscie w przypadku me-
tody typu B nie ma wartosci $redniej, a jedynie wynik pomiaru. Wynik pomiaru wielkosci Z oblicza
si¢ ze wzoru:

7= (%, %Ky X,).

Niepewno$¢ pomiaru wielkosci Z nosi nazwe Niepewnosci zlozonej u.. Oblicza si¢ ja przy
uzyciu nastgpujgcego wzoru (prawo propagacji niepewnosci):

Kk ( of (X 2
u.(z) = Z(ﬁj u?(x;) . (7)

T\ OX;
Po obliczeniu pochodnych nalezy za Xj podstawi¢ warto$ci $rednie X; .
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W czgsto wystepujacym przypadku dwoch wielkosci mierzonych bezposrednio (X i y) wzor
ten przyjmuje postac:

2 2
0= S u%x){mj (). ®
OX oy

Pomiary wielko$ci mierzonych bezposrednio mozna podzieli¢ na pomiary o wielkosciach wej-
sciowych nieskorelowanych i skorelowanych (w skrocie pomiary nieskorelowane i skorelowane).
Pomiary nieskorelowane to pomiary, w ktorych kazda wielkos¢ fizyczng bezposrednig mierzy si¢
W innym, niezaleznym do$wiadczeniu (na przyktad kazda z wielkosci bezposrednich mozna mierzy¢
i oblicza¢ w innym czasie). Przyktady pomiaréw nieskorelowanych:
- Wyznaczenie przyspieszenia ziemskiego przy uzyciu wahadla matematycznego. Niezaleznie wyko-
nuje si¢ pomiary dlugosci wahadla i okresu drgan, a przyspieszenie ziemskie wyznacza ze wzoru:

g= Ar?l

T 2
- Wyznaczenie sity dziatajacej na piezoelektryk. Niezaleznie wykonuje si¢ pomiary masy obcigznika,
ramienia na ktérym zaczepiono obcigznik i ramienia na ktérym dziata nieznana sila. Site wyznacza si¢
mgl,

zewzoru: F, =
I2

Pomiary skorelowane, to zgodnie z definicjg pomiary wielko$ci w jakis sposob wzajemnie zaleznych.
Pomiary takie polegaja na zmierzeniu wszystkich wielkosci wejsciowych w tych samych warunkach,
bez wprowadzania w tym czasie zmian w ukltadzie pomiarowym (pomiar jednoczesny przy uzyciu
jednego zestawu doswiadczalnego, w jednym doswiadczeniu). Jesli jednak przyjrze¢ sie¢ doktadnie
metodom pomiarowym stosowanym w laboratorium studenckim, to mozna stwierdzi¢, ze praktycznie
wszystkie pomiary sa pomiarami nieskorelowanymi. Zawsze wiec, do obliczania niepewno$ci zto-
zonej nalezy stosowac zalezno$ci okreslone wzorami (7) lub (8).

4.3 Niepewno$c rozszerzona

Niepewno$¢ standardowa u(x) okre$la przedzial od X-u(x) do X +u(X), w ktorym wartos¢

prawdziwa znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 68% dla niepewnosci typu A oraz
z prawdopodobienstwem 58% dla niepewnosci typu B (wartosci te wynikaja z rozktadow prawdopo-
dobienstw: Gaussa 1 jednostajnego). Niepewnos¢ standardowa jest miarg doktadnosci pomiarow
i umozliwia poréwnanie réznych metod pomiarowych.

Dla umozliwienia poréwnania wynikow pomiarow uzyskiwanych w roéznych laboratoriach
i warunkach wprowadzono pojecie niepewnosci rozszerzonej U. Stuzy ona do wnioskowania o zgod-
no$ci wyniku pomiaru z wynikami uzyskanymi w innych warunkach lub z wartosciami tablicowymi.
Niepewnos$¢ rozszerzona wykorzystywana jest do celow komercyjnych i do ustalania norm przemy-
stowych, zdrowotnych, bezpieczenstwa, itd. Zgodnie z definicja, niepewno$¢ rozszerzona jest to
zwigkszona warto$¢ niepewnosci standardowe;j tak, aby w przedziale X £U(X) znalazta si¢ przewaza-
Jjaca czes¢ wynikow. Niepewno$¢ rozszerzong oblicza si¢ w sposob nastepujacy:

U(x) =k-u(x), 9

gdzie k nosi nazwe wspétczynnika rozszerzenia. Dla wiekszosci zastosowan przyjmuje sie wartosé
wspotczynnika rozszerzenia rowng 2. Dla k = 2 prawdopodobienstwo znalezienia wartosci prawdziwej
w przedziale X £U(x) wynosi 95% dla niepewnosci typu A oraz jest rowne 100% dla niepewnosci
typu B (prawdopodobienstwo rowne 100% uzyskuje si¢ juz dla k=1,73!).

W danych technicznych przyrzadéw pomiarowych czgsto jest podawana miara niepewnosci
prezentowanych wielkos$ci. Jesli nie podano inaczej, jest to zazwyczaj niepewno$¢ rozszerzona obli-
czona dla wspotczynnika rozszerzenia k = 3, co odpowiada trzykrotnej wartosci odchylenia standar-
dowego wielkosci $redniej. Wowczas niepewnos$¢ standardowa odpowiadajaca prawdopodobienstwu
68% jest rowna 1/3 podanej wartosci niepewnoSci.
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4.4 Prawidtowy zapis wynikdw pomiaru

Jak juz wspomniano wczesniej, wynik pomiaru zapisuje si¢ zawsze Wraz z niepewnoscia. Obie
wielkosci nalezy wyrazi¢ w jednostkach podstawowych uktadu SI (patrz Dodatek A). Prawidlowy
zapis wyniku nalezy rozpocza¢ od prawidlowego zapisu niepewnosci. Niepewno$¢ zapisuje sie
z dokladnoscia (zaokragla) do dwoch cyfr znaczacych. Wynik pomiaru (czyli warto$¢ najbar-
dziej prawdopodobng) zapisuje si¢ z dokladnoscia okreslong przez prawidlowy zapis niepewno-
$ci, CO 0znacza, ze Ostatnia cyfra wyniku pomiaru i niepewno$ci muszg sta¢ na tym samym miejscu
dziesigtnym. Zaokraglenie niepewnosci i wyniku odbywa si¢ zgodnie z zasadami zaokraglen w mate-
matyce: cyfry 0-4 zaokragla si¢ w dot (nie ulega zmianie cyfra poprzedzajgca), natomiast cyfry 5-9
zaokragla si¢ w gore (cyfra poprzedzajaca zwigksza si¢ o jeden). Zapis wyniku pomiaréw mozna uzu-
petni¢ réwniez 0 liczbe pomiarow stanowiacych podstawe obliczen niepewnosci.

Niepewnos$¢ standardowg mozna zapisa¢ na kilka sposobow.

(1) t=21,364s,u(t)=0,023s

(2) t=21,364(23) s, — ten sposob jest zalecany i szeroko stosowany, na przyktad w publikacjach
naukowych lub danych katalogowych

(3) t=21,364(0,023) s

W sposobie (2) w nawiasie nalezy zapisa¢ dwie cyfry znaczace niepewnosci standardowej, natomiast

W sposobie (3) w nawiasie nalezy zapisa¢ niepewnos¢ standardowg z doktadnoscig do 2 cyfr znacza-

cych.

Niepewno$¢ rozszerzong zapisuje si¢ z uzyciem symbolu +.
Dla powyzszego przyktadu U(t) = k-u(t), t = 21,364 s, U(t) = 0,046 s (k =2),n =11
t = (21,364+0,046) s.

ROZDZIAL 5
Pomiary zaleznosci funkcyjnych

Czesto wystepujacym w laboratorium typem pomiaréw posrednich jest wielokrotny, prawie
jednoczesny pomiar dwoch zaleznych od siebie wielkosci X i y. Dla réZnych wartosci x; otrzymuje si¢
rézne wartosci y;. Wynikiem pomiaréw jest n par liczb (x;, y;). Dalsze postepowanie zalezy od celu
wykonywanych pomiardw.

Jesli znana jest zalezno$¢ funkcyjna wiazaca wielko$ci x i y (np. y = ax?), a celem pomia-
réw jest wyznaczenie parametru funkcji (w przyktadzie parametru a), to wielko$¢ mierzong wyzna-
cza si¢ dopasowujac do wynikow pomiaréw znang zalezno$¢ funkcyjng. Na podstawie wynikow
dopasowania okresla si¢ niepewnos$¢ standardowa poszukiwanej wielkosci réwna niepewnosci stan-
dardowej wlasciwego wspotczynnika dopasowania (niepewnos$¢ typu A). Warto$¢ ta nie zalezy od
niepewnos$ci wynikow X;, yi. W celu uwzglednienia niepewno$ci pomiaréw wartosci X; i y; nalezy obli-
czy¢ niepewno$¢ ztozong u.(z) dla dowolnego punktu pomiarowego — bgdzie to niepewnos¢ typu B.
Oba typy niepewnosci nalezy doda¢ do siebie korzystajac z prawa dodawania niepewnosci (4).

Jesli celem pomiarow jest potwierdzenie lub nie zaleznosci funkcyjnej wiazacej wielkosci
X 1Y, to nalezy do wynikow pomiaréw dopasowaé teoretyczng zalezno$¢ i sprawdzi¢ stosowalnosé
badanej zalezno$ci. Najprostszym przyktadem tego typu pomiardéw jest sprawdzenie stosowalnosci
prawa Ohma przez pomiar zalezno$ci natezenia pradu od przylozonego napiecia dla nieznanej rezy-
stancji. Istnieje wiele metod dopasowywania okreslonej zaleznosci funkcyjnej do wynikow pomiardw.
Najczesciej wykorzystywana metoda jest metoda najmniejszych kwadratow, ktora jest opisana w dal-
szej czesci instrukcji.

5.1 Sprowadzanie zaleznosci funkcyjnych do funkgcji liniowej

Poza spotykang w praktyce inzynierskiej konieczno$ciag wykonania pomiaru wielkosci fizycz-
Nej i oszacowania jej niepewnosci, w praktyce laboratoryjnej bardzo cz¢sto mamy do czynienia z ko-
niecznoscig sprawdzenia, czy zmierzone wielkosci (zazwyczaj dwie) zaleza od siebie w sposob
opisany teoretycznie. Sprawdzenie modelowej (teoretycznej) zaleznosci pociaga za sobg koniecznosé
wyznaczenia parametréw tej funkcji. Teoretyczne zaleznosci funkcyjne wigzace wielkosci fizyczne
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moga by¢ okreslone rownaniami w postaci jawnej lub uwiktanej. Model fizyczny podaje ponadto za-
kres wartosci, dla ktorego rownanie mozna stosowac. Zadaniem eksperymentatora jest przeprowadze-
nie jak najwigkszej liczby pomiaréw z zakresu stosowalno$ci modelu i dopasowanie parametrow
poszukiwanej zalezno$ci do Wynikdéw pomiaréw. Wspodiczesne programy komputerowe pozwalaja na
dopasowanie dowolnej zaleznosci funkcyjnej do zbioru wynikéw pomiarow. Wigkszo$¢ zaleznosci
wystepujacych w fizyce mozna sprowadzi¢ do zaleznos$ci liniowej (zlinearyzowac). Linearyzacja po-
lega na przeksztatceniu funkcji y = f(X) w inng funkcj¢ Y = F(X), ktora bedzie miata posta¢ wielomia-
nu 1 stopnia, czyli posta¢ Y=bX+a. Najczestsza praktyka w laboratorium fizyki jest dopasowanie
wynikow pomiarow do funkcji liniowej.

Przyktady przeksztatcen do funkcji liniowe;:
Zalezno$¢: YA =2dsin x = X =2sinx, Y=yA, b=d
X 1
Zalezno$¢: Yy =Y,e ° = X=X Y= In(l], b=-=
Yo T
X
Zalezno$é: Y =Y,e © = X = In(y—;} Y=X, b=r
Przeksztalcenia podane powyzej nie sg jedynymi, mozliwymi do przyjecia dla funkcji
y = f(X). Pomiary daja dwa zbiory wynikow (Xi, X2, X3, ... Xn) 0raz (Y1, Y2, Ya, ... Yn), ktore nastgpnie,
przy wykorzystaniu podstawien, nalezy przeksztalci¢ na zbiory (Xi, Xz, Xz, ... Xy) oraz (Y, Y, Y3, ...
Yn). Otrzymane liczby nalezy umiesci¢ na wykresie, ktorego zmienng niezalezng bedzie X, a zmienng
zalezng Y. Kolejnym krokiem jest przeprowadzenie procedury dopasowania tych wynikow do linii
prostej.

5.2 Metoda najmniejszych kwadratow

Najszerzej stosowang metoda dopasowania liniowego jest metoda najmniejszych kwadratow
szczegdtowo opisana w Dodatku C. Metoda ta polega na znalezieniu takiej prostej, ktora bedzie lezala
,najblizej” punktéw pomiarowych, a wiec takiego doboru parametrow prostej, aby suma kwadratow
roéznic warto$ci doswiadczalnych y; i obliczonych (bx; + a) byta jak najmniejsza

Zn:[yi —(bx; +a)]* =min.

Procedure t¢ mozna wykonaé ,,r¢cznie”, korzystajac z zaleznosci podanych w Dodatku C, ale
wygodniej postuzy¢ sie dowolnym programem komputerowym ktéry posiada funkcje dopasowania
liniowego (linear fit) lub regresji liniowej (linear regresion).

W wyniku obliczen uzyskuje si¢ warto$¢ wspotczynnika kierunkowego b i wyrazu wolnego a
oraz ich niepewno$ci standardowe u(b) i u(a). Istniejg r6zne warianty metody najmniejszych kwadra-
tow. Najprostszy wariant zaktada nieznajomo$¢ niepewnosci pomiaréw wielkosci X; i y; oraz ich jed-
nakowos¢. Wowcezas niepewnosci u(b) i u(a) nie zaleza od niepewnosci pomiarow. Metoda
najmniejszych kwadratéw jest statystyczng analiza serii n par liczb x;, y;, czyli metoda typu A.

Przyktad zastosowania metody najmniejszych kwadratow wraz z wynikami uzyskanymi
w programie MicroCal Origin 8 (przy zastosowaniu funkcji linear fit) przedstawiono w Dodatku D.

5.3 Weryfikacja hipotezy liniowosci

Zgodnie z informacjami podanymi powyzej, wzory regresji liniowej mozna zastosowa¢ do
wynikow pomiaréw dowolnej pary wielko$ci fizycznych. W wyniku zastosowania metody najmniej-
szych kwadratéw uzyskuje si¢ liniowe przyblizenie zaleznosci miedzy mierzonymi wielkO$ciami.
Jednakze zalezno$¢ liniowa nie zawsze jest dobrym przyblizeniem wynikéw pomiarow. Programy
dopasowujace podaja zazwyczaj warto$¢ wspotczynnika korelacji, ktory jest liczba z przedziatu [-1, 1]
okres$lajacg stopien wspotzaleznosci zmiennych. Jednakze w przypadku wiekszosci pomiaréw wielko-
$ci fizycznych w laboratorium warto$¢ tego wspotczynnika jest bardzo duza (bliska 1 lub -1) i nie
informuje o istnieniu odstgpstw pojedynczych punktow od wyznaczonej zaleznosci liniowej. Tak wiec
uzytecznos$¢ tego wspoélczynnika jest niewielka. Dlatego tez stosuje si¢ dodatkowe testy pozwalajace
zweryfikowa¢ liniowos¢ badanej zaleznosci.
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Pierwszym, podstawowym sprawdzeniem zgodnos$ci wyznaczonej prostej z wynikami pomia-
row jest poprowadzenie prostej teoretycznej na wykresie prezentujagcym wyniki pomiaréw wraz
z uwzglednieniem odcinkow niepewnosci. Poprowadzona prosta powinna przeciag¢ odcinki niepewno-
$ci co najmniej 2/3 punktow pomiarowych. Jesli tak nie jest, to nawet mimo bardzo duzej warto$ci
wspotczynnika korelacji nie mozna twierdzié o liniowej zaleznosci badanych wielkosci.

Najczesciej stosowanym narzedziem do weryfikacji postawionej hipotezy jest test x° (czytaj
chi kwadrat). Zmienna testowa x° definiuje si¢ w nastepujaco:

x°= ZWi(Yi —yoi)?, (10)

i=1

gdzie y(x;) oznacza warto$¢ weryfikowanej zaleznos$ci dla X;, a W; 0znacza wage statystyczng i-tego
punktu pomiarowego obliczang w nastgpujacy sposob:

w =[u(y)]?. (12)

Patrzac na wzor (10) mozna tatwo zauwazy¢, ze w przypadku weryfikacji zaleznosci liniowe;j,
w zmiennej testowej x° wartosé (y; - y(x;))? czyli (y, —b(x;)—a)?, jest rowna kwadratowi roznicy
miedzy warto$cig zmierzong Y; a wartoscig wyznaczonej funkcji liniowej dla x = x;. Dla danego po-
miaru, warto$¢ ta podzielona przez kwadrat niepewnos$ci standardowej powinna osigga¢ wartos¢ co
najwyzej 1. Jesli jest wigksza, oznacza to, ze wyznaczona prosta nie przechodzi przez pole niepewno-
sci. Tak wiec w szczegdlnym przypadku, dla pomiaréow dla ktorych wyznaczona prosta przechodzi
przez wszystkie odcinki niepewnosci, warto$¢ zmiennej testowej y° nie powinna by¢ wieksza od n
(liczby pomiaréw).

Obecnoéé wagi statystycznej ogranicza stosowanie testu x° do przypadkéw, w ktérych znana
jest niepewno$¢ standardowa poszczegdlnych punktéw pomiarowych. Wartosé liczbowa funkcji x°
jest miarg zgodno$ci wynikow do$wiadczalnych z dopasowang prostg. Drugim, obok wagi, waznym
parametrem testu x° jest poziom istotnosci a. Poziom istotnosci jest prawdopodobienstwem odrzucenia
zatozonej hipotezy, czyli okresla stopien pewnosci badacza, co do liniowo$ci wynikow pomiarow.
Wartos$¢ ta moze zawiera¢ si¢ w przedziale od 1 do 0, a jej wybor zalezy od osoby wykonujacej po-
miary i natury badanego zjawiska. Jezeli warto$¢ bedzie zbyt duza, test bedzie odrzucat dobre wyniki,
natomiast warto$¢ zbyt mata spowoduje akceptacje danych, ktdre nie pasujg do danej funkcji teore-
tycznej. W typowym eksperymencie fizycznym przyjmuje si¢ @ = 0,05 (i t¢ warto$¢ nalezy stosowac
w laboratorium studenckim). Zaleca si¢ rowniez, aby liczba pomiaréw N nie byta mniejsza od 6
(w doswiadczeniach studenckich liczba ta powinna zawiera¢ si¢ w przedziale od 6 do 12).

Zastosowanie testu x° w konkretnym przypadku polega na wyznaczeniu wartosci zmiennej
testowej ° dla badanego zbioru wynikéw i poréwnaniu tej wartosci z wartoscig krytyczng zmiennej
X krytyezna dla okreslonego poziomu istotnoscei i danej liczby stopni swobody. Liczba stopni swobody jest
rowna liczbie par wynikow pomiaréw pomniejszonej o liczbe parametréw uzytych do dopasowania
zalezno$ci teoretycznej — W przypadku metody najmniejszych kwadratow sa to dwa parametry (B i A),
czyli liczba stopni swobody rowna jest n-2. Wartosci Krytyczne zmiennej Y krytyezna S@ Stablicowane
(patrz Dodatek E) i z tabeli nalezy odczytaé jej warto$¢. Poréwnanie wartosci krytycznej i doswiad-
czalnej moze da¢ dwa wyniki:

1. x'2 xzk,ytyma, - nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o liniowej zalezno$ci danych.
2. X > Xiyyema - NAlezy odrzucié hipoteze o liniowej zaleznoéci danych

Jesli warto$¢ doswiadczalna y° jest duzo mniejsza od wartosci krytycznej, to nalezy zastano-
wic sig, czy nie przyjeto zbyt duzej niepewnosci pomiardw 1 czy nie nalezatoby wykona¢ jeszcze raz
pomiardéw przy uzyciu doktadniejszych przyrzadow.

Jesli hipoteza o liniowej zaleznosci danych zostaje odrzucona, to nalezy przyjac inny, by¢ mo-
ze bardziej zlozony model lub zalezno$¢, wykona¢ procedure dopasowania i ponownie wykonac test

Przyktad zastosowania testu y° do sprawdzenia teoretycznej zaleznosci wielkosci mierzonych
doswiadczalnie przedstawiono w przyktadzie 3 w nastgpnym rozdziale.
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Podsumowujac: przy pomiarze wielkosci skorelowanych, metoda najmniejszych kwadratow
pomaga wyznaczy¢ poszukiwang wielkos¢ fizyczna wiagzaca wielkosci mierzone, ale tylko pod pew-
nymi warunkami. W pierwszej kolejnosci nalezy narysowa¢ wyznaczong zaleznos¢ i sprawdzié, czy
przechodzi ona przez odcinki niepewnosci punktow pomiarowych. Przejscie nawet przez wszystkie
odcinki nie jest jeszcze potwierdzeniem stusznosci przyjetej zaleznosci funkcyjnej. Drugim, wazniej-
szym warunkiem, jest wykonanie testu x°, ktory pozwala z duzym prawdopodobienstwem przyjaé lub
odrzuci¢ hipoteze dotyczaca postaci poszukiwanej funkcji.
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ROZDZIAL 6
Przyktady opracowania wynikéw pomiarow

Prawidtowy zapis wynikéw pomiaréw

Wynik pomiarow i obliczen Prawidlowy zapis

a=321,735m/s; u(a) = 0,24678 m/s a=2321,74 m/s; u(a) = 0,25 m/s
a =321,74(25) m/s
a=321,74(0,25) m/s

b =321785 m; u(b) = 1330 m b = 321800 m; u(b) = 1300 m
b =321,8(13)-10° m
b =321,8(1,3) km

C = 0,0002210045 F; u,(C) = 0,00000056 F C=0,00022100 F;u¢(C)=0,00000056 F
C =221,00(56)-10° F
C =221,00(0,56)-10° F
C =221,00(56) uF

T = 373,4213 K; u(T) = 2,3456 K T=3734K; u(T) =2,3K
T = 373,4(23) K
U(T) = 47K (k=2)
T=(3734+47)K

R = 7885,666 O; U(R) = 66,6667 Q R = 7886 Q: U,(R) = 67 Q
R = 7886(67) Q
R = 7,886(0,067) kQ
Uy(R) = 130 Q (k=2)
R = (7890 + 130) Q
R = (7,89 % 0,13) kQ

x = 1,12345 A; u(x) = 0,00011111 A x = 1,12345 A; u(x) = 0,00011 A
x = 1,12345(11) A
x = 1,12345(0,00011) A

y =112 A; u(y) = 0,00011111 A y =1,12000 A; u(y) = 0,00011 A
y =1,12000(11) A
y = 1,12000(0,00011) A

Nalezy zwroci¢ uwagg ze:

(1) zapis podkreslony jest zapisem zalecanym,

(2) zapis wyttuszczony dotyczy jedynie niepewnosci rozszerzonej,

(3) prawidlowy jest stowny zapis wynikow, np. w przyktadzie pierwszym, w sprawozdaniu mozna
napisa¢: ,,Predkos¢ dzwigku w powietrzu wynosi 321,74 m/s z niepewnoscig standardowg 0,25 m/s”,
cho¢ zalecany jest zapis podkreslony.

Wydzial Fizyki Politechniki Warszawskiej - Laboratorium Fizyki 1 11



Okreslanie niepewnosci pomiarow

Przyktad 1

Przy uzyciu suwmiarki o doktadnosci 0,1 mm zmierzono bok preta o przekroju kwadratowym i otrzy-
mano nastepujgce wyniki w milimetrach: 12,5; 12,3, 12,6; 12,5; 12,3; 12,5; 12,7, 12,3; 12,7; 12,4;
12,3. Obliczy¢ diugosé boku preta. Zapisaé wynik pomiaru.

Wielkoé¢ fizyczng (dtugosé boku preta - d) wyznaczono w sposdb bezposredni wykonujac seri¢ po-
miaréw. Wynikiem pomiaru bedzie $rednia arytmetyczna okreslona wzorem (1):
n

_ 1 1 11

d==>d =) d; =12,46364 mm
Nz 1143

Suwmiarka ma dziatk¢ elementarng réwng 0,1 mm, czyli doktadno$¢ wzorcowania Ad rowna jest

0,05 mm. Tak wigc niepewno$¢ standardowa typu B ma warto$¢:

Ad _005_ =0,02887mm

ud="5="5

Istnieje rozrzut wynikow pomiaréw, dlatego tez nalezy obliczy¢ niepewno$¢ standardowa typu A przy
uzyciu wzoru (2):

u(d)=\/¥=\/ e _1)2( \/11(11 1)Z(d —12,46364)? = 0,047238mm

Jak mozna zauwazy¢ obie niepewnoS$ci sg tego samego rzedu, wigc nalezy postuzy¢ sie pra-
wem dodawania niepewnosci do uzyskania sumarycznej wartosci niepewnosci standardowej (catkowi-

tej):

2
u(d) =,/s% + (Ag) = ,/0,047238 +0,02887 = 0,055361mm.

Niepewnos¢ standardowg mozna poprawnie zapisa¢ w jeden z trzech sposobow:
u = 0,055 mm
u(d) = 0,055 mm
u(boku preta) = 0,055 mm

Prawidlowy zapis wyniku pomiaru:
d =12,464 mm, u(d) = 0,055 mm
d =12464(55) mm
d = 12,464(0,055) mm

Jesli konieczne jest podanie niepewnos$ci rozszerzonej (np. do poréwnania z wartoscig katalogows),
to wynik nalezy zapisa¢ w sposob nastepujacy:

U(d) = k-u(d), d = 12,46 mm, U(d) = 0,11 mm (k= 2), n = 11
d = (12,46+0,11) mm.
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Przyktad 2 [4]

W celu wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego przeprowadzono pomiary czasu spadku ciala z pewnej
wysokosci. Wysokos¢ spadku h zmierzono trzykrotnie tasmg mierniczq z podziatkg milimetrowq uzy-
skujgc za kazdym razem wynik 1270 mm. Czas spadku t zmierzono pigciokrotnie przy pomocy stopera
uzyskujgc wyniki t; = 0,509, t, = 0,512, t; = 0,510, t, = 0,504, ts = 0,501 (wszystkie wyniki w sekun-
dach). Doktadnosé stopera Wynosita 0,001 s, zas niepewnosé¢ zwigzang z wyborem chwili wigczenia
i wylgczenia oszacowano na 0,01 s. Obliczy¢ przyspieszenie ziemskie i jego niepewnosé.

. L . . 2h ) : . . .
Przyspieszenie ziemskie g nalezy obliczy¢ ze wzoru ¢ :t—z. W pierwszej kolejnosci, korzystajac

ze wzoru (1) nalezy obliczy¢ wartosci srednich wysokos$ci spadku h i czasu spadku f :
h =1270mm =1,27m,  =0,50725 . Majac obliczone wartosci h i T mozna obliczy¢ warto$¢ przy-
spieszenia ziemskiego:

0= 2-L,271 — = =9,87359m/s’.

0,5072°
Aby obliczy¢ niepewno$é ztozong pomiaru posredniego g nalezy okresli¢ niepewnosci standardowe
pomiaru czasu i wysokosci.

Obliczenie niepewnosci standardowej u(t) pomiaru czasu:
Niepewno$¢ typu A:
Korzystajac ze wzoru (2)

u(t)=\/¥=\/

Niepewno$¢ typu B:

Niepewnos$¢ typu B pomiaru czasu zwigzana jest przede wszystkim z niepewnos$cig eksperymentatora
wlaczenia 1 wylgczenia czasomierza niepewnos¢, a zatem wynosi At, = 0,01 s = 10 ms (mozna zanie-
dbaé niepewnos$¢ zwigzang z doktadno$cia czasomierza, gdyz jest ona dziesieciokrotnie mniejsza).
Tak wigc niepewno$¢ standardowa typu B wynosi:

ut)y =2t 210 57735 ms.

NERIRE]
Jak tatwo zauwazy¢, obie niepewnosci sg tego samego rzedu, wigc nalezy uwzgledni¢ oba typy nie-
pewnosci i catkowitg niepewnos¢ standardowg pomiaru czasu obliczy¢ z prawa dodawania niepewno-
sci:

1 5
- — 3 (t. —0,5072)% =2,035-10° s=2,035 ms.
a(n _1)2( f)° \/5_4;(. )

u(t) = /2,035° + 57735 =6,122ms.
Koncowy zapis wyniku pomiaru czasu nalezy zapisa¢ w postaci: t = 0,5072(61) s, n=5.

Obliczenie niepewnosci standardowej u(h) pomiaru wysokosci:

W tym przypadku nie ma rozrzutu wynikoéw, wiec niepewno$¢ standardowa pomiaru wysokosci nale-
7y oszacowac na podstawie niepewno$ci standardowej typu B. Najmniejsza dziatka taSmy mierniczej
wynosi 1 mm, lecz biorac pod uwage inne czynniki (pionowos$¢ ustawienia miarki, sposob odczytu)
rozsadnie begdzie przyjaé niepewnos¢ pomiaru jako Ah =2 mm.

Tak wigc niepewno$¢ standardowa typu B Wynosi

Koncowy zapis wyniku pomiaru wysokosci nalezy zaplsac’ w postaci: h =1270,0(1,2) mm
lub h=1,2700(12) m, n = 1.

Obliczenie niepewnosci zlozonej u.(g) pomiaru przyspieszenia ziemskiego:

Jest to pomiar posredni nieskorelowany, wigc nalezy skorzysta¢ z prawa propagacji niepewnosci ze
wzoru (7):
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uc(g)=J[2ﬂ]u(h)+(&]ua) \/[ ] (h){‘t‘h]u(t)—

2 2
=\/(Lj -0,00122+(Mj :0,006122 =4/8,7-10° +0,0564 = 0,237 m/s>

0,5072° 0,5072°

Porownujac oba czynniki pod pierwiastkiem mozna zauwazy¢, ze wktad niepewnosci pomiaru wyso-
kosci w poréwnaniu do niepewnos$ci pomiaru czasu jest pomijalnie maty.

Wynik pomiaru przyspieszenia ziemskiego mozna zapisa¢ poprawnie na trzy sposoby:
g = 9,87 m/s?, ug(g) = 0,24 m/s*
a=19.87(24) m/s’
g = 9,87(0,24) m/s?

Obliczenie niepewnosci rozszerzonej U.(g) pomiaru przyspieszenia ziemskiego:
Zgodnie ze wzorem (9):
Ue(g) = 2-us(g) = 2-0,237 m/s? = 0,474 m/s°.
Koncowy rezultat pomiaru przyspieszenia ziemskiego, ktory mozna porowna¢ z warto$cig tablicowa
jest nastepujacy:

g = (9,87+0,47) m/s>.
Tablicowa warto$é przyspieszenia ziemskiego dla Warszawy jest rowna 9,80665 m/s®. Warto$é tabli-

cowa miesci si¢ w wyznaczonym w do$wiadczeniu przedziale niepewnos$ci, CO potwierdza popraw-
nos¢ wykonania eksperymentu.
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Przyktad 3

Dla sprawdzenia liniowej zaleznosci natezenia prgdu plyngcego przez rezystor od przylozonego na-
piecia wykonano dwie serie pomiarow zaleznosci I od U dla tego samego rezystora o nominalnej rezy-
stancji 10 2 i klasie 5% (niepewnos¢ rozszerzona rowna 0,5 ), przy uzyciu dwéch réznych
amperomierzy. W pierwszym eksperymencie do pomiaru natezenia prgdu wykorzystano amperomierz
analogowy o klasie 2,5 i zakresie pomiarowym 1,5 A, ktory miat 50 dzialek na skali. W drugim ekspe-
rymencie do pomiaru natgzenia prgdu wykorzystano amperomierz cyfrowy, o niepewnosci pomiarow
okreslonej wzorem (6), w ktorym ¢, = 0,2% i ¢, = 0,1% (zakres pomiarowy 10 A). W obu przypadkach
napiecie zmierzono woltomierzem analogowym, na zakresie 15 V i klasie 2. Wyniki pomiarow zawarto
w ponizszej tabeli. Czy na podstawie wynikow pomiarow mozna potwierdzic liniowq zaleznos¢ I od U?
Czy wyznaczona wartos¢ rezystancji zgodna jest z danymi producenta?

Wyniki pomiarow:

SERIA | SERIA 11
U (V) I (A) ui(ys) u;(X;) U (V) 1 (A) ui(ys) u;(Xq)
0,0 0,03 0,028 0,17 0,0 0,0030 0,0058 0,17
1,0 0,09 0,028 0,17 1,0 0,0877 0,0059 0,17
2,0 0,18 0,028 0,17 2,0 0,2080 0,0060 0,17
3,0 0,30 0,028 0,17 3,0 0,3005 0,0061 0,17
4,0 0,42 0,028 0,17 4,0 0,3960 0,0062 0,17
5,0 0,45 0,028 0,17 5,0 0,4886 0,0063 0,17
6,0 0,54 0,028 0,17 6,0 0,5823 0,0065 0,17
7,0 0,66 0,028 0,17 7,0 0,6626 0,0065 0,17
8,0 0,75 0,028 0,17 8,0 0,7536 0,0066 0,17
9,0 0,81 0,028 0,17 9,0 0,8255 0,0067 0,17
10,0 0,93 0,028 0,17 10,0 0,9172 0,0068 0,17
11,0 1,02 0,028 0,17 11,0 1,0073 0,0069 0,17

Zatozono, ze napigcie i prad pltynacy przez rezystor powiagzane sg ze sobg prawem Ohma (U = R-I),
tak wigc zalezno$¢ I od U powinna by¢ liniowa.

Equation y=a+bx

=a+b'x
Equation y Weight Instrumental

Weight Instrumental
: 5.38973 SR Residual Sum | 6229063 SERIA I
1.2 | Residual Sum 1,2 | of Squares
4 7 of Squares
o e 059613 Adj. R-Square 099796
o soabd - Value  Standard Error
1.04 Value  Standard Error H 104 =
4 - Intercept  0,01591 0,00733
Intercept 0,01654 0,01105 H |
1 e 5065 ooot7| » Slope 0,09154 0,00125
0.8+ — A1 0,8 in
< o064 = < 06 -
04 5377 Pomiar natezenia pradu 04 el Pomiar natezenia pradu
' przy uzyciu miernika analogowego et przy uzyciu miernika cyfrowego
0.2 pral 02 =
00 - T T T T T T 00 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
u (V) U

Obliczenia dopasowania liniowego metoda najmniejszych kwadratow przedstawione na wykresach dla
obu serii pomiaréw daty wyniki:

Serial Seria ll

B =0,09063 B =0,09154
A =0,01654 A =0,01526
¥ =5,39 ¥ =623

Obie proste regresji liniowej przechodzg przez wszystkie pola niepewnosci. Wspolczynniki
korelacji i determinacji dla obu serii pomiarowych sg podobne i zblizone do jednosci (patrz dodatek
D). Warto$ci wspotczynnikdéw kierunkowych prostych sg rowniez do siebie zblizone. Tak wigc wydaje
si¢, ze zaleznos$¢ liniowa napigcia 1 natgzenia jest potwierdzona. Jednak mozna zauwazy¢, ze znaczaca
roznica pojawia si¢ w wartoéci funkcji testowej x°. W omawianym przyktadzie liczba stopni swobody
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wynosi 10 (12 pomiaréw pomniejszone o 2) i dla poziomu istotnoéci 0,05 warto$¢ krytyczna x° wynosi
18,3. Dlatego tez na podstawie pierwszej serii pomiarowej nie ma powodow do odrzucenia hipotezy
0 zaleznoSci liniowej napiecia i pradu — 5,39 < 18,3. Natomiast na podstawie drugiej serii pomiarowej
wykonanej przy wykorzystaniu dokladniejszych przyrzadéw hipoteze o liniowej zalezno$ci obu
zmiennych nalezy odrzucié. Mata wartos¢ funkcji testowej x* W pierwszej serii pomiarowej sugeruje
pomiary o zbyt duzych niepewnosciach, aby mogty stuzy¢ one do weryfikacji hipotezy o liniowosci
lub jej braku. Watpliwosci te potwierdzone zostaty w drugiej serii pomiarowej, ktorej wyniki kaza
odrzuci¢ sprawdzang hipoteze.

Nieprawdziwos$¢ zatozenia o liniowej zaleznosci napigcia i nat¢zenia znajduje potwierdzenie
w kolejnych obliczeniach, w ktorych przyjeto dodatkowo, ze funkcja dopasowujaca musi przechodzi¢
przez punkt (0,0). Jest to rownowazne przyjeciu warto§ci wyrazu wolnego A = 0 — dla napigcia zero-
wego prad nie powinien plynaé przez rezystor. Przy takim zatozeniu liczba stopni swobody wynosi 11
(12 pomiaré6w pomniejszone o 1, bo wyznaczano tylko jeden parametr), a dla poziomu istotnosci 0,05
warto$¢ krytyczna x° rowna sie 19,7. Uzyskano nastepujace wyniki dopasowania do linii prostej:

Equation y=a+bx

Equation y=a+bx

Weight Instrumental Weight Instrumental
R Sum of 659635 SERIA | Residual Sum 91,675
124 S:z:r:zl e 1,2 - of Squares SERIA Il
Ad. R-Square Q90873 Adj. R-Square  0.99903
Value Standard Error m 1.0 Value  Standard Error
1.0 i Intercept 0 = = T Intercept 0 =
e izihd BEMES] 2 ! Siope 009373  8.42122E-4
0.8 - e} 0.8 «
gl ¥ s —_ e
< 06 f < o064 i
0.4 B~ Pomiar natezenia pradu 0.4 - Pomiar natezenia pradu
0 przy uzyciu miernika i przy uzyciu miernika cyfrowego
024 analogowego (dodatkowy 02 e (dodatkowy warune -
warunek - wyraz wolny réwny 0) wyraz wolny réwny 0)
00 = T T T T T T OD T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
u(v) uv)
Serial Seria 1l
B =0,09279 B =0,09373
X' =659 X =917

Jak wida¢ warto$¢ testowa x° dla serii pierwszej prawie nie ulegta zmianie, natomiast w przy-
padku drugiej serii zwigkszyta si¢ o prawie 50%. Tak wiec, tym bardziej nalezy odrzucié¢ hipoteze
0 liniowej zalezno$ci. Moze oznaczac to, ze rezystancja badanego elementu zalezata od przytozonego
napigcia. Dokladne badania wykazaly, ze podczas wykonywania pomiaré6w rezystor nagrzewat si¢
wskutek wydzielania ciepta Joule’a-Lenza i jego rezystancja zwickszata si¢ o okoto 10% przy koncu
pomiaréw. Przyblizenie wynikow pomiaréw funkcja teoretyczng, uwzgledniajaca zmiane rezystancji
pod wplywem wydzielajacego sie ciepta | = U/R - k'U? (gdzie k jest statym wspotczynnikiem) dato
wynik zgodny z zatozeniem — patrz rys.1 na nastgpnej stronie. Jednoczesnie mozliwe jest wyznaczenie
warto$ci badanej rezystancji. Wynosi ona 9,72 £2, a jej niepewno$¢ standardowa 0,12 £2. Poprawny
zapis do poréwnania wynikéw doswiadczenia z warto$cig znamionowg ma postac:

R =(9,72+0,24) Q.

W ten sposob wyznaczona warto$¢ rezystancji zawiera si¢ w przedziale okre§lonym przez
producenta rezystora: R = (10,0 £ 0,5) Q.
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Model Polynomial
‘ X y = Intercept + B1*x*1 + B2*x"2
Equation
‘Weight Instrumental
1,2 - |Residual Sum 14,98284 SERIA I
of Squares
1 |Adj. R-square 0,99983
1.0 4 . Value Standard Error =
Intercept 0 ’://
<
1h B1 0,10284 0,00132 »
08 B2 -0,00109 1,528635-4/»é
>
& ol
~ 0,6 -1 '_1/

04- at

Pomiar natezenia pradu przy uzyciu
miernika cyfrowego -

dopasowanie funkcjg kwadratowg

U (V)

Rys. 1 Dopasowanie wynikdw pomiaréw (przyktad 3) funkcjg kwadratowg

Pragne ztozyé podzigkowania Pani dr hab. Irmie Sledzinskiej za trud wlozony w korekte me-
rytoryczng i jezykowa tekstu i Panu dr. Piotrowi Paneckiemu za inspiracj¢ i pomoc udzielong przy
pisaniu rozdziatu o weryfikacji hipotez oraz przy opracowaniu przyktadu 3. Szczegdlne podzigkowa-
nia skladam Panu prof. Andrzejowi Ziebie za bardzo szczegdétows i krytycznag recenzje, ktora w du-
zym stopniu przyczynila si¢ do koncowej redakcji tekstu.
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DODATEK A
Jednostki uktadu SI

A.1 Jednostki podstawowe

METR (m) jest to dtugos$¢ drogi przebytej w prozni przez $wiatto w czasie 1/299792458 s
(XVII Gen. Konf. Miar 1983 r.)

KILOGRAM (kg) jest to masa mi¢dzynarodowego wzorca tej jednostki masy przechowywane-
go w Miedzynarodowym Biurze Miar w Sevres (III Gen. Konf. Miar 1901 r.).

SEKUNDA (s) jest to czas rowny 9 192 631 770 okresom promieniowania odpowiadajacego
przejéciu miedzy dwoma nadsubtelnymi poziomami stanu podstawowego atomu cezu ***Cs (XI1 Gen.
Konf. Miar 1964 r.).

KELWIN (K) jest to 1/273,16 czg$¢ temperatury termodynamicznej punktu potrojnego wody
(X111 Gen. Konf. Miar 1967/68 r.).

MOL (mol) jest to liczno$¢ materii wystepujaca, gdy liczba czastek jest rowna liczbie atomow
zawartych w masie 0,012 kg wegla o masie atomowej 12, **C (XIV Gen. Konf. Miar 1971 ).

AMPER (A) jest nat¢zeniem pradu nie zmieniajacego si¢, ktory ptynac w dwoch réwnoleglych
prostoliniowych przewodach nieskonczenie dtugich o przekroju kotowym znikomo matym, umiesz-
czonych w prozni w odlegtosci 1 m, wywotuje miedzy tymi przewodami site rownag 2*107 niutona na
kazdy metr dtugosci przewodu (IX Gen. Konf. Miar 1948 1.).

KANDELA (cd) jest to §wiatto$¢, jakg ma w okreslonym kierunku zrédto emitujace promienio-
wanie monochromatyczne o czestotliwosci 540%10% Hz i ktérego natezenie w tym kierunku jest row-
ne 1/683 W/sr (XVI Gen Konf. Miar 1979 r.).

A.2 Jednostki uzupetniajgce

RADIAN (rd) jest to kat ptaski, zawarty miedzy dwoma promieniami kota, wycinajacymi z jego
okregu tuk o dtugosci rownej promieniowi tego kota.

STERADIAN (sr) jest katem brytowym o wierzchotku w $rodku kuli, wycinajacym z jej po-
wierzchni czg$¢ rdowng powierzchni kwadratu o boku rownym promieniowi tej kuli.

A.3 Zasady tworzenia jednostek wtornych.

Przedrostek Oznaczenie Mnoznik

Eksa E 10" =1 000 000 000 000 000 000
Peta P 10" =1 000 000 000 000 000
Tera T 10" =1 000 000 000 000

Giga G 10° = 1 000 000 000

Mega M 10° = 1000 000

Kilo k 10° = 1000

Hekto h 10° = 100

Deka da 10 = 10

- - 1

Decy d 101= 01

Centy c 107 = 0,01

Mili m 10° = 0,001

Mikro I 10" = 0,000 001

Nano n 10° = 0,000 000 001

Piko p 10" = 0,000 000 000 001

Femto f 10" = 0,000 000 000 000 001
Atto a 10" = 0,000 000 000 000 000 001
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DODATEK B
B.1 Rozktad Gaussa (rozktad normainy)

1.0
B =0, 0?=0.2, m=—
/\ =0, 0%=1.0, ==| A
=0, 0°=5,0, ==
\ H=-2, 0?=0.5, =/ 4

N
R\\\\r\“‘-[
ot 2@ a5

X
Jesli zalozymy, ze przy wykonywaniu pomiaréw uzyskanie pomiaru o wartosci wigkszej i
mniejszej od wartoSci $redniej jest jednakowo prawdopodobne oraz, ze wyniki pomiaréw daleko od-
biegajace od $redniej sg mniej prawdopodobne niz niewiele réznigce sie od $redniej, to rozktad wyni-
kow dla duzej liczby pomiar6w mozna przyblizy¢ krzywa Gaussa:

_ 1 (u=x)
000~ 2ﬂexp[ - )

Funkcja ¢(x) nosi nazwe rozktadu Gaussa lub rozktadu normalnego. Zalezy ona od dwoch parametrow
u i o (warto$ci oczekiwanej i wariancji) oraz spetnia warunek normalizacyjny:

T{p(X)dX =1

Warunek ten wynika z faktu, ze prawdopodobiefistwo znalezienia wyniku pomiaru w przedziale od x
do x+dx jest rowne ¢(x)dx, a prawdopodobienstwo znalezienia dowolnej wartosci w przedziale od -oo
do oo musi by¢ réwne 1. Parametry u i o maja tatwa interpretacje analityczng i statystyczng. Dla war-
tosci X = u funkcja ¢(X) osigga maksimum. Parametr o okre$la dwa punkty u— oi u + o, gdzie znaj-
duja si¢ punkty przegigcia krzywej Gaussa. Tak wigc warto§¢ o mozna traktowaé jako miarg
szerokosci rozktadu. Z punktu widzenia statystyki, warto$¢ u jest wartoscig oczekiwang E(X) rozkla-
du, natomiast parametr o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji D*(X), czyli odchyleniem stan-
dardowym.

Podane ponizej catki oznaczone funkcji ¢(X) okre$laja prawdopodobienstwa znalezienia okre-
$lonej liczby pomiaréw (68,3%, 95,4% 1 99,7%) w przedziatach, ktorych dlugos¢ jest kolejng wielo-
krotnoscia odchylenia standardowego:

+o +20 +30
I p(X)dx = 0,683 j' p(X)dx = 0,954 Igp(x)dx - 0,997
-0 -20 -30

Rozklad Gaussa jest rozkladem ciaglym, dobrze przyblizajacym doswiadczalny rozrzut wynikow
wynikajacych z przyczyn opisanych w rozdziale 3 niniejszej instrukcji. Mozna go zastosowaé do
skonczonej liczby pomiaréw przy obliczaniu niepewnosci pomiaréw typu A. Wowczas wartoscig
oczekiwang tego przyblizajacego rozktadu przyjmujemy srednig arytmetyczna (1), a za odchylenie
standardowe, odchylenie standardowe wartosci $redniej (2).
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B.2 Rozktad jednostajny

¢(X)

1
b-a

e R EEEE PP )
R ittt
ol

X

Rozktad jednostajny (zwany rowniez rozktadem rownomiernym lub prostokatnym) jest to
rozktad prawdopodobienstwa, w ktorym gestos¢ prawdopodobienstwa w przedziale od a do b jest stata
ir6zna od zera, a poza nim rowna zeru.

Funkcja rozktadu gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu jednostajnego ma postaé naste-

pujaca:
1
X)= —= dla — <xX—u< ,
(%) 203 a —oJ3<x—pu<o3

§0(X) =0 dla pozostatych x,
gdzie u i o (wartos¢ oczekiwana i wariancja) dane sg nastgpujacymi wzorami:
a+b b—a)’
=~ ao’= (b-a)" .

)

2 12

Jesli przyjmiemy, ze dla niepewnosci standardowej typu B niepewno$¢ wzorcowania wyzna-
cza przedzial o szeroko$ci 24x wokot wartosci U, wowczas wzor (3) wynika bezposrednio z podanej
wyzej definicji wariancji (nalezy do wzoréw podstawic¢ a = - AX i b = AXx).

Uwaga dla osob dociekliwych:

Dla rozktadu jednostajnego wartosci wspodtczynnikow rozszerzenia gwarantujace prawdopo-
dobienstwa znalezienia okreslonej liczby pomiarow (95,4% i 99,7%) w przedziatach, ktorych dtugosé
jest kolejng wielokrotnosécia odchylenia standardowego jest inna, niz dla rozktadu normalnego. 95%
otrzymuje si¢ dla k = 1,65, 99% dla k = 1,71, a dla k = 1,73 uzyskuje si¢ juz 100%.
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Okreslanie niepewnosci pomiarow

DODATEK C
Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow jest najpowszechniej stosowang metodg analityczng dopa-
sowania prostej do zbioru punktow doswiadczalnych. Nazwe zawdziecza kryterium jako$ci dopaso-
wania — takiego doboru parametrow prostej, aby suma kwadratow roznic wartosci doswiadczalnych vy;
i obliczonych (Bx; + A) byta jak najmniejsza

S? = Zn:[yi —(Bx, + A)J = min.

W celu znalezienia parametréw B i A korzysta si¢ ze warunku na minimum funkcji dwoch zmiennych:

2 2
Q:O oraz on.
oB oA

Obliczenie obu pochodnych czastkowych prowadzi do powstania uktadu rownan liniowych
dla niewiadomych B i A. Dalsze obliczenia przedstawiono w formie wygodnej do obliczen r¢cznych.

Dla kazdego punktu pomiarowego nalezy okresli¢ wartosci funkcji pomocniczych X i ﬂ oraz d P
~ 13 ~ 1q ~ —o 1
Xi:Xi__in ' YiZYi——ZYiy di:Yi_BXi__ZYi'
n i-1 n i1 n i1

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika kierunkowego prostej B oraz wyrazu wolnego A
(rzednej punktu przeciecia prostej z osig OY):

7

-

o
1l
N
-
1l
=
-
<
|
| oo
1=
>

)"('.2

M=

i=1

Natomiast zaleznos$ci:

okreslaja niepewno$¢ standardowg warto$ci B oraz A. Oczywiscie, majac do dyspozycji komputer,
mozna postuzy¢ sie dowolnym programem wykonujacym obliczenia regresji liniowej (dopasowania
liniowego). Na rys. 1 pokazano wyniki liniowego dopasowania przy pomocy programu MicroCal Ori-
gin.
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Okreslanie niepewnosci pomiarow

DODATEK D
Wyniki regresji liniowej w programie MicroCal Origin 8.0

Przyktad zastosowania metody najmniejszych kwadratow wraz z wynikami uzyskanymi
w programie MicroCal Origin 8 (przy zastosowaniu funkcji linear fit) przedstawiono na rys.2. Pod-
stawowe wyniki obliczen znajduja si¢ w tabelce pojawiajacej si¢ automatycznie na wykresie w oknie
Graph, a szczegotowe informacje na temat dopasowania i wszystkich parametrow obliczen statystycz-
nych w oknie Book, w zaktadce Data. W tabelce z wynikami na wykresie zawarte sa nastgpujace in-
formacje:

- Equation (réwnanie) — funkcja, ktora dopasowano do zbioru danych. W przyktadzie jest to rowna-
nie liniowe y = a + b*x.

- Weight (waga) — sposob obliczania wagi statystycznej pomiaru. Instrumental oznacza, ze waga Ww;
obliczana jest jako kwadrat odwrotno$ci niepewnosci pomiaru y; (wielko$¢ pobierana z kolumny
niepewnos$ci wielkosci Y).

- Residual Sum of Squares — jest to wartos¢ funkcji x° (aby ta warto$é zostata wyswietlona w tabelce
z wynikami, konieczne jest zaznaczenie opcji Residual Sum of Square w Quantities to Compu-
te>Fit statistics w oknie parametréw dopasowania liniowego (Fit Linear)).

- Adj. R-Square (normowany wspoétczynnik determinacji) — podstawowa miara dopasowania mode-
lu. Im blizszy jednosci, tym dopasowanie do modelu blizsze.

- Value (wartosc¢) i Standard Error (hiepewnos¢ standardowa) dla wielkosci a i b.

- Intercept (wyraz wolny a) i Slope (wspotczynnik kierunkowy b).

|Weight

Residual Sum of
Squares

Adj. R-Square

[ 41 \

| ‘U

‘Equalion y=a+b'x

Instrumental /BH
1,49961
0,99892
Value Standard Error

Intercept -0,07274 0,05907
Slope 277,80502 2,8882

0 T

E{HEB Charakterystyka

napieciowo-pragdowa
rezystora

T
0,000 0,005

T T T T T

T T T T T 1
0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035

| (A)

Rys. 2 Dopasowanie wynikow linig prostg (regresja liniowa) w programie MicroCal Origin
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Okreslanie niepewnosci pomiarow

DODATEK E

Krytyczne wartosci xz dla réznych poziomow istotnosci a i liczby

stopni swobody

Poziom istotnos$ci o

0,20 0,10 0,05 0,01 0,005

1 1,64 2,7 3,8 6,6 7,9

2 3,22 4,6 6,0 9,2 11,6

3 4,64 6,3 7,8 11,3 12,8

4 6,0 7,8 9,5 13,3 14,9

5 7,3 9,2 11,1 15,1 16,3

6 8,6 10,6 12,6 16,8 18,6

%\ 7 9,8 12,0 14,1 18,5 20,3
8 8 11,0 134 15,5 20,1 21,9
% 9 12,2 14,7 16,9 21,7 23,6
= 10 134 16,0 18,3 23,2 25,2
§_ 11 14,6 17,3 19,7 24,7 26,8
§ 12 15,8 18,5 21,0 26,2 28,3
§‘ 13 17,0 19,8 22,4 27,7 29,8
— 14 18,2 211 23,7 29,1 31,0
15 19,3 22,3 25,0 30,6 32,5

16 20,5 23,5 26,3 32,0 34,0

17 21,6 24,8 27,6 33,4 35,5

18 22,8 26,0 28,9 34,8 37,0

19 23,9 27,2 30,1 36,2 38,5

20 25,0 28,4 31,4 37,6 40,0

Zaznaczona na szaro kolumna, to wartosci krytyczne testu x°, ktére stosuje sie najczesciej w praktyce

laboratoryjnej.
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