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gdzie - oznacza iloczyn skalarny, a wektor w oraz stata b sg
odpowiednio dobrane.
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Optymalna hiperptaszczyzna dyskryminacyjna bedzie umiesz-
czona w Srodku, tzn tak, aby d, = d_.
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Jest to zadanie minimalizacji funkcjonatu, ktére mozna zapisa¢ w for-
mie funkcji Lagrange’a:

i=1

1 n
L(w,b,a):E(w~w)72a,{[x,~w+b]}//—1} J
gdzie o to wektor nieujemnych wspdtczynnikéw Lagrange’a. Szukamy
maksimum funkcji wzgledem «; i minimum wzgledem w i b. Zadamy

wiec, aby pochodne L wzgledem w oraz b zerowaty sie oraz, aby zo-
stat spetniony warunek

Zai{[xi'Woero]}’i*”:O J

i=1



Przypadek liniowej separowalnosci
[e]e]o]e]e]e] le)

Zerowanie sie pochodnej (gradientu) wzgledem w daje

n
W= Z YiaiX;
i=1



Przypadek liniowej separowalnosci
[e]e]o]e]e]e] le)

Zerowanie sie pochodnej (gradientu) wzgledem w daje

n
W= Z YiaiX; J
i=1

awzgledem b

n
> yiai=0
i=1

Uwzgledniajgc powyzsze mamy funkcje Lagrange’a

n 1 n
La)=) ai- 3 > Vivjaiay(Xi - X;)
i=1

ij=1




Przypadek liniowej separowalnosci
[e]e]o]e]e]e] le)

Zerowanie sie pochodnej (gradientu) wzgledem w daje

n
W= Z YiaiX; J
i=1

awzgledem b

n
> yiai=0
i=1

Uwzgledniajgc powyzsze mamy funkcje Lagrange’a

n 1 n
La)=) ai- 3 > Vivjaiay(Xi - X;)
i=1

ij=1

maksymalizowang przy ograniczeniach




Przypadek liniowej separowalnosci
0000000

Bardzo istotnym jest fakt, iz warunki

i=1

Za/{[X/~Wo+bo]Y/—1}:0 ’

oznaczaja, ze nie zeruja sie tylko te wspdiczynniki «;, ktére odpo-
wiadajg wektorom podpierajagcym!



Przypadek liniowej separowalnosci
0000000

Bardzo istotnym jest fakt, iz warunki
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i=1

oznaczaja, ze nie zeruja sie tylko te wspdiczynniki «;, ktére odpo-
wiadajg wektorom podpierajgcym! W efekcie wszystkie sumowania
wykonywane sg tylko po tych /i, ktorym odpowiadajg wektory lezgce
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0000000

Bardzo istotnym jest fakt, iz warunki

Za/{[X/~Wo+bo]Y/—1}:0 J

i=1

oznaczaja, ze nie zeruja sie tylko te wspdiczynniki «;, ktére odpo-
wiadajg wektorom podpierajgcym! W efekcie wszystkie sumowania
wykonywane sg tylko po tych /i, ktorym odpowiadajg wektory lezgce
na H; i H.. Jako rozwigzanie zadania otrzymujemy optymalne wsp.
Lagrange’'a a® = (af, ..., a9). Optymalna hiperptaszczyzna przyjmuje
postac

Zy: +b°—0 J

a statg b® mozna wzia¢ jako

1

b® = §(W X; +W-X",) J
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Przypadek liniowej separowalnosci
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@
. Do préby nalezy 12 punktéw - po 6
& . . . .
z kazdej klasy. Wywotujemy funkcje
° svm() z pakietu R. Otrzymujemy na-
oo - stepujace wartosci a;.
> g asat T0 20 0000
2 e 1.5 1.0 0.000
1.0 4.0 0.000
1.5 3.0 0.000
25 2.0 0.000
24 @ & @ o 3.5 2.0 1.542
20 55 08327
30 50  0.000
35 40  0.000
] ° 4.5 4.5 0.000
5.0 2.0 1.215

1 2 a a 5 5.0 3.5 0.000
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©
! Do préby nalezy 12 punktéw - po 6
z kazdej klasy. Wywotujemy funkcje
e svm() z pakietu R. Otrzymujemy na-
il e . stepujgce wartosci «;. Te punkty, dla
ktorych «; > 0 sg wektorami podpiera-
-  ten..  Jacymi.
3 @ @ Klasa2
Xi Yi QO
1.0 2.0 0.000
1.5 1.0 0.000
24 @ ® [} © 1.0 40  0.000
1.5 3.0 0.000
25 2.0 0.000
35 2.0 1.542
\ . 20 55 0327
3.0 5.0 0.000
1 2 3 4 &6 3.5 4.0 0.000

X 4.5 45 0.000
5.0 2.0 1.215
5.0 3.5 0.000
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W=Dy = ( —1.142 )
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& et b= % (W-X; +wW-Xx",)=7.95

@ Wasaz
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z —1.333
W=D Yo = ( —1.142 )

i=1

& et b= % (W-X; +wW-Xx",)=7.95

@ Wasaz

a interesujgce nas proste to

o Wy 1-b

| Hy:y= W, Sl W
1 2 3 4 5 W 1+b
X Hzly_f i TX
Hozy——%x—w£

y x




Brak separowalnosci
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Oczywiscie, bardzo czesto separowalnos¢ klas jest zbyt duzym wyma-
ganiem (np. ze wzgledu na losowosc danych). Na szczescie, ujecie
tego faktu w metodzie SVM nie nastrecza zbyt duzych trudnosci. Ory-
ginalne nieréwnosci zostajg wtedy zastapione przez

X W+b>1-g, gdy y=-+1, )
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Oczywiscie, bardzo czesto separowalnos¢ klas jest zbyt duzym wyma-
ganiem (np. ze wzgledu na losowosc danych). Na szczescie, ujecie
tego faktu w metodzie SVM nie nastrecza zbyt duzych trudnosci. Ory-
ginalne nieréwnosci zostajg wtedy zastapione przez

X W+b>1-g, gdy y=-+1, )

Xi-W+b<—1+¢&, gdy yi=-1, |

przy czym obecno$¢ statych & > 0 umozliwia naruszenie oryginalnych
ograniczen. W efekcie zadanie sprowadza si¢ do minimalizacji funkgiji

|| w]|2 N Cif,
2 i=1 I

gdzie C jest z gory ustalonym wspotczynnikiem kary za niespetnienie
oryginalnych ograniczen.
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oce

Rozwigzaniem problemu jest maksymalizacja funkcji

n 10
L(a) = Z o — 5 Z y,-y,-a,-a,-(x,- o Xj)
i=1

ij=1

przy ograniczeniach

0<a<C i=1,..,n YL,ya;i=0. J

Rzecz jasna, stalg C musimy dobra¢ sami, np. na podstawie proby
testowej, kroswalidacji albo oceny prawdopodobienstwa btednej klasy-
fikacji. Biorac pod uwage losowy charakter danych, zaproponowanie
matej wartosci C umozliwia przeciwdziatanie nadmiernemu dopaso-
waniu do préby uczgce;j.
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Do proby nalezy 100 punktéow - 50 z
klasy 1 i tyle samo z klasy 2. Wywotu-

o ° jemy funkcje svm() z pakietu R z war-
¢ toscig kosztu C = 10. Nastepujace
-, punkty sa wektorami podpierajgcymi.
-]

3 o® Xi Yi o
° . -0.571 -0.384 10.000
° o °%.o°%0 -0.312 0.510 10.000
¢ g 0% class 0.562 -0.154 10.000
- 0o, °° = -0.424 0.310  10.000
o ° e © o ® -0.250 1.153 10.000
on e ° e ° 0.398 0.338 10.000
° .0 -1.338 1.345 10.000
o R . ° -0.003 0.192 10.000
¢ e 0.348 0.749 1.947
2 oo ° -0.882 1.186 10.000
. 0536 -0.777  10.000
] o3 -1.143 0710 2.372
° 0.430 -1.454 9.575
. -0.278 0.003 10.000
T -0.475 2.192 10.000
x -0.932 1.058 10.000
-0.635 0.596 10.000
0.524 0.327 10.000
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Do proby nalezy 100 punktéw - 50 z
klasy 1 i tyle samo z klasy 2. Wywotu-

o ° jemy funkcje svm() z pakietu R z war-
° toscig kosztu C = 10. Nastepujace
-, punkty sa wektorami podpierajgcymi.
° °
1 ° ® o Xi Yi (o7}
°° . -0.571 -0.384 10.000
° o “%.o°%0 °° -0.312 0.510 10.000
e 7% ° s 0562  -0.154  10.000
- °© 5, °° . o funt -0.424  0.310 10.000
° o ° e © o ® -0.250 1.153 10.000
o e o°° g ° 5 0.398 0.338 10.000
e e .0 °e o -1.338 1.345 10.000
.| ® e ° -0.003 0.192 10.000
. o e ° 0.348 0.749 1.947
° e 2.°2° oo -0.882 1.186 10.000
° ° 0.536 -0.777 10.000
. o8 -1.143  0.710 2.372
° 0.430 -1.454 9.575
. -0.278  0.003  10.000
: T r 0475 2192 10.000
x -0.932 1.058 -10.000

-0.635 0.596 10.000
0.524 0.327 10.000

Tylko punkty, dla ktérych «; < C sg brane pod uwage przy wyznaczaniu b.
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Wektor w liczymy jak poprzednio

L 1.316
w= ;y’o"'x’ = ( 0.957 )

class
© kaasa1
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Wektor w liczymy jak poprzednio

- 1.316
W= ;y’o"'x’ = ( 0.957 ) ’

stalg b bierzemy z usrednienia

“;:E‘ b= %(W~XT+W'Xi1):_O'175 \
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Wektor w liczymy jak poprzednio

- 1.316
W= ;y’a"x’ - ( 0.957 )

stalg b bierzemy z usrednienia

(oo b= 1

o E(w-x1*+w-x’i1):—0.175

a interesujgce nas proste to

o Wy 1-b
Hiy = wy * Wy
w; 1+b
Hzlyff ; 77}(
. Wy _b
Ho'yf_wy Wy
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Z poprzednich wyprowadzen jest jasne, ze zaleznos¢ od przestrzeni
obserwacji RP przejawia sie jedynie przez obliczanie iloczynu skalar-
nego. Z drugiej strony, z algebry liniowej wiadomo, iz przejscie od za-
leznosci liniowych w przestrzeni RP do zaleznosci nieliniowych mozna
opisac jako zaleznos¢ liniowa w bogatszej przestrzeni. Wezmy przy-
ktad z p = 2 i policzmy funkcje

(1+x-y)? = (1+x1y1 +x2y2)® = 1+ 2x1 y4 +2ny2+x12y12+2X1y1ny2+x22y22J

Taka funkcja jest rGwnowazna iloczynowi skalarnemu

2(x)®(y) )

przeksztatconych zmiennych

®(x) = (1,\f2x1,\@xz,x12,x22, \@)ﬁxz)
®(y) = (1 N2y, V2,17, Y5, f2y1y2)




Nieliniowe SVM

Dlaczego jest to takie istotne? Otéz (i) wszystkie takie obliczenia doty-
czg jedynie iloczynu skalarnego, a nie przeksztatconych obserwaciji,
(if) dokonanie nieliniowej transformaciji czesto umozlwia doktadng kla-
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Nieliniowe SVM

W praktyce takie podejécie sprowadza si¢ do zamiany iloczynu skalarnego w
funkcji Lagrange’a

i,j=1

n n
1
Le) =D ai=5 ) yiyjaieg(Xi - ) ’
=1
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W praktyce takie podejécie sprowadza si¢ do zamiany iloczynu skalarnego w
funkcji Lagrange’a

Za, —5 Zyl}/]alaj X; - X;)

i,j=1

na odpowiednie jadro K(Xi, X;)

L) = Za/ 3 Zy,yja,a,K(X,,X/)

ij=1

Co wiecej, nie musimy de facto zna¢ nawet nowej przestrzeni. Wystarczy, ze
jadro spetnia okreslone warunki, wynikajace z tw. Mercera z analizy funkcjo-
nalnej.Najczesciej stosowanymi jadrami sg: wielomianowe, radialne i sigmo-
idalne

d

K(x;, %)) = (1 +X; - X))

2
K(xj, ;) = exp(—~|[x; — X;[7)
K(x;, xj) = tanh(Wq(x; - xj) + Wy)



Nieliniowe SVM

Przyktad dla jadra radialnego z v = 0.5. Wyréznione punkty sg
wektorami podpierajgcymi.




Nieliniowe SVM

Ponizej hiperptaszczyzny margineséw oraz hiperptaszczyzna
dyskryminujgca.
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Nieliniowe SVM

Ten sam przypadek obliczony dla v = 5 (lewa strona) i v = 0.05
(prawa strona).
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Nieliniowe SVM

Ponizej przypadek wiekszej ilosci punktdéw obliczony dla v = 0.5
(lewa strona - brak separowalnosci) i v = 5 (prawa strona).

B SR e
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