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Metoda najwiekszej wiarygodnosci — Iloraz wiarygodnosci

Do tej pory: estymacja wartosci oczekiwanej, wariancji (bez wnikania jak konstruowac estymatory).
- p parametréw, IZ(IL L ..., lp)
- okreslone funkcja prawdopodobienistwa: f=f(x,])

- dla zmiennych losowych

Przeprowadzone N doswiadczen (lub pobrana proba N — elementowa),
pojedyncze doswiadczenie (pomiar wielkosci x lub pobranie préby o liczebnosci 1)
moze doprowadzi¢ do uzyskania wyniku x?.

Doswiadczeniu przypisujemy liczbe: X= ( X1 Xg eees Xn)

To prawdopodobienstwo a posteriori. Mowi ono po uzyskaniu wyniku, jakie byto

prawdopodobieristwo uzyskania tego wlasnie wyniku (tzn. wartosci x?).

dPV'=f (x'V;1)dx

A exPD<xipgxl?  i=1,2,...,n

I I



Metoda najwiekszej wiarygodnosci — Iloraz wiarygodnosci

Dla proby N (niezaleznych) elementow, prawdopodobienstwo uzyskania wyniku:

X(l) 5 X(Z), ,X(N)

Wynosi:

J=1

Gdy prawdopodobienstwo zalezy od np. 2 parametrow:

ITFxY;1)dx
Q=1+

=L .
H f(X(J);Iz)dX
i=1

Zbior parametrow typu pierwszego jest Q razy bardziej prawdopodobny

niz zbior parametrow typu drugiego. Jest to iloraz wiarygodnosci.

N
L=]] F(xY;1)dx
i=1

Funkcja wiarygodnosci - Jest zmienng losowa.




Iloraz wiarygodneosci - przykiad

Rzut asymetryczng moneta, na podstawie uzyskanych wynikow probujemy ustali¢, czy

moneta nalezy do klasy A, czy do klasy B monet.

A B
orzet 1/3 2/3
reszka 2/3 1/3

Proba to 5 rzutow: 1 orzel i 4 reszki.

1,27
L,=—(—=
=3 (3)

2. 1.7
L,=—(—
=5(5)

L
Q:—A:8

LB

Z duza doza prawdopodobienstwa moneta nalezy do klasy monet A.



Metoda najwiekszej wiarygodnosci

- Najwieksza ufnoscia obdarzony zbior parametrow, ktorego funkcja wiarygodnosci osigga

maksymalng wartosc.

- Wyznaczenia maksimum: przyrownac do zera pierwsza pochodnq funkcji wiarygodnosci wzgledem 1.

- Ulatwienie obliczen rachunkowych — logarytm funkcji wiarygodnosci L.:

N
t=InL=) Inf(x";I)
i=1

Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci.

A

L(I) L(I)

> 1 1 1 >

I l 3 max 1 max 2 max I



Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Jesli wektor 1 ma tylko jedng skladowa: 1, nalezy rozwigzaC rownanie wiarygodnosci:

di'

F=2_=0
dl
N . N
2 dinf(x"n0 2f w
j—i=1 _i=1 i
§T 7 i:1q>(x ;1)
d . ()
N CS)

W przypadku ogolnym, wektor 1 ma p skladowych:
di'
dl.

1

0 i=1,2,...,p




Powtarzanie pomiaréw o réznej dokladnosci - przykiad

Pomiar danej wielkosci roznymi przyrzadami pomiarowymi
- pomiary beda ukladaly sie wokot wartoesci rzeczywistej,

- zakladamy, ze niepewnosci beda mialy rozklad normalny,

- pojedynczy pomiar: pobieranie préby o liczebnosci 1 z rozkladu normalnego o wart. $redniej i war. o”.
Prawdopodobienstwo a posteriori dla uzyskanej wartosci x?:
( Y1 )2

1
V2TT O . p( 20‘?

J

f(xY:1)dx= ) dx

Dla N pomiarow funkcja wiarygodnosci:

N (J) 2
1 (x7'—1)
LZI I—EX — dx
j=1 ‘\/21'('0']- P( 2 )

20'j

Logarytm funkcji wiarygodnosci:

N o) 7)2
1 x =1 N
%:——Z( 5 ) + const ZX
- j=1 O ; P 0‘ Wynik najbardziej wiarygodny jest Srednig
Réwnanie wiarygodnosci: I =" 5 wazong N pomiarow, wagi sq odwrotnosciami
' Z 1 wariancji.
2 8
O'

N () __7)2
_:Z(X 21) =0 Jj=1
O .

j=1



Oszacowanie parametru N rozkiadu hipergeometrycznego

Jesli estymowany parametr moze przyjmowac wartosci dyskretne:

Prawdopodobienstwo wytowienia n ryb, z ktorych k byto zaznaczonych. N wszystkich ryb, K zaznaczone:

(K) N—K
kI n—k
L(k:n,K,N)= k

N

n

Szukane N, dla ktorego L osiggnie maksimum.
Iloraz:

L(k;n,K,N) _(N—n)((N—k))

Lk;n,k,N—1) (N—n—K+k)N

L. osigga maksimum dla wartosci catkowitej, najblizszej nK/k



Nieréwnos¢ informacyjna

Jak skonstruowac estymator o optymalnych wlasnosciach?
1) Estymator jest nieobcigzony, jesli wartos¢ obcigzenia B(1) wynosi 0 dla kazdej proby:
B(I)=E(S)—1=0
2) Wariancja estymatora ma by¢ jak najmniejsza:
o(S)minimalna
Czesto nalezy szuka¢ kompromisu miedzy minimalnym obcigzeniem, a minimalng wariancjq (ze

wzgledu na fakt istnienia nierownosci informacyjnej).

Wariancja przybiera minimalng wartosc, kiedy estymator S jest stala (wariancja wynosi wtedy 0).

2)

9 o

, X(N)) jest funkcja proby  xV) , x?, .. , x'V) to laczna

Jesli estymator S ( xV, x!
Gestos¢ prawdopodobienstwa proby (losowej):

FOxVx XM D= D (P50 f (XY5)
Wartosc oczekiwana:

E(S)=[ s(x",x®, ., x" F(x";DF (x50 f (x5 1) dx M dx™? .. dx™)

10



Nieréwnos¢ informacyna, estymator o min. wariancji

E(S)=B(I)+I
Wyrazenie mozna rozniczkowac.
B'(l)+1
Mozna dowies¢, ze nierdOwnosc¢ informacyjna:
(B'(1)+1)
I(1)

Informacja proby ze wzgledu na .

<g’(S)

_ 2\ f'(X;l) ’
I(l)=E (¢ )—NE{(W)}

Nierownosc¢ informacyjna: zwigzek miedzy obciazeniem, wariancjaq i informacjq zawarta w praébie.
Nie zostal wybrany zaden konkretny estymator, a nierownosc¢ stanowi ograniczenie od dotu dla wariancji
estymatora. Jest to ograniczenie dla minimalnej wariancji (ograniczenie Cramera-Rao).

Kiedy obcigzenie nie zalezy od I:

I(1) 1



Estymator o min. wariancji, estymator wystarczajacy

Jaki jest warunek osiggniecia minimalnej wariancji, kiedy zachodzi wzor:
(B'(1)+1)
I(1)

a’(S)=

Mozna dowiesc, ze kiedy:

F=A(1)(S—E(S))

A co za tym idzie:
I=[ tdi=B(l)S+C(I)+D
L=dexp(B()S+C(1))

Estymatory zwigzane z funkcja wiarygodnosci zapewniajg minimalng wariancje (zgodnie

Z nieréwnoscig informacyjnq) — estymatory o minimalnej wariancji.

Dla estymatora nieobcigzonego, mozna dowiesc, ze:

5 1 2 1
“EEIm T STaAm

Jesli zamiast relacji (*) zachodzi stabszy warunek: L=g ( S,I ) c ( b , 2 ) ' ))

To S jest estymatorem wystarczajacym dla . 12



Estymator parametru rozkladu Poissona

Rozklad Poissona:

_A

f(k)—k—!e

Funkcja wiarygodnosci dla préby k'Y k'? . kN

N

=Y [k Ina—In(kY' 1) =]
j=1

d' ., ~ k7Y 10

d\ %_Z;[ A H‘X;[k Al
N -

t=—(k—A
Y (k=)

Srednia arytmetyczna k jest nieobcigzZonym estymatorem o minimalnej wariancji



Estymator parametru rozkladu dwumianowego

Funkcja wiarygodnosci dla rozkladu dwumianowego o parametrach: p=A orazq=1-p=1-A.

n!

k!(n—k)!?\k(l_?\)n_k

L(k;\)=

Otrzymujemy stad:

- B B B n!
F=InL=kIn o (n—k)In(1=A)+ (G )

n—k_ n k
1—A‘Au—xﬂﬁ_k)

Srednia arytmetyczna k/n jest estymatorem o minimalnej wariancji A(1—A)/n

14



Prawo kombinacji bledow

Np. pomiar danej wielkoSci r6znymi przyrzadami pomiarowymi. Z %
N 3) N () N 2
d xY—1 MU 1 o
dl — 0_2 . 2 2 . 0_2 1

O
/)
o2

S=———_ To nieobciazony estymator wartosci $redniej 1. Ma tez minimalna wariancje.

1
2.3

W . . N 1
ariancja: Z 2
j=1 O'

Prawo kombinacji niepewnosci lub usrednianie niepewnosci w kwadratach.

1 1 1 2
A= T T ax T any

Kieay jest jeananwa dokfadnosc pomiarow:

S=%x o’(S)=0?/n

15



Wiasnosci asymptotyczne estymatoréw i f. wiarygodnosci

Proba jest duza (N — o). Estymator S zdefiniowany jako rezwigzanie rownania wiarygodnosci:

D _p =y LD
T_% (l)—j; f(xY:1) )lm -

Zakladajac, ze istnieje druga pochodna }(ISX wzgledem | rozwijamy t'(1) w szereg Taylora:
max

tr(H)=¢t(1_)+(1—-1_)t" (I )+..
N (e
F(la)= | L ’”)

max

= f(X(j),'l)

Wyrazenie to wartos¢ Srednia z proby; kiedy N duze zastapi¢ mozna wartoscia oczekiwana:

N |
% (lmax>_NE{ f(X(J),l) lmax}
Pl )=E# (1) =—E(#(1,,)=—I(l,,)=—1/b"

b zalezy jedynie od wartoSci gestosci prawdopodobienstwa f i estymatoral .

X

16



Wiasnosci asymptotyczne estymatoréw i f. wiarygodnosci

Funkcje wiarygodnosci (k= const):

L(l)=kexp{—(I—1_ ) /2b*]

max)

Mozna dowies¢, ze:
S=] o E ( S) =1

[ max 1O Nieobcigzony estymator o minimalnej wariancji:

o L 1 _ 1
(L) E#7%(1,)) E#"(I,)

Estymator ma ww. wiasnosci w granicznym przypadku dla duzych N.

Funkcja wiarygodnosci jest asymptotycznie normalna.

Funkcja wiarygodnosci L(1) to miara prawdopodobienstwa, ze wartosc prawdziwa | par.1= 1.

I=1__.+o(l )=I__+Al

Funkcja wiarygodnosci asymptotycznie dazy do rozkladu normalnego;

max

Prawdopodobienstwo tego, ze wartosc prawdziwa:
lmax_A(l <10<lmax+Al
wynosi 68.3%

max )

17



Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Mamy estymowac jednoczesnie p parametrow: 1 =(1, 1., lp). Zgodnie z rownaniami:
ot

—0  i=12,...
ol p

Otrzymamy niepewnosci parametrow, a nie same parametry.

Nalezy uwzglednic takze korelacje miedzy parametrami i ich niepewnosci.

logarytmiczna funkcja wiarygodnosci:

N
Fx',x® L x™ 0= Inf (xV
i=1

rozwijajac w szereg Taylora wokot punktu: Imax:([ 1max,12max,,,,,lpmax)
2 IRSE SN
% max l max)+_ ( ) (ln_lmaxn)(l _lmaxm)
(D l; 5lk1 b=k 2,;1,,; al,ol,’,
ot
— =0 —
(alk>l k 132)""p

max

18



Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Rozwiniecie upraszcza sie:

(D)~ (L)) =5 (1= L) AU =Ly ).

o't 0’ 0"t

ol; oLol, — 0l0l,

0"t o't 0"t
—A=| 01,01, o, ~ o0lL0l,

0"t 0°1 o't

ol,01, 01,01, oL |-,

19



Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Kiedy N — co:
0”1 o° 1 0°1
E(—) ( ) ... E( )
o1’ 01,01, 01,01,
0”1 0° 1 0”1
E E(=—=
B=E(A)=— (611612> (513) (6lzalp>
0”1 0° 1 0% 1
E( ) E( ) ... E(=)
ol,o1, ol,0o1, or, |-

Funkcja wiarygodnosci: L=kexp {— % ( I— Imax)T (I — Imax)}

Ma postac p -wymiarowego rozkladu normalnego z wartoscig sredniq 1 _oraz z macierza kowariancji

C = B"'. Wariancje estymatorow to elementami diagonalne, a elementy pozadiagonalne opisuja
kowariancje poszczegolnych estymatorow.

Pierwiastek kwadratowy z wariancji to odchylenie standardowe.
20



Jednoczesna estymacja kilku parametrow

Za pomoca estymatora i jego bledu mozliwe jest okreslenie przedzialu obejmujacego wartosc
prawdziwa z prawdopodobienstwem 68.3%. W przypadku wieloparametrowym funkcja
wiarygodnosci to wielowymiarowy rozkilad normalny, przedzial ten okresSlone jest nie tylko przez
niepewnosci, ale poprzez pelng macierz kowariancji. Dla przypadku dwu-wymiarowego mamy do

czynienia z elipsa kowariancji. Wykladnik rozkladu normalnego:

o =1) BU= L) == g ()=~ (H(1) = (L,,,)]

Elipse kowariancji okresla warunek:

g()=1=2{H(1)=#(L0))

Dla innych wartosci g(l) otrzymuje sie inne elipsoidy ufnosci.

Wewnatrz hiper - elipsoidy ufnosci — obszar ufnosci:

g(D=1=2{F1)—+(1

)} =const

max

21



Wyznaczanie wartosci Sredniej i wariancji r. normalnego

Celem jest wyznaczenie wartosci parametrow A (wartosci sredniej ) oraz A, (edch. standardowego)

z proby o liczebnosci N z rozkladu normalnego. (Pomiar zasiegu czastek o w materii, ktory podlega
rozkladowi normalnemu wokaét wartosci sredniej).

Oba parametry sq estymowane. Funkcja wiarygodnosci:

~ 1 _(X(j)_?\1)2

L= ex
V2T DT o
N X<j)—?\ 2
%——lz ( 5 Y — N In\,— const
2551 22,
Uklad rownan wiarygodnosci:
ot _i X(J)_?\l_o
o\, = 2?\3
ok s 1 < (j) > N
= (x/'=N;)"——=0
oA, }\;’; YO,

22



Wyznaczanie wartosci Sredniej i wariancji r. normalnego

Rozwigzania: N
1< 2, (x
MEN g e
W celu wyznaczenia macierzy B:
2 . .
ot__ N o’ ZZ x(”—?\1 o’ SZ(X(J)—?\l)2+N
2 2 =— -
ONL Ny 9N 0N, A ON A A
N/A; 0 L NN
B= ? , C=B '=| "~ ,
0 2IN/N, 0 A,/2N

Elementy diagonalne to bledy poszczegolnych parametrow:

AN, =N,/ N
AN,=\,/V2N

Oba parametry nie sq ze soba skorelowane.

23



WERYFIKACJA HIPOTEZ
STATYSTYCZNYCH



Weryfikacja hipotez statystycznych

Poziom istotnosci 0— okresla prawdopodobienstwo popelnienia btedu I rodzaju

(blad polegajacy na odrzuceniu hipotezy zerowej, ktéra w rzeczywistosci jest prawdziwa) ;

Maksymalny blad, jaki jesteSmy w stanie zaakceptowac (o = 0.01, 0.03, 0.05)

Poziom ufnosci 1-¢, — okresla prawdopodobienstwo wyznaczenia takiego przedziatu ufnosci,

Ze rzeczywista wartoS¢ parametru znajduje sie w tym przedziale ufnosci.

25



Weryfikacja hipotez statystycznych

- Wyznaczane sq wartos¢ parametrow, jakie nie sa calkowicie nieznane.

- Sq pewne przypuszczenia, co do ich wartosci (przewidywania modeli, dotychczasowe wyniki).
- Zadanie proby (pomiaru) to weryfikacja (test) tej hipotezy.

- Procedura weryfikacji hipotez statystycznych to test statystyczny.

- Pobrano 10-elementowa prébe, uzyskana srednia arytmetyczng =0.154

- Zalozenie: zmienna losowa pochodzi z populacji opisanej rozkladem normalnym.

- Jesli przyjmiemy hipoteze za shuszng, zmienna losowa ma rozktad normalny z m= 0 oraz s ¥/ \/TO

- Jakie jest prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci |X|>0.154 ?

- Korzystajac z tabel dystrybuanty rozkladu normalnego:

P(|%|=0.154)=2{1—y,(0.154%/10)}=0.62

- Gdy hipoteza prawdziwa, istnieje prawdopodobienstwo 62%, ze proba o liczebnosci 10 moze mie¢
wartosc¢ Srednig roznigcg sie wiecej niz 0 0.154 od wartosci 0 sredniej z populacji.

- Hipoteza jest prawdziwa czy nie? Odpowiedz musi by¢ uzyskana w inny sposob.

- Zrédlem trudnosci jest probabilistyczny charakter wynikéw, ktore mozna usuna¢ wprowadzajac o.

26



Weryfikacja hipotez statystycznych

1) Ustalamy okreslong wartos¢ prawdopodobienstwa a.
2) Zakladajac, ze hipoteza prawdziwa pytamy:
prawdopodobienstwo, ze zostang zaobserwowane okreslone wartosci proby < a ?
P(|x]|=0.154)<x
3) Nierownosc spelniona — jest mato prawdopodobne, aby proba pochodzita z rozkladu okreslonego przez
testowang hipoteze statystyczna. Hipoteza odrzucamy.
4) Nierownosc¢ niespelniona — omawiane prawdopodobienstwo przewyzsza wartos¢ o, —
— nie wnioskujemy, ze hipoteza jest prawdziwa, lecz, Ze nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy na zadanym poziomie istotnosci

(hipoteza nie jest sprzeczna z wynikiem uzyskanym wskutek poboru proby).

Wybor poziomu istotnosci a zalezy od badanego problemu.
- Przy badaniu kontroli jakosci olowkow mozna przyjac 1%.
- W stawkach ubezpieczeniowych czasem wartosc 0.01 jest za duza.

- W analizie danych zazwyczaj stosuje sie wartosci: 5%, 1%, 0,1%.

27



Weryfikacja hipotez statystycznych

- Na podstawie tablic statystycznych dystrybuanty rozkladu normalnego okreSlamy granice

dladla |x| odpowiadajace powyzszym poziomom istotnosci:
0.05=2{1—y,(1.96)}=2{1—y,(0.62%/10)]
0.01=2{1—y,(2.58)]=2{1—y,(0.82%/10)]
0.001=2{1—y,(3.29)]=2{1—y,(1.04%10)]

Do odrzucenia hipotezy wymagane jest, aby wartos¢ srednia przekraczala odpowiednio: 0.62, 0.82, 1.04.

W niektorych przypadkach wazny jest znak rozpatrywanej wielkosci wartosci Srednie;.

Badamy odchylenia w jedng strone i pytamy, czy spelniony jest warunek:

P(x=x )< A A

28
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Test rownosci wariancji (test F-Fishera)

Porownywanie wariancji populacji o jednakowych wartesciach srednich.

- Problem: pomiar tej samej wielkoSci dwoma przyrzagdami pomiarowymi.

- Jesli pomiary bedg mialy jednakowe wariancje — dokladnosc¢ przyrzadow taka sama.

- Zalozenie: populacje maja rozklad normalny.

- Pobierane proby o liczebnosci N1 oraz N2. )

- Dla obu liczona jest wariancja (estymator wariancji) i obliczany jest ilorazH :%
2

- Jesli hipoteza o rownosci wariancji jest prawdziwa — F ~ 1.

- Dla kazdej proby mozna skonstruowac statystyke o rozkladzie X°:

N,—1)s] s
04 0,
Liczby stopni swobody (ang. NDF)
N,—1)s] s
X; ( 2 2) 1 f221 f,=N,—1
O, 0,

29



Test rownosci wariancji (test F-Fishera)

Przy rownych wariancjach:

L _LX
f1X;
x?2
Prawdopodobienstwo, ze wartos¢ ilorazu—; jest mniejsza od Q:
2 X2
X3
W(Q)=P(—<Q)
X,
1
I'(=f) o 1,_ 1
D 5fi—1 >f
W(Q)=—F—"——] " (t+1) * df
I (§f1)r (Efz) ’
Mozna zdefiniowac:
[
F=—0QQ
f1
2
W(F)=P(2L<F)
- S; Dystrybuanta rozkladu Fishera

30



Test rownosci wariancji (test F-Fishera)

Gestosc prawdopodobienstwa:
1
1 r<_(f1+f2)) l fi— -+,
=y 2 Ly
’ Iﬂ(zzfﬁ)1f<52fé) ’

i(F)

oo fr=o0f1=2.3 18

0.7

I_[III|IIII TTTI

5
0.6 5
. g
i
i

[ITTL

-

0.5
0.4
0.2

0.15¢

= -
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Test rownosci wariancji (test F-Fishera)

Mozna dowies¢, ze dla f2 >2:

f

E(F)=
f2_2
GranicaF‘a:
2
S
P(5>F')=a
Sy
F'=F  tokwantyl rozkladu F.
2 2
S S
P(5<F')=P(5<F, J)=1-«
Sy S

- Jedli przy weryfikacji hipotezy otrzymaliSmy wartos¢ ilorazu wariancji wyzsza niznizF'. =F

. 2 2 : : : .
- Hipoteza: o[> 0, prawdziwa dla poziomu istotnosci a.

- Wartosci F'  =F  sq stabelaryzowane.



Test rownosci wariancji (test F-Fishera)

- Na ogot uzywa sie testu dwustronnego:

iloraz wariancji znajduje si¢ pomigdzy dwiema wartosciami granicznymi F" ' oraz F" :

2 2

S 1 S
P(2>F"J)=>a  P(Z<F' )=tq

S5 2 S5 2

- Poniewaz F jest ilorazem to:
2

2
S S) o
_;<F”'(x<f1,f2) _2>F a(fZ,fl)
S, 51

- Pierwszy argument odpowiada: ilosci stopni swobody dla rozkladu drugiego,

drugi argument: ilosci stopni swobody dla rozkladu pierwszego.
2 2
51 » 1 52 » 1
P(_2>F (X(fl’fZ)):EO( P(_2>F a(f2,f1)):§0(
Sy S1

- Z wartosci tablicowych — F | >1 dla wszystkich rozsadnych wielkosci a.

20

- Weryfikowac nalezy tylko hipoteze:
2

S
S—§’>f1_a/z(fg,fk) 5;> S,
k

- Nierownos¢ spelniona — hipoteze odrzucamy.
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Test rownosci wariancji (test F-Fishera) - przyklad

Za pomocg dwoch przyrzadow zmierzono odlegtosc (100cm):

Numer pomiaru Przyrzad 1 Przyrzad 2
1 100 97

2 101 102

3 103 103

4 98 96

5 97 100

6 98 101

7 102 100

8 101

9 99

10 101

Wartosc srednia 100 99.8

NDF 9 6
Wariancja 34/9 = 3.7 39/6 = 6.5
F=6.5/3.7=1.8

F'’ '0.1(6,9) =F0.95(6,9)=3.37 1.8<3.37

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy



Test Studenta. Poréownanie wartosci srednich

- Zmienna losowa o rozkladzie normalnym.
- Pobierana proba o liczebnosci N oraz znanej wartosci Sredniej.

- Wariancja zmiennej losowej:

- Dla dostatecznie duzych prob: wartosc srednia z proby (na mocy centralnego twierdzenia granicznego)

ma rozklad normalny § © ( 5{) ).
X—X

o (%)

- Zmienna: Y = opisuje standardowy rozktad Gaussa.

- Na ogot wartos¢ odchylenia standardowego nieznana. Estymator wariancji:

1 N
2 —
SX N 11 1(X X)

N
S 2 (-

- Pytanie: Jak bardzo wielkoS¢ znormalizowana bedzie odbiegac od standardowego rozkladu normalnego,

jesli odchylenie standardowe zastgpic pierwiastkiem kwadratowym z estymatora wariancji?

: : , . e 35 .
Jako, ze zawsze mozna przesungC poczatek ukladu wspotrzednych, to mozliwe jest zawsze uzyskanie
x=0



Test Studenta. Porownanie wartosci srednich

Rozwazmy zmienna:
X XVN

S S

X X

Poniewaz wielkosé (N —1) s> ={ s- ma rozktad X o licznie stopni swobody f= N-1:

_XINAf
X
F(t):P(t<t):P(y<\/§\/?<t)
Mozna dowies¢, ze: ,
[((f+1)) « 2 1
F(t)=—:* [+ 2" g
G VeVf
1
I(5(f+1)) 2 1
fl6)=—7 (1+5y 2"
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Test Studenta. Porownanie wartosci srednich

f(t)
=

0.15

0.1

0.05




Test Studenta. Porownanie wartosci srednich

- Rozwazmy zmienna:
P(Jt|<t)=2F(|¢])-

- Wartosci graniczne odpowiadajqce danemu poziomowi istotnosci:
| A—
J1f dt_' 1 u) tcf_t 1

- Kwantyle sg stabelaryzowane.

ZASTOSOWANIE:

- Hipoteza: wartoS¢ oczekiwana z populacji majacej rozktad normalny rowna jest L.

- Pobieramy probe o liczebnosci N, wartosci oczekiwanej oraz wariancji (policzonych).

- Jesli przy zadanym poziomie istotnosci zachodzi warunek:

|t|='x_f'm>t'u=t 1

11—
2

X

- To hipoteze odrzucamy (test dwustronny).

|x+L|\/_

X

>t =t o (test jednostronny).

38



Uogolnienie testu Studenta (poréwnanie w. Srednich)

- Pobieramy proby o liczebnosci N1 oraz N2 z 2 populacji X oraz Y.

- Hipoteza: rownosc wartosci srednich: X=y
-Z CTG - ze wartosci Srednie majq rozklad normalny.
- Wariancje: , 1 0, 1
O \X)——0 (X 0} —— 0
(X) N (x) (¥) N (¥)

- Estymatory wariancji:

1 N, 1 N,
2 —\2 2 —\2
Sy = (x;,—X) $y= (y;—y)
Nl(Nl_l)j; ! g N2<N2_1)j§1 !

A=X— y Ma rozklad zblizony do rozkladu normalnego.

o’(A)=0"(%)+0°(y)

- Jedli hipoteza jest prawdziwa tg\ = ( Podlega rozkladowi normalnemu:

o(A)

- Hipoteza zaklada (na ogot), ze wartosci Srednie zostaly uzyskane z tej samej populacji,

czyli obie wariancje sg identyczne.
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Uogolnienie testu Studenta (poréwnanie w. Srednich)

_Estymator:sz_(Nl_l)si_i_(Nz_ )S?v
(N1_1)+( 2 )
s s° > o N +N, ,
Sx— 7 S —— S\=S8,+tS8,=
Nl g Nz g N1N2

- Mozna udowodni¢, ze:

Als, Podlega rozkladowi Studenta z liczbg stopni swobody: f = N1 + N2 -2.

- Rownosc wartosci Srednich mozna zweryfikowac tzw. testem roznic Studenta.
- Powyzsza wielkosc¢ liczona na podstawie wynikow dwoch prob. Jej wartos¢ bezwgledna
poréwnujemy z kwantylem rozkladu Studenta o liczbie stopni swobody f = N1 + N2 -2 dla

zadanego poziomu istotnosci a. Jesli zachodzi nierownosc:

- Hipoteze o rownosci wartosci Srednich nalezy odrzucic.
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Test rownosci wartosci Srednich (test Studenta) - przykiad

Wyniki pomiarow stezenia

A B
kwasu neuraminowego 21 16
w czerwonych ciatkach ig gg
w krwi pacjentow zmartych ;g 12
. 17 19
wskutek pewnej choroby 18 19
(kolumna A) i dla grupy gi
poréwnawczej pacjentow ig
zdrowych (kolumna B). 12
23
_ 22
Al=lx=y|=1.3 24
5 155§+65§ Nl,: 16. N2,27 .
s = 1 =9.15 w. $rednia = 20.3 w. $rednia = 19.0
Wariancja = 171.8/15  Wariancja = 20/6
2_ 23 o
S\———S5 =1.88
112
x=5 ty w=2.08
f=21 1.88<2.08 Materiat doSwiadczalny

Nie jest wystarczajacy. 4



Test X’ z maksymalna liczba stopni swobody

- N pomiarow g:i= 1,2, ..., N wraz z bledami o.

- Wartosc g jest wynikiem pomiaru prawdziwej, nieznanej wielkosci h..
=8 + E.

- € to wielkos¢ losowa o rozktadzie normalnym o m = 0 oraz ..

- Weryfikowana hipoteza: okresla wartosci h. Zaktadamy, ze h = { oraz i=1, 2,.,N.

- . . N gi—fi
- Jesli hipoteza jest prawdziwa, to wszystkie wielkosci u,=—— i=1,2,...,N

O.
beda miaty rozklad Gaussa. l
- Wielkosc¢:
gl ] . 2 .
T= Z Z Podlega rozkladowi X* o N stopniach swobody.

- Hlpoteza fa}szywa - poszczegolne wartosci u_ przyjmujq duze wartosci.

- Hipoteza odrzucona — dla zadanego poziomu istotnosci a spetniona jest zaleznoS¢J > X i_a

2
Xl—(x

- kwantyl rozkladu X* o N stopniach swobody.
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Test X* z mniejszq liczba stopni swobody

- Zalozmy, ze wielkoS¢ g (przedmiot pomiaru) tot funkcja niezaleznej zmiennej kontrolowanej t,
(ktorej wartoS¢ znamy g = g(t) ).

- Poszczegolne pomiary g odpowiadajq pewnym wartosciom t..
h. = h(t).

- Najprostszy przypadek hipotezy, kiedy: f(t) = h(t) = at + b.

- Hipoteza moze okresSla¢ wartosci liczbowe parametrow a, b.

- Znamy wtedy wszystkie wartosci f, kiedy f = h.

- Hipoteza prawdziwa — wielkosc T podlega rozktadowi X o N stopniach swobody.

- Hipoteza zaklada istnienie zwigzku liniowego, pomiedzy zmienng kontrolowang, a zmienng h -
— parametry a oraz b sa nieznane. Budowane sg ich estymatory: (bedace funkcjami zmierzonych
wartosci g oraz ich btedow o).

- Hipoteza: h.=h(t,)=f,=at,+b

- Estymatory (funkcje zmierzonych wartosSci), nie zawsze sq unormowane oraz niezalezne.

- W celu wyznaczenia wartosci estymatorow wprowadza sie 2 rownania wiezow, i3

- NDF ulega zmniejszeniu do N-2.



Test X* i do$wiadczalny rozklad gestosci

- Zakladamy istnienie dystrybuanty F(x) odpowiadajacej gestoSci prawdopodobienstwa f(x).
- Zakres zmiennosci zmiennej losowej x dzielimy na r przedzialow: }gl S X s &
- Poprzez caltkowanie f(x) w poszczegolnych przedzialach dostajemy prawdopodoblenstwo

zaobserwowania zmiennej w danym przedziale: p,=P (X€E€E,) f f(x)dx Z p.=1

- Z pobranej proby o liczebnosSci n oznaczamy przez n liczbe takich elementéw préby, jakie znalazly sie
r 1

w danym przedziale. Zachodzi relacja: Z n.=n
i=1
- Na podstawie hipotezy dot. gestosci prawdopodobienstwa: n. = np..

- Przedmiot weryfikacji: hipoteza zaktadajqca, Ze dla duzych wartosci liczb n, ich wariancja wynosi n oraz,

1

. 2 (n o npl )

ze rozklad u mozna przyblizy¢ rozktadem Gaussa. U, =

i B 5 ni

- Stuszne jest: o= (n,—np,) r ,
1
np,; r (n,—np,)
2 _ 2__i=1
- Suma kwadratow: X = Z Ui = n
i=1 Di

- Jesli przyjeta hipoteza jest prawdziwa, to, Ze statystyka X* ma (dla duzych n) rozklad X* .
- Zmienne nie s niezalezne, NDF = r-1.

- Jesli dosSwiadczenie pozwala wyznaczy¢ p parametréw, to NDF zmniejsza siedof=r-1 - p. 44



Test X* i dopasowanie rozkladu Poissona

W oddzialywaniach fotonow z protonami, wodorowa komora pecherzykowa naswietlona zostata wiazka
fotonow o wielkiej energii. Fotony konwertuja w pary e+e-. CzestoSC wystepowania zdje¢ z 0, 1, 2, parami
e+e- powinna podlegac rozkladowi Poissona.

Estymator o najwiekszej
wiarygodnosci parametru

z rozkladu Poissona:
Z kn,
_ _k
Z n,
k

~

A =2.33

Liczba stopni swobody:
N=r-1
r=8,p=1)

Dla poziomu istotnosci a = 1%
Otrzymujemy z tabeli X, oo =16.81

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
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Test X* i dopasowanie rozkladu Poissona

¥2/ ndt
scale

399.3/6
344.2+ 21.3
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KONIEC WYKLADU 9
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