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POBIERANIE PROBY

(z rozkladow czastkowych)



Pobieranie proby z rozkladéow czastkowych

Populacje G dzielimy na pod-populacje: G , G, ..., G.
Wielkosc x opisana gestosciami z pod-populacji: £ (x), { (x), ..., £(X).

Dystrybuanty:
f f(x)dx=P(x<x|xeG,)

charakter prawdopodobienstw warunkowych

(x musi naleze¢ do odpowiedniej pod-populacji).

Prawdopodobienstwo calkowite:

t
F(x)=P(x<x|xeG)=), P(x<x|xeG,)P(x€G,)
1

t
)= P(x€G,) F,.(x)
1

Gestosc¢ prawdopodobienstwa:

:; P<X€Gi> fi<x>



Pobieranie proby z rozkladow czastkowych

Niech:

P(x€G,)=p,
=] xf(x)dx=2, piJ xfi(x)dx

t
¥=) pR
i=1

Wartos¢ oczekiwana z populacji jest Srednig z wartosci oczekiwanych z poszczegélnym

pod-populacji mnozonych przez ich prawdopodobienstwa.

Wariancja:

o*(x)= [ (x=%) f(x)dx= [ (x=52 p, f.(x

0'2<X):Z D; ,n H(x—%)+(X, _X)} (; dx o prowadzi do:

I
g
8
I
8

i< 1 —3°
2 . * A A A2
o’ (x)=2 p, | {(x=%)+(2,=%)}" f(x)dx
i=1 — o0
(zmienne niezalezne, wiec znikajg kowariancje) Wariancja ($rednia wazona z wariancji dla pod-
t populacji i wariancji wartosci Sredniej z podpopulacji
2 — 2 v )2 > s s 2 . . .
0] ( X) — Z P; {0' ST ( X;— X) } wzgledem wartosci Sredniej z populacji 4
i=1




Pobieranie proby z rozkladow czastkowych

Kazdej spod-populacji wyodrebniamy probke o liczebnosci n..
t

Z n;=n
i=1
Srednia arytmetyczna (z calej préby):

t n; t
S EDIDWELD IR,
p n ij n < ivi

i=1 j=1

Wartosc oczekiwana i wariancja:




Pobieranie proby z rozkladow czastkowych

Srednia arytmetyczna nie moze by¢ estymatorem wartosci $redniej z populacji

(zalezy od dowolnego wyboru liczebnosci poszczegolnych pod-populaciji).
n;

Jednak, kiedy spelniony jest warunek: p,=—
n

Wartos¢ Srednia moze byc estymowana poprzez wartosci Srednie poszczegdlnych préb wewnatrz

t
X:Z PiX;
i=1

pod-populacji:

Zgodnie z prawem propagacji niepewnosci:

Optymalny wybor wielkosci proby wewnatrz pod-populacji:
np;o,;

Z(pio_i>

i=1

n.=

1




POBIERANIE PROBY
ZE SKONCZONEJ ’
POPULACJI BEZ UZUPELNIEN



Pobieranie proby ze skonczonej populacji bez uzupeknien.

- Populacja N-elementowa: y , y ..., y...

- Pobierana proba n o elementach: X 5 X yeeny X .

- Jednakowe prawdopodoblenstwo wybrama jakiegokolwiek elementu populacji:

E(y)=y=y=— Zyj

- Srednia arytmetyczna z populacji ze skonczona liczba elementéw nie jest zmienna losowa!

N
- Wariancja: o—
T1- N JZ

2 E , 1,%
o Zyj WZ)’J

j=1 j=

—_



Odchylenie Srednie kwadratowe, stopnie swobody

2
Suma kwadratow: Z y j y)
- Populacja nie jest oéramczona jej elementy moga przyjmowac dowolne wartosci.
- Pierwszy skladnik powyzszej sumy moze przyjac dowolng wartosc¢, drugi, trzeci, ... (N-1) podobnie.

- Ostatni (N — ty ) skladnik jest jednak ograniczony:
N

Z (yj'_)_’>2:0

j=1
Liczna stopni swobody (ang. NDF — Number of Degrees of Freedom)

dla sumy kwadratow wynosi N-1

N

1
o (y)=m—7 2 (y;= )
j=1

Suma kwadratéw dzielona przez liczbe stopni swobody jest sSrednia kwadratowa lub
odchyleniem srednim kwadratowym.
Pierwiastek kwadratowy z tego wyrazenia jest pierwiastkiem ze sredniego odchylenia

kwadratowego (ang. RMS — Root Mean Square).

RMs:My):o(y):JﬁZl(y -




Pobieranie proby ze skonczonej populacji bez uzupehien — c.d

- Element proby x. nalezy do pod-populacji y;

- Prawdopodobienstwo, Ze element y, stanie si¢ elementem proby x: P=—

1

- Wartos$¢ oczekiwana:F = —

1

- Jesli jeden element z proby zostat juz pobrany, prawdopodobienstwo wybrania kolejnegop — ——

N—-1

- Prawdopodobienstwo wybrania 2 elementow: P =

N(N-1)

- Wartosc¢ oczekiwana pierwszego elementu z proby:

N
1
1 N Z Pierwszy element proby nie jest wyrozniony,

tyle samo wynosi wartos¢ oczekiwana kazdego innego elementu proby.
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Pobieranie proby ze skonczonej populacji bez uzupehien — c.d

- Wartos¢ oczekiwana sredniej arytmetycznej wszystkich elementow proby:
N
| _
E(x)=1 Y E(x)=y
j=1

(Mozna udowodnic, ze) Srednia arytmetyczna jest nieobcigzonym estymatorem dla

wartosci Sredniej z populacji.

=

- Wariancja z proby: 5>2<: 1 7 Z (xl.—X)2
n—1i=;

- Mozna udowodnic: E ( 52

- Wariancja z proby jest nieobcigzonym estymatorem wariancji z populacji.

11



POBIERANIE PROBY
7Z ROZKEADU
NORMALNEGO

ROZKLAD X°



Pobieranie proby z rozkladu normalnego. Rozklad X°.

Pobieramy probe o elementach: X 3 X yees X .

n

2

n

Tworzymy sume kwadratow: x* = x *+x * + ... + X

Mozna dowiesc, ze wielkosSc¢ ta ma dystrybuante:

XZ
1 A—1 _—1/2u
F(X)=———— ] u""e du _
n — ilos¢ stopni swobody
k=t
[(\)2

Gestosc¢ prawdopodobienstwa:

f(Xz):k(X2>>\—1e—1/2X2
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Pobieranie préby z rozkladu normalnego. Rozklad X°.

Mozna dowies¢, ze:

Suma dwéch réznvch rozkladéw X? o odpowiednio n oraz n stopniach swobody jest
suma dwoch roznych rozkiadow A" 0 odpowiednio n ,-Stopniach swobody jest

rozkladem X* o licznie stopni swobodyn=n +n.

A takze:
E(x))=2A=n
2

E{(x2)2}24?\2+4?\:4((g) +%)
o’ (x°)=4N=2n

14



Rozklad X*

f(Chi2)

f

n=1, 2 ,...
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Rozklad X*

Rozklad X* ma szerokie zastosowanie, a w szczeg6lnosci jako miara ufnosci uzyskanego wyniku.
Im mniejsza jego wartosS¢, tym pozornie stuszniejszy jest wynik (wartos¢ zdefiniowana jako suma

kwadratow odchylen poszczegdlnych elementow proby od wartosci Sredniej populaciji).

Dystrybuanta okresla prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa X’ nie przekroczy okreslonej

Wartosci X°.
F(X*)=P(x°<X?)
W zastosowaniach praktycznych uzywa sie jej jako miary zaufania do wyniku wielkoSci:

W(X*)=1-F(X?)

W(X?) to poziom ufnosci.

Funkcja odwrotna do dystrybuanty okresla kwantyle rozkladu X* (uzywa do testowania hipotez,

dla okreSlenia granic X*, wewnatrz ktorych dana hipoteza moze by¢ przyjeta jako prawdziwa):

X2=X*(F)=X*(1-W)

16



Rozklad X*

Dotychczasowe rozwazania dotyczyty sytuacji, kiedy populacja jest opisana standardowym

rozkladem normalnym. Kiedy mamy do czynienia z rozkladem w postaci ogolnej:

2 (x,—a)’+(x,—a)’+..+(x,—a)’

2
)
A jesli poszczego6lne zmienne majg swoje wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe:

XZZ(Xl_Zal>2+(X2_2az>2+...—|—<Xn_zan)2
04 0, 0,

n—1 »
Mozna udowodni¢, ze zmienna losowa >— S ma rozktad X* z f = n-1 stopniami swobody

(s jest estymatorem wariancji).

$=—L[(x,= X+ (x,= Xt (x,~ %))
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POBIERANIE PROBY
Z ODLICZANIEM



Pobieranie proby z odliczaniem. Probki

Losowane jest n-elementow z populacji, sprawdzamy, czy czy sq obdarzone cechg
charakterystyczng. Zatrzymujemy tylko k-elementow, ktore wykazujq te ceche. n-k elementow
odrzucamy.

Jest to pobieranie proby, ktorej elementy podlegaja rozkladowi dwumianowemu.

Parametry p, q odpowiadajg odpowiednio prawdopodobienstwu wystapienia tej cechy lub nie.

Estymator parametru p: S(p)= %

Wariancja: a*(S(p))= P(ln_ p)
Estymator wariancji: (S ( p)):% % (1— % )
Niepewnos¢: Ak:\/sz(S(np)):\/k(l—%)

Niepewnosc ten zalezy jedynie od liczebnosci probki, tzn, ze jest niepewnoscig_statystyczna.
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Pobieranie préby z odliczaniem. Probki

Rozwazmy przypadek kiedy k<<n.

Zdefiniujmy parametr A= np.

Estymator: S(A)=S(np)=k
AN=Vk
Czasami podaje sie: A k=vk

Trzeba jednak pamietac, ze stwierdzenie, ze niepewnosSc¢ statystyczna liczby odliczen jest rowna
pierwiastkowi kwadratowemu z liczby zliczen ma zastosowanie tylko wtedy, kiedy k<<n

Przyjrzyjmy sie blizej interpretacji: AN= \/?

1) liczba k nie jest mala (np. k>20). Rozklad Poissona przechodzi w rozklad Gaussa o wartosci
sredniej oraz wariancji rownej A. Zmienna skokowa jest zastgpiona zmienna typu cigglego.

Gestos¢ prawdopodobienstwa jest wiec opisana wzorem:

f(x,\)=—

20



Pobieranie préby z odliczaniem. Probki

1 (x—2A)°
o exp |~

Przy pomocy gestosci prawdopodobienstwa mozliwe jest zdefiniowanie granic przedziatu ufnosci
przy zadanym poziomie ufnosci: B=1—«

P(A, <A< ))=1-«

f(x,N)=

Prawdopodobienstwo wystgpienia prawdziwej wartosci A wewnatrz przedziatu ograniczonego
wartosciami A )\p jest rowne poziomowi ufnosci 1 — a.

Mozna dowiesc, ze:

P(x<kP=X,)=1-3

o k=1,
5 =Wl : )}\
X —
P(x>klaA=A, )=1——= 1% o =)
2 0]
\p, dystrybuanta r. normalnego
p , 68.3
odczas, gdy:

11— =——— =k +
X 100 A=k+Vk

21
Wzor ten okre$la granice przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci 68.3%.



Pobieranie préby z odliczaniem. Probki

2) liczba k jest mata, rozkladu Poissona nie mozna przyblizy¢ rozkladem Gaussa.

. . X
P(x<ki\=h,)=1-2
P(x>k|?\:?\m):1—%
Gestoscig prawdopodobienstwa jest:
=N
f(n:?\>_n! e
Mozna dowiesc, ze:
X
EZF(k+1’?\p)
1—5:F(k;?\m)
2
k—1
F(k;N=2 f(n;N)=P(k<k)
n=0

F jest dystrybuanta rozkladu Poissona.

Aby wyznaczy¢ A 7\p nalezy rozwigzac powyzsze rownania (obliczy¢ funkcje odwrotna do

rozkladu Poissona przy ustalonym k i zadanym prawdopodobienstwie P (tu: a/2 i 1 — o/2))



Probki z tlem

Jest wiele doswiadczen, kiedy rejestrowane sq dwa (lub wiecej) sygnatow (np. przypadki sygnatu
oraz przypadki tla).

Wartosci oczekiwane liczb zdarzen w danym doswiadczeniu maja rozklad Poissona

z parametrem A =A +A .
Celem doswiadczenia jest wyznaczenie ?\s (wiec ?\t trzeba znaC wczesniej).

Rozumowanie, Ze nalezy skorzystac z metody przedstawione na poprzednich transparencjach

prowadzi do bltednych wynikow.

Prawdopodobienstwo zaobserwowania n zdarzen (n =n_+n):
1

f (NN =—e N+

n.

Prawdopodobienstwa zaobserwowania sygnatu oraz tla:

23



Probki z tlem

Wiemy, ze przy liczbie k zanotowanych przypadkow, tlo nie moze tej liczby przewyzszac.

~ (*)
2, f(n;N)
n,=0
n;\+A\
fr(n;?\t+?\s): f;{( t S)
2, f(nsA)
n,=0
Granice przedziatu\, <A <A na poziomie ufnosci 1—x
X ' .
E:F (k+1;7,+2Q,)
1—-2=F"(k;\,,+\,)
2
k—1
F'(k;NA4N)=D, f'(n;N+\)=P(k<k)

n=0

F' to dystrybuanta odpowiadajgca znormalizowane] gestosci prawdopodobienstwa (*).

24



KONIEC WYKEADU 7 (8)
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