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WIELOWYMIAROWY
ROZKEAD NORMALNY



Wielowymiarowy rozklad normalny

Wektor zmiennych losowych: X =(x 1, Xp e s X n)

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu normalnego:
1 1

b(x)=kexp(~—(x—a)' B(x—a)|=kexp[~g(x)|

a to n-wymiarowy wektor wartosci oczekiwanych.
: PP T
Mozna dowie$é, ze  E{(x—a)(x—a) |B=1I

czyli:. C=RB"! C jest macierzaq kowariancji.

Zmienne 2- wymiarowych:

C—p e cri cov (X, X,)
cov (X, X,) o
B— 1 03 —cov (x, X,)

2 2 2
o,05—cov (X, X,)" | —cov(x; X,) o



Wielowymiarowy rozklad normalny

L0
Dla znikajacych kowariancji: Bo: Oy .
0 =
0,
1 (x,—a)’ 1 (x,—a,)
<|><X1,X2)=kexp{—§ — }exp{—z =
O'1 0‘2
. X.—d.
Zmienne losowe zredukowane: y —=— 1
I O_i
) : y (x, x,)
Wspolczynnik korelacji: p =cov — =cov(u, u,)
0,0, ’
_ 1 r . 1
<I>(u1,u2)—kexp{—§u Bu}—kexp{—zg(u)}
B= 1 > 1 —P
1—-p°|—p 1




Wielowymiarowy rozklad normalny

(X1_a1>2 X1—d; X,—d, (X2—02)2

Rownanie elipsy o srodkuw a ia: —2p +

2
o 0, .

Osie glowne elipsy tworzg kat o z osiami x, oraz x,.

2p0, 0
tg2o=—; : 22
0,70,
Polosie elipsy:
2 2 2
> o;05(1—p°)
P=

2 2 . 2 . 2
0,08 X—2p0,0,SINXCOSR+0;SIN" X

o7 05(1—p?%)

2_
b= : 2 2
0,SIN"X—2p0,0,SINXRCOSK+0;COS™ X

Elipsa o takich parametrach to elipsa kowariancji (dla 2D rozkladu normalnego).






0.75
0.0

cov(x,y)

m

m

(A*x)y




Wielowymiarowy rozklad normalny

Linie stalego prawdopodobienstwa to elipsy (wzajemnie koncentryczne, lezqa wewnatrz

lub na zewnatrz elipsy kowariancji).

W rozkladzie bledow dla zmiennej 1D, (przy obszarze calkowania)g —o <x<a+0o ,

(niezaleznie od wielkosci o) byla stala wartoesc.

Dla zmiennej 2D, nalezy uwzglednic wartosci: 0,0,p

(nie prostokat)

A

X, Zmienne 3D —
o, /7 elipsoida kowariancji.
an
| 0, | Zmiennych nD -
O
hiperelipsoida w przestrzeni n-wymiarowej.

<y



Wielowymiarowy rozklad normalny

Elipsoida kowariancji - hiperpowierzchnia w przestrzeni n-wymiarowej o rownaniu g(x) = 1.
Dla innych wartosci g(x) = const - inne elipsoidy (wewnatrz - g<1 lub na zewnatrz - g>1

elipsoidy kowariancji.

Mozna wykazaé, ze je$li x ma rozktad normalny, to g(x) ma rozklad x* o n stopniach swobody.

Prawdopodobienstwo wystgpienia wartosci wektora x wewnatrz elipsoidy g = const:

iy »_ g
W_{f(X in)d X*=P (5. 7)

P to niepelna funkcja Gamma.

Dla elipsoidy kowariancji:

n 1
W =P (—,—=

Dla matych n:
W, =0.68269; W =0.39347; W_ = 0.19875;

W, =0.09020; W_=0.03734; W_=0.01439;



Wielowymiarowy rozklad normalny

Aby wyznaczyc¢ obszary, dla roznych n o tym samym prawdopodobienstwie:
- ustalamy wartos¢ W
- obliczy¢ odpowiadajacqa mu wartosSc g.

- g staje sie kwantylem z prawdopodobieristwem w rozkladzie X’ o n stopniach swobody. g= X%v ( n)

Elipsoida odpowiadajgca wartosci g, Ze zawiera wektor x z prawdopodobienstwem W - elipsoida ufnosci.

W=0.9 - wektor x lezy wewnatrz elipsoidy ufnosci z prawdopodobienstwem 90%.

Wariancje, odchylenia standardowe w przypadku N-wymiarowym.

Prawdopodobienistwo uzyskania wartosci zmiennej losowej x. z przedzialua — o <x <a + ¢

nie zalezy od liczby zmiennych n, (jak w przypadku zmiennej 1D) 68.3%.

Stuszne tylko wtedy, gdy nie wystepuja dodatkowe ograniczenia na przybierane wartosci.
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SPLOTY ROZKEADOW
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Sploty rozkiadow

Przyklad: rozklad katow emisji czastek wtornych w rozpadach czastek elementarnych.
(do wyznaczenia wtasnosci czgstek, np. spinu).
Kat rozpadu = kat emisji + blad pomiaru (2 zmienne losowe, kat emisji — przypadkowy)

Kat rozpadu (rozklad) to splot (dwoch) innych rozkladow.

Pierwotne wielkoSci: zmienne x, y, suma: u =x +y
Niezaleznos¢ zmiennych: f(x, y) = { (x) fy(y).

Dystrybuanta zmiennej u: F(u) = P(u <u) = P(x + y <u)

Mozliwe jest jej wyznaczenie poprzez catkowanie catkowanie funkcji f(x, y).

Ay

A X
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Sploty rozkiadow

w=f [ £.x)f,(y)dxdy= J”f (x)dx [ f,(y)dy=[ f,(»)
Gestos¢ prawdopodobienstwa:
= [0 (= xde= [ 1,00 7 (=)

— 00

dy_f f.(x)dx

Wzor stluszny nawet wtedy, gdy zmienne x, y okreslone tylko w pewnym obszarze,

(zmieniajq sie granice catkowania - zawezajq sie).
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Sploty rozkladow jednostajnych

f (x)=1x€[0,1] f,(y)=1y€[0,1]
fw=] flu=x)dx v=u—x dv=—dx

frw)=] f,(v)dv=] dv=u

| Rozklad jednostajny |

1 1 T
08 08 08 :_
0.6 0.6 “-5:_
0.4 0.4 0-4:—
0.2 0.2 0.2:—

ﬂ _I

III|III|III|III|III
ul] 0.2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
X

| Rozklad jednostajny |

III|III|III|III|III
ul] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
¥

f,(v)dv= f dv=2—u

| Splot 2 rozkladow jednostajnych |

PN T T T T I Y IO IO
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
u
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Sploty rozkladow

Splot dwoch rozkladow normalnych — dodawanie bltedow w kwadratach.

Splot 2 rozkladow normalnych o wartoSciach oczekiwanych 0 oraz odchyleniach

standardowych O ,,0, jest rozkladem normalnym:

2

f(u)zmexpzqz o’=0;+0,

Wartosci oczekiwane oraz wariancje dodaja sie

(odchylenia standardowe dodaja sie w kwadratach).

| Rozklad Gaussa(2,1) | h1 | Rozklad Gaussa(-1,2) | h2 | Splot 2 rozkladow Gaussa | h3
Entries 1000000 Entries 1000000 Entries 1000000
80000 — Mean 2 o Mean -1.002 C Mean 0.9978
c RMS 1.001 40000¢ RMS 2.001 35000 — RMS 2.239
70000 # I ndf 31.54/ 45 35000F- ¥/ ndt 75.68 /88 = ¥/ ndt 114.5/ 95
C Constant 7.962e+04 + 98 e Constant 3.985e+04 + 49 30000 — Constant  3.561e+04 + 44
E Mean 2+ 0.0 £ Mean -1.002 £ 0.002 F Mean 0.9981+ 0.0022
60000 Sigma  1.002+ 0.001 30000 Sigma 2002+ 0.001 25000 Sigma 2244 0.00
50000 25000 E
= c 20000
40000 20000 B
= s 15000
30000 — 15000 C
20000 10000 10000
10000~ 5000 5000 —
c c :|||"' P T I T T T A il
%% %% 10 %% 6 -4 -2 0 2 4 6 8 30

X y u



POBIERANIE PROBY
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Pobieranie proby

Nieznany rozklad prawdopodobienstwa?

Jego aproksymacja — rozkiad czestosci (otrzymany doSwiadczalnie).

Proba - skonczony zespot doswiadczen wykonywanych w celu okresSlenia ksztattu rozkladu.

Otrzymywana ze zbioru elementow skladajacego sie np. ze zbioru wszystkich mozliwych

do wyobrazenia dosSwiadczen i przypadkow okreslonego typu.

Zbidr ten jest nieskonczony, — populacja generalna.

Proba ma n elementow — proba n-wymiarowa.

Rozklad zmiennej losowej x okreslony przez gestos¢ prawdopodobienstwa f(x).

Szukamy wartosci zmiennej x (uzyskane poprzez 1 poszczegolnych elementow proby).
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Pobieranie proby

(1) (1) (1)

1. proba: X1 Xy e, X))
; 3 (j) () (J)
jopréba XU X
() L) (1)
l. proba: X1 5 Xy 5oy X

Wyniki grupowane w n-wymiarowe wektory przestrzeni prob:

XD =(xU) XUy

Rozklad gestosci prawdopodobienstwa:

g(x)=g(x, x,...,x,)



Pobieranie proby

Pobieranie proby losowe:

(a) poszczegolne zmienne losowe muszg byC niezalezne

g(x)=g,(x,)g,(x,)...9,(x,)

(b) poszczegolne rozklady musza by¢ jednakowe i identyczne z rozkladem gestosci

dla populacji.
g,(x,)=9,(x,)=...=g,(x,)

W rzeczywistym procesie pobierania proby niezwykle trudno jest zachowac pelng losowosc.

Wszystkie n elementow proby porzadkujemy w kolejnosci niemalejacej,
W (x)=n./n dystrybuanta empiryczna.
n X
- funkcja schodkowa, zwieksza sie o 1/n;
- przyblizenie dystrybuanty,
- dazy do tej dystrybuanty <=> n bardzo duze, (n -> inf).

19



Pobieranie proby

Statystyka - funkcja elementow.

Wartosc srednia z proby (Srednia arytmetyczna z proby):

_ 1
X:E<X1+X2+"'+X”)

Przy znanej postaci matematycznej gestosci prawdopodobienstwa dla populacji,

gdy trzeba wyznaczy¢ z populacji warto$¢ parametru (-0w):

Rozpad promieniotworczy (liczba rozpadajacych sie jader w przedziale czasowym (0, t)):
N,=N,(1—exp—At)

A wyznaczony na podstawie skonczonej proby (mierzac skonczong liczbe r. promieniotworczych).

Wynik nie moze by¢ dokladny (ograniczong liczebnoSc proby).

Parametry sq wiec estymowane.

Estymowana wartoS¢ otrzymywana za pomocg pobierania proby (jest wiec statystykg, estymatorem.

S=S(xy X, ..., X,)

20



Pobieranie proby

Estymator nieobcigzony: (niezaleznie od liczebnosci proby) jego wartos¢ oczekiwana jest rowna

wartosci estymowanego parametru (n dowolne).

E{S(x, X5 ...,X,)|=N\

Estymator zgodny: wariancja znika dla dowolnie duzej proby.

lim o (S)=0

n— oo

(Czasami podaje sie dolng granice wariancji dla estymatorow.
Jesli znajdziemy S , ktorego wariancja jest rowna tej granicy -
— to stosowanie go pozwala uzyska¢ maksymalng efektywnos$¢ w estymacji parametrow.

To estymator efektywny parametru A.
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Pobieranie proby z populacji typu cigglego

Wartosc srednia ze wszystkich elementow proby (Srednia arytmetyczna) to zmienng losowa.

Jej wartos¢ oczekiwana:

E{)‘(}Z%{E(Xl)nLE(xz)Jr...E(xn)} %

Jest ona rowna wartosci oczekiwanej zmiennej x.
Poniewaz powyzsza rownosc jest spetniona dla kazdego n, to jest to wartosc srednia
(Srednia arytmetyczna) to estymator nieobcigzony dla wartosci oczekiwanej zmiennej x

w populacji.

Funkcja charakterystyczna wartosci Sredniej:

@,(0)=lw, (0]'=(0, (L))

n

22




Pobieranie proby z populacji typu cigglego

Wariancja wartosci sredniej (Sredniej arytmetycznej):

o’(x)=E[x—E(x)'= B ((F= =

—%) |

n

o (X)==E{[(x,— %)+ (x,—X)+...+(x,— %)]]

Wszystkie elementy proby niezalezne, wszystkie kowariancje

E{(x,—x)(x,—%)|=0 i # j

2, yv_1 o
0" (x)==0"(x)
n
Wartosc srednia z proby to estymator zgodny wartosci oczekiwanej.



Pobieranie proby z populacji typu cigglego

Wariancja to nie zmienna losowa (nie mozna wyznaczy¢ doSwiadczalnie).

Wyznaczenie estymatora wariancji: (w pierwszym przyblizeniu:

srednia arytmetyczna odchylen kwadratowych od wartosci sredniej z proby):

S = {(x=X) +(x,= %) e (x,~ X))

Mozna dowies¢, ze:

E(S")= o’ (x)

S* to estymator obcigzony dla wariancji.

Estymator nieobcigzony wariancji:

SZZ%{(Xl_)_()2+(X2_X)2+"'+<Xn_)_<)2}

24



Pobieranie proby z populacji typu cigglego

Estymator wariancji wartosci Sredniej:

n

= L X —x)’
(X)—n<n_1>2( i~ X)

i=1

Blad wartosci sredniej z proby:

Ax= SZ(X)ZS(X)Z%S(X)

Wariancja wyrazenia:

2 2

% ) 2(n-1)

n—1
Blad wariancji z proby:

2
n—1

var (8°)=(

2 2
As =s

Estymator odchylenia standardowego proby 1 jego blad:

—s?=—1 —x)° s=——2>
s=s= VR et As= e




WIZUALIZACJA
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Przedstawianie préby w postaci graficznej

Zmierzona zostata 1000 razy grubosc¢ preta olowianego.
W jaki sposob przedstawic¢ wyniki pomiarow oraz wyznaczy¢ grubos¢ wraz z bledem?
1) Okreslamy przedziat zmiennosci grubosci x

2) Okreslamy na ile przedzialow o jednakowej grubosci go podzielimy

Grubosc preta h1
Entries 1000
= 1 . — 7 Mean Xx 10
(< - Mean y 0.5
S 0.9 BRMS x 0.02076
E = RMS y 0
Q08—
=+ —
0.7 ;—
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2 ;—
0.1 ;—
:I | | | | | I | | | I |
9

I| |
994 996 998 10 10.02 10.04 10.06 10.08 10.1
X [mm]

8.



Przedstawianie proby w postaci graficznej

# pomiarow

Grubosc preta h1
Entries 1000
_ Mean 10
50__ RMS 0.02076
- ¥2/ ndf 65.16 / 56
B Constant 36.31+1.53
- Mean 10+ 0.0
401 Sigma  0.02068 + 0.00058
30—
20—
10— | Grubosc preta h1
B Entries 1000
B = — Mean 10
ol T T N T N A R B ||||gﬁo__ RMS 0.02076
9.9 992 994 996 998 10 10.02 10.04 10.06 10.08 € L x2 | ndf 65.16 / 56
X[t & gyl Constant 36.31+ 1.53
* C Mean 10+0.0
- Sigma 0.02068 + 0.00058
40—
30
20
10—
1 4 A I T T N T N AU N T AN M A i
9.9 992 994 996 998 10 10.02 10.04 10.06 10.08 10.1

x [mm]




Przedstawianie proby w postaci graficznej

1l il

| Grubosc preta h1
Entries 1000
5400 - Mean 10
5 F RMS 0.02076
‘E350|— /\ 2/ ndf 5.041/5
2 C Constant 370.3 + 14.1
#*300— Mean 10+ 0.0
= Sigma 0.02144 + 0.00045
250 —
200 —
150 —
100 :_ /
50— { \
:I | | | L | | 1 | | | | | 1 1 | | | | | | 1 | | | | \."‘h——l— L | | ] |
89 o902 994 996 9.98 10 10.02 10.04 10.06 10.08 10.1
X [mm]
8
E I
4
2
.
89 992

i

h1
Entries 1000
Mean 10
RMS 0.02076
¥2 [ ndf 261.5 / 383
Constant 2.493 +0.126
Mean 10+ 0.0
Sigma 0.033 + 0.003

9.96 993

10

1002 10.04 10.06 10.08 10.1

X [mm]




KONIEC
WYKLADU 6
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