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ROZKLADY STATYSTYCZNE



Rozklad dwumianowy — Bernoulliego (schemat Bernoulliego)

- powtarzane n razy doswiadczenie A (w tych samych warunkach),
- mozliwe sg do uzyskania 2 wyniki.

- prawdopodobienstwo wyniku pierwszego — p

- prawdopodobienstwo wyniku drugiego — q = 1-p

-ptq =1

- podczas n préb, k razy uzyskany zostat wynik pierwszy

- n-k — ilos¢ prob z wynikiem drugim

Przyklad: Tablica Galtona

- n rzedow koleczkow,
- kuleczka moze przesungc sie w lewo

(z prawdopodobienstwem p = 0.5) lub

-w prawo (q=0.5). % 8
- przestrzen zdarzen elementarnych to E = L. + P. 0000

: . : : 00000
- tablica nachylona — prawdopodobienstwo przemieszczenia 0000000

sie kuleczki w lewo i w prawo sq rozne, ale p + q =1.



Rozklad dwumianowy — Bernoulliego (schemat Bernoulliego)

- kuleczka przesunie sie k razy w lewo oraz n-k w prawo.
- zdarzenia sq niezalezne,

- prawdopodobiefistwo:  p_ ( k ) ~ pk qn—k

- przesuniecia mogg zachodzi¢ w roznych konfiguracjach.
- 1 mozliwosSc¢ przesuniecia sie n razy w lewo (lub w prawo)

- podobna ilos$¢ przesuniec w lewo i prawo — bardziej prawdopodobna

/
- liczba konfiguracji: n.
k!(n—k)!
n.’ k n—k
- prawdopodobienstwo: k)=

- zmienna losowa x ma rozklad dwumianowy,
-jeslix=1{0,1, 2, ..,n}; n>=1

- prawdopodobienstwo (powyze)):

-0<p<1

-k=0,1,2, ...,n



Rozklad dwumianowy — Bernoulliego (schemat Bernoulliego)

- prawdopodobienistwo: pn(k):#ik)!pkqn‘k pel0,1] q=1-p
- k sukcesow w n niezaleznych probach (w identycznych warunkach)
- p — prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej probie

- = 1-p — prawdopodobienstwo porazki w pojedynczej probie

- wartosS¢ oczekiwana w pojedynczej probie:
E(x;)=1p+0g=p
- wariancja w pojedynczej probie:
var (x,)=E{(x;,—p)’|=(1-p)’p+(0-p)*q=pq
-wartoS¢ oczekiwana:
E(x)=np
-wariancja:

var (x)=npq
-odchylenie standardowe:

o (x)=V(var (x))=+(npq)



Przyklady z zycia codziennego rozkladu dwumianowego

_ n!
~ k!(n—k

k

p,(k) Y p‘q”

1) n-TIlosc osdb na 3 roku
p — prawdopodobienstwo zaliczenia KADD

k — iloS¢ osab, ktore zaliczyly

2) n - liczba urodzonych dzieci w 2014 roku
p — prawdopodobienstwo, ze urodzi sie dziewczynka (p = 1/2)

k — ilos¢ urodzonych dziewczynek

3) n- krotny rzut monetq
p- prawdopodobienstwo wyrzucenia orla (p = 1/2)

k — ilo$¢ wyrzuconych ortow

4) ...



Rozklad wielomianowy

- do uzyskania z mozliwych wynikow,
- kazdy o prawdopodobienstwie wystapienia p.

- przestrzen zdarzen elementarnych: E=A +A + .. +A

P(A)=p,

P(A) =p,

P(A)) =p, ,
p1+p2+,,_+p =1 Zpi:1

z i=1

n!

e S k=n
[T (k)™

1=

Z =2 — rozkiad dwumianowy.



Rozklad Poissona

- rozklad dwumianowy:

n! k n—k

pn(k)=k!(n_k)!p q

- przy zalozeniu, ze 1 — 20 oraz p — 0 iloczyn np ma by¢ staly i wynosi¢

n n! ?\k(l_%)n
W"_k’(n—k)! <E) A
(1 ;) W
K (1-=)
w,’:—ké n(n=1)(n—2)...(n—k+1) —"—
! (1-2)
LN A, 2 k+1, 1
Wk—p(l—;) (1—;)<1—E> (1—- - ) N
(1—;)
n ?\k N

A=np



Rozklad Poissona

A
f(k)= 1€
- unormowanie: n— oo

o0

o |k
S pk)=Y Lo
k=0 k=0 k,

- wartos$¢ oczekiwana:

?\ - 00
ke =2k

k=

f—

(k

A,
k!




Rozklad Poissona

var (k)=A(N+1)—N"=A

- odchylenie standardowe: o =+/var (k)= VA
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Rozklad Poissona

A
f(k>:F€ * E (k)= var (k)= o=+A
-sko$no$¢: uBZE{(k—IA()B}Z?\
. , . Rozklad Poissona
-wspolczynnik asymetrii: < 5
y=Hao N 1 “ 0.5
o3 A2 JA .
03—
0.25
o2 11
0.15- =
| e
01— ] _|_
. -
005 — |
— I—_
- — LI I_I:!_l_l_‘l_l_l—l;

—I1=1.0
—I1=2.0
1=3.0
—1=4.0
1=5.0
—1=6.0
1=7.0
1=8.0
—1=9.0
1=10.0

¢-_-P|_
o




Rozklad jednostajny

- gestoS¢ prawdopodobienstwa:

- dystrybuanta:

- wartos¢ oczekiwana:

- wariancja:

<V

[7 f(x)dx=c/? dx=c(b-a)=1
f<X):b a’
f(x)=0;x¢(a,b)

;X€(a,b)

F(x)=0;x<a
F(x)=57 /3 dx=15;
F(x)=1;x>=b

<V

(a,b)

_s_ 1 b _1 1 (42 .2\_b+a
=32l Xdx=557(b"-a%) =7

b (X_b+a )ZdX

o (x)=J3 (x=% £ (x)dx =7 (x—237) 5=

_ (b-ap 12




Rozklad wykladniczy

- gesto$¢ prawdopodobienistwa: f(x)=Ae™*;x>0;A>0

f(x)=0;x<0

- dystrybuanta:  F(x)=0;x<0
F(x)=[;f(x)dx=A[5e ™ dx'=[e™]

F(x)=1-e ;x>0

- wartos$¢ oczekiwana:

E(x)=%=[;xf(x)dx=A[; e ¥ xdx=+

-wariancja: O_2<X>: g(X_fi)Zf(X)dX

X
0

f(x) A
1 /

<V

13



FUNKCIJA
CHARAKTERYSTYCZNA



Funkcja charakterystyczna rozkiadu

Z=X+1y

- wartoS¢ oczekiwana: E(z)=E (x)+i E (y)

- zespolone zmienne losowe sq niezalezne, kiedy czesci rzeczywiste i urojone sg niezalezne.

- dystrybuanta i gestoS¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej rzeczywiste;j:

F(x)=P(x<x)  f(x)

- funkcja charakterystyczna to wartos¢ oczekiwana wyrazenia exp (i t X)

- dla zmiennej cigglej : P (t)= f EXp(it X) f (x)dx

(transformata Fouriera gestosci prawdo_p%dobieﬁstwa)

- dla zmiennej skokowej: P (t)zz exp (itx;) P (x=x;)

15



Funkcja charakterystyczna rozkiadu

- momenty zmiennej losowej x wzgledem poczatku ukladu:
A=E(x")= f x" f(x)dx
-\, mozna uzyskac poprzez n-krotne rozniczkowanie funkcji charakterystycznej w punkcie t=0

0" (t)= d";{;n(t) =i"].i x"exp (itx) f (x)dx

@ (0)=i"\,

- przy przesunieciu ukladu wspotrzednych (poczatek znajduje sie w):

5>

y=Xx—X
@, (t)= | explit(x—=%)] f (x)dx=@(t)exp it })
- n-ta pochodna to n-ty moment zmiennej x wzgledem wartosci oczekiwanej:
(n) __en __en AN
@, (t)=i"u,=i"E{(x—X)"|

0*(x)=—, (0)

16



Funkcja charakterystyczna rozkiadu

-odwracajac transformate Fouriera z funkcji charakterystycznej mamy gestos¢ prawdopodobienstwa:

[ (x)=5= [ exp(—itx)(t)de

— 00

- dystrybuanta wyznaczona jednoznacznie poprzez swoja funkcje charakterystyczna:

o0

F<b>—F(G):21:n_ J~ exp(itb);exp(ita)(pu)dt

— 00

- suma 2 niezaleznych zmiennych losowych w = x+y

- funkcja charakterystyczna:

P, (e)=E{explit(x+y)]}=E {exp(itx)exp(ity))
®,, (e)=E{exp(itx)exp(ity)|=p (t)p (t)

Funkcja charakterystyczna rozkladu sumy dwoch zmiennych niezaleznych zmiennych

losowych jest rowna iloczynowi ich funkcji charakterystycznych. .



Funkcja charakterystyczna rozkiadu

- suma dwoch zmiennych majacych rozktad Poissona:

- funkcja charakterystyczna dla rozkladu Poissona
\K

Z exp (i exp( \)

Z Aexp( lt

k!

@ (t)=exp(—\)"
@ (t)=exp(—N)exp(Ne")=exp{N(e"—1)]

- funkcja charakterystyczna dla sumy dwaoch niezaleznych rozkladow Poissona:

®ron (D=exp (A, ("= 1) exp Ay(e" 1)
¢P1+P2(t):exp{(?\1+?\2>(3it_1)}

- rozklad dwoch niezaleznych rozkladow Poissona jest rozkladem Poissona,

jego wartoSc¢ Srednia to suma wartosci Srednich dla poszczegolnych rozktadow.

18



ROZKLAD NORMALNY



Rozklad normalny - standardowy

- gestoS¢ prawdopodobienstwa:

1 —x%/2
= -—-—e
f(x)=bo(x) ==
Poniewaz: J" e—x2/2 dx = /_21_(

— 00

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x) jest unormowana.

Wartos¢ oczekiwana (funkcja f(x) jest nieparzysta), wiec E=——ro f xe /2 dx=0

- odchylenie standardowe: o (Xx)=+var(x)=1 2



Rozklad normalny - standardowy

Dystrybuanta:

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

F(x)=wpg(x

Gestosc prawdopodobienstwa

5 4 -3 2 -1 0 1 2

X
1 J‘ —t/2
e
— 00

Funkcji tej nie mozna zapisa¢ w postaci analitycznej, jej wartosci sq stabelaryzowane.

F(x)

Dystrybuanta

-3

4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5




Rozklad normalny - Gaussa

-gestosS¢ prawdopodobienstwa:

1 —(x—a)’
X)— X)— ex
(= lx)=— e ™2
- warto$¢ oczekiwana: E(x)=a
- wariancja: var(x)= b?
- odchylenie standardowe: o’(x)=b

- funkcja charakterystyczna:

P (x)=

- mozna dowies¢, ze:

1 —(x—a

it
T _fw exp itx)exp(——

)z)dx

o (t)=expita)exp(—~b*1?)

2
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Rozklad normalny - Gaussa

P (t)zexp(ita)exp(—%bztz)

Kiedy a=0

Twierdzenie:
Funkcja charakterystyczna rozkladu normalnego o wartosci Sredniej rownej zeru ma postac
(z dokladnoscig co do czynnika normalizacyjnego) gestoSci prawdopodobienstwa rozkladu

normalnego. Iloczyn wariancji obu rozkladow jest r6wny jednoSci.

23



Rozklad normalny - Gaussa

Gauss(x)
o
-.,l

o
o

0.5

04

0.3

0.2

0.1

n — Gauss(o 0. 5)
____________________________________________________________________________________________________________ \... . — Gauss(0,0.75)
Gauss(0,1.0)
S R — S — 1 — . — Gauss(0,1.5)

. | Gauss(o 2. 0)

! | Lo | Co |
6 8 10
X

0 -8 -6
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Wiasnosci rozkladu normalnego - standardowego

1 ox —(x—a)’
orb P 2b°

1) Rozklad normalny ma punkty przegiecia dla x=azxb

f(x)=b(x)=

2) Dystrybuanta okresla prawdopodobienstwo wystapienia wartosci zmiennej losowej x

mniejszej niz x P (x)=P(x<x)

3) Dla a = 0 oraz b = 1, ze wzgledu na symetrie rozktadu gestosci prawdopodobienstwa:

P<|X|>X>:2Wo<_|x|):2[1_wo<|x|)]

4) .. a takze: prawdopodobienstwo obserwacji zmiennej losowej x wewnatrz przedziatu

o szerokosci 2x, wokaél wartosci oczekiwanej rownej 0 wynosi:

P([x[<x)=2w,(—|x|)-1

Wartosci tych prawdopodobienstw sg stabelaryzowane. ,
5



Wiasnosci rozkladu normalnego - standardowego

1 ox —(x—a)’
orb P 2b°

5) W przypadku rozkladu Gaussa, uogolniamy: W(x)=y 0(

f(x)=db(x)=
X—a
7

6) Prawdopodobienstwo wystgpienia zmiennej losowej w granicach bedacych wielokrotnoSciami

odchylenia standardowego

b
P(|x—a|<ncr)=2wo(%)—IZZwo(n)—l

a) P(|x—a|<o)=68.3/100 P(|x—a|>0)=31.7/100

b) P(|x—a|<20)=95.4/100 P(|x—a|>20)=4.6/100

o) P(|]x—a|<30)=99.8/100 P(|x—a|>30¢)=0.2/100

26



Wiasnosci rozkladu normalnego - standardowego

- Niepewnosci pomiarowe danej wielkosci podlegaja rozkladowi Gaussa wokot jej wartosci prawdziwej a:

prawdopodobienstwo uzyskania w wyniku pomiaru wartosci z przedzialu x oraz x+dx:
P(x<x<x+dx)=d¢(x)dx

- Dyspersja rozktadu ¢ ( X) to odchylenie standardowe (lub niepewnosci standardowa).

- Jesli znana jest niepewnosSc¢ standardowa przyrzqadu pomiarowego, to przeprowadzajac pojedynczy
pomiar, prawdopodobienstwo uzyskania wyniku pomiaru w granicach 1 odchylenia standardowego
od wartosci prawdziwej: 68.3%.

- Rozpatrywane jest czesto nie 1 lecz 3 odchylenia standardowe, co daje juz prawdopodobienstwo 99.8%.

- Zawsze nalezy podkreslic, jesli rozwazane jest nie 1 odchylenie standardowe.

27



Wiasnosci rozkladu normalnego - standardowego

f(x)

D35f
03f
uzsf
ozf
ndsf

0.1F

0.05F

—

E 04F

0.05F

0.05F

nssf
0f
nzsf
ozf
unsf

0.1F

0352
0af
0253
ozf
DJSE

0.1F

)=99.8%



CENTRALNE
TWIERDZENIE
GRANICZNE



Centralne twierdzenie graniczne

Jesli zmienne losowe X to zmlenne niezalezne o warto$ciach $rednich a oraz wariancjach b?,

tozmienna x=lim,__ Z X; ma rozklad normalny okreslony przez
i=1

E(x)=na o*(x)=nb’

. 1 . 1<
Zmienna y:EXthn_)OO;Z X,

Marozklad normalnyz ~ E(y)=a ¢’(y)=—



Rozklad dwumianowy — przypomnienie

-prawdopodobienstwo: pn(k):#ik)!pkqn‘k pel0,1] q=1-p
- k sukcesow w n niezaleznych probach (w identycznych warunkach)

- p — prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej probie

- = 1-p — prawdopodobienstwo porazki w pojedynczej probie

- wartosS¢ oczekiwana w pojedynczej probie:
E(x;)=1p+0g=1p+0(1—-p)=p
- wariancja w pojedynczej probie:
var (x;)=E((x;—p)’|=(1-p)’p+(0-p)*q=pg=p(1-p)
- wartoS¢ oczekiwana:
E(x)=np
- wariancja:

var (x)=npg=np(1-p)
- odchylenie standardowe:

o (x)=vvar(x)=vnpg=vnp(1-p)

31



Rozklad normalny jako przypadek graniczny rozkiadu
_dwumianowego

n
Wprowadzamy zmienna:  x" = Z X
Ma rozkiad dwumianowy.

Wprowadzamy zmienna: Z X, — .

u'" ==L Z (x,—np)

_an(l—p) an 1-p)i=
v=k)=p(y"=__K=1p
Plx=k)=p| Vnp(1-p)

Wraz ze zwiekszaniem liczny zmiennych n sasiednie wartosci u™ lezg coraz blizej siebie.

°u™ to odleglo$¢ miedzy nimi,
w granicach duzych n rozklad zmiennej skokowej P (u(”)) /A u™
jest gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej ciggle;.

Zgodnie z CTG to rozklad normalny.
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Rozklad normalny jako przypadek graniczny rozkladu
dwumianowego

=
in
=
in

= — = _
=] - =] -
S0.45 S0.45
& F n=5 p=1/2 & E
0.4 0.4
0.350 0.35
03 03
0.250- 0.25
02 02F
0.15 0.5
0.1 0.1
0.05 0.05—
= | | | Loy o1y | | o | o L [
I T 0 T 2 34 5 4 - 34
ut™ T
5 0.5
=]
S0.45 —
g n=151
0.4

0.25

0.15

0.1

0.05




MODEL
LAPLACE'A



Model Laplace'a dla bledéw pomiarowych

- Pochodzi z 1783 r.

- m - prawdziwa wartoscia mierzonej wielkosci.

- Pomiar zaklocany przez duza liczbe n niezaleznych czynnikow,

kazdy powoduje odchylenie mierzonej wielkosci o €.

- Rowne prawdopodobienstwo zakldcenia pomiaru o wartos¢ +¢€, -€.

- Catkowita niepewnosS¢ pomiarowa to suma poszczegolnych zaklocen.

- Rozklad niepewnosci pomiarowych dany jest rozkladem dwumianowym.

Liczba zakiécen

1/8

Odchylenie od wartosci prawdziwej

-2¢€ —€ 0 € 2¢
1
Yo Yo
Ya Yo Ya
3/8 3/8

3¢

1/8
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_Model Laplace'a dla bledow pomiarowych

- Brak zaktocen - dostajemy pozadang wartoS¢ m .

- 1 zaklocenie - prawdopodobienstwo dzieli si¢ po rowno miedzy m -€, m +e.

- Tak samo przy kazdym nastepnym zakloceniu.
- Prawdopodobienstwa prowadzace do tej samej wartoSci pomiarowej muszg by¢ dodane.

- Wartosci liczb w kazdym wierszu sg zwigzane z rozkladem dwumianowym dla p = q = 1/2.

1
k n—k — 2”
- Jesli rozklad zostanie pomnozony przez P q to mamy trojkat Pascala.
: €
2 (Z €x;—n-)
i=1 2
Vne

ma rozklad normalny z wartoscig oczekiwang rowng zeru oraz odchyleniem standardowym

€
\/EZ

(n) _

- Kiedy p=1/2 oraz n —,t0 u

Niepewnosci pomiarowe opisane rozktadem Gaussa sg wynikiem wielu matych zaklocen. 36



KONIEC
WYKLADU 5
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