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ZAMIANA ZMIENNYCH



Zamiana zmiennych

- Dowolna funkcja zmiennej losowej to takze zmienna losowa y=y(Xx)

- Znana f(x), szukana g(y)

- Rownosc¢ prawdopodobienstw:

f(x)dx=g(y)dy

dx
dy

dy
dx

dy =|3-|dx dx=|-|dy

- Funkcja g(y) dobrze okreslona: y = y(x) jednoznaczna.

a(y)

- Funkcje wieloznaczne, np: y = Vx rozpatrujemy oddzielnie

- Normalizacja rozkladow prawdopodobienstwa:

7. g(y)dy=J", f(x)dx=1 dx




Zamiana zmiennych

Jaka jest gestos¢ prawdopodobienstwa g(y), jesli znana jest gestoS¢ prawdopodobienstwa f(x)?

Rownos¢ prawdopodobienstw:

f(x)dx=g(y)dy f(x)=1 x€[0,1]
dx=g(y)dy=dG(y)

[dx=[dG(y)

x=G(y)

y=G(x)

Ymin=G '(0)

Ymax=G (1)




Zamiana zmiennych

Zamiana dwoch zmiennych: u = u(x,y) vV =Vv(xy)

Funkcja J, ktora potaczy funkcje gestosSci prawdopodobienstwa: f(x,y) oraz g(u,v)

Xy
u,v

g(u,v)=f(x,y)|J[2

X,=X(u,v);y,=y(u,v)

X,=x(u,v+dv);y,=y(u,v+dv)

x,=x(u+du,v);y.=y(u+du,v)

Szereg Taylora:
X=X (u,v)+=dv;y,=y(u,v)+2dv .
X,=x(u,v)+=du;y,=y(u,v)+<du X
Powierzchnia rownolegloboku:

L X, Vo |ox oy
dA=|1 x, yy|=|ox ay|dudv=][3%|dudv

1 XC yc ov ov




Zamiana zmiennych

ox 9y . ..

J(2x)=|ow ou Jakobian transformacji
uv) o lox 9y
ov ov

Przypadek ogolny: n zmiennychx = (x , x, ... x )

n

Transformacje:y =y (x),y,=y,(x), ...y =y (x)

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennych y wynosi:

— X

g(¥)=|J[2]f(x)

Jakobian:
0X, 0X, 0xX,
eNA oy, T 9y,
0X, 0X, 0xX,

J X :J X1 Xp o Xn —=|9Y; 0y, t 0y,

y Y1.¥2,---»¥n

0X, 0X, 0X,
ay. By, oy,

Warunkiem istnienia funkcji g(y) jest jednoznacznos¢ wszystkich pochodnych czastkowych.



Zamiana zmiennych

f(x,y)=—x,Vx*+y*<R

Zamiana zmiennych do wspotrzednych biegunowych:

r=yx*+y?
— N
d=arctg-
Jakobian:
or or| |x ¥y
J r,o\|__|0x oy|_| r r
X y) o okl |y X
ox 0y r? r’
r, ¢ |__ V/-y\__x*  y*_x*+y*_r*__1
JyFre (=5t s=

X=ICO0S ¢

y=rsing¢




PROPAGACIJE BLEDOW



Transformacje liniowe i ortogonalne. Propagacja bledow

Transformacje liniowe — bo atwo sie nimi postugiwac

Inne transformacje aproksymujemy transformacjami liniowymi (rozwiniecie w szereg Taylora)

Funkcjey = (v, ¥, ..., y ) to liniowymi funkcje zmiennych x = (x , x, ..., X ):

y,=a,;+t X+t xo+ L+t X,
Vo=a,+t, X+, X, +.. .+, X,

yv.=a,+tt x;+t o x,+...+t X,

Zapis macierzowy:

y=Tx+a

Wartos¢ oczekiwana zmiennej y:

E(y)=y=Tx+a



Transformacje liniowe, propagacja biedow

Macierz kowariancji:

C,=E{(y-¥)(y-¥)"]
C,=E{(Tx+a-Tx-a)(Tx+a-Tx-a)']
C,=E[(T(x-x)(x—%x)' T"]
C,=TE{(x—%)(x—%)"|T"

C,=TC,T"

Prawo propagacji bltedow:

» Znane sq wartosci oczekiwane zmiennych x, ich odchylenia standardowe (btedy) i kowariancje.
» Chcemy wyznaczyc¢ bledy funkcji y(x)
» Jesli bledy zmiennej x bedq mate, to gestos¢ prawdopodobienstwa bedzie rozna od zera jedynie w

okolicy punktu X .
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Transformacje liniowe, propagacja biedow

Rozwijamy w szereg Taylora:

Y=y (%)+(5

oY;

oo (X=X )+ () (X, — X )+ wyrazy wyzszegorzedu

W notacji macierzowej:

y=y(X)+T(x—X)+wyrazy wyzszegorzedu

oY1
0Xy
oy,

T: 0X,

oy,
0x,

0y
0X,
0y,
0X,

oY,
0x,

0y
0X,
0y,
0X,

9y,
0x, [x=X

Do wzoru opisujacego prawo propagacji bledow nalezy wstawi¢ macierz T

przy jednoczesnym zaniedbaniu wyrazow nieliniowych.

Bledy zmiennej

elementv diagonalne macierz CX) zaleza od:

- bledow zmiennej x

- od elementow pozadiagonalnych macierzy kowariancji CX;
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Transformacje liniowe, propagacja biedow.

- Zmienne x niezalezne — mozna nie uwzglednia¢ macierzy kowariancji (jest rowna 0).

- Elementy diagonalne macierzy Cy maja postac:

o*(¥) =20, (5), ;07 (x)

- Odchylenie standardowe:

Aly)=yE, () Alx)f
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Propagacja bledow, kowariancja

W ukladzie kartezjanskim mierzone wspoétrzedne punktu (x, y).
Pomiar daje trzykrotnie wieksze bledy przy wspoétrzednej y niz x. Pomiary X, y sq niezalezne.

Macierz kowariancji:

_[1 0
o7lo o

Wspotrzedne biegunowe: r=vyx*+y? d=arctgl

X=TCOS ¢ y=rsing¢

Macierz transformacji T w punkcie (1,1) — dla prostoty obliczen:

or or X Y 11
T_ax oy || T r|_|vV2 V2
Tlee o T |y x|l 1
ox dy r? r? 2 2
Lil OL—_l 5 4
_ T_|vV2 V2 V2o 2 | V2
Cr¢_TnyT_—1 1 (O g)i 11714 5
2 2 V2o 2 V2. 2
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Propagacja bledow, kowariancja

Wspotrzedne biegunowe: r=yx2+y? d=arctgl
X=TCOS ¢ y=rsindg
5 4
Cro=|a 5
2 2
ox 0% : ]
TI: or 0P — COS(I) _rS].nCI) — V2
& 2| |-sing rcos¢| | 1
= —-1|[5 =|[L =
ny:TICrchIT: \—/il 4 \/5§ V2 V2 :(1 O)
=z l)lw z)l-1 1] 109
L —1l/5 o\/lL -1 5 0
C,=T'C, T =" 7 7|=
T Y N R

Pozadiagonalne elementy macierzy kowariancji s4 BARDZO WAZNE!
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GENERACJA LICZB
PSEUDOLOSOWYCH



Generacja liczb (pseudo)losowych

1) Zapis liczb w komputerze
2) Generator liczb pseudolosowych
a) generator liniowy kongruentny (LCG)
b) generator liniowy multiplikatywny kongruentny (MLCG)
3) JakoS¢ generatorow — test widmowy
4) Generowanie liczb pseudolosowych o dowolnym rozkladzie
a) transformacja rozkladu jednostajnego
b) metoda von Neumanna (akceptacji i odrzucania)
c) metoda von Neumanna z funkcjq pomocnicza

5) Catkowanie Monte Carlo
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Liczby (pseudo)losowe

Dotychczas zajmowaliSmy sie opisem zmiennych losowych. Nie bylo rozwazane w jaki sposob
sie je otrzymuje. Czesto bardzo uzyteczne jest postugiwanie sie ciggiem zmiennych losowych. Z
uwagi na koniecznoS¢ przeprowadzania wielu operacji na takich ciggach- wykorzystujemy
komputery. Metoda ich generacja powinna by¢ oparta na odpowiednim procesie statystycznym
(np. pomiar czasu pomiedzy rozpadami zachodzacymi w probce z materialem
promieniotworczym). Z uwagi na deterministyczny charakter metody generacji- komputery nie
daja nam liczb losowych (przypadkowych)- sa to liczby pseudolosowe. Metoda analizy danych
oparta na wykorzystaniu liczb (pseudo)losowych w programach komputerowych jest metoda

Monte Carlo.
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Zapis liczb w komputerze

Najmniejszq jednostka informacji — bit (0 lub 1).

Zapisujac k bitow, na k-1 bitow- tylko wartos¢ bezwzgledng kodowanej liczby,
1 bit do zapisu jej znaku.

a=a2k24qk3k3y (214400

wspotczynniki a?: 0 lub 1.

Postac binarna liczb nieujemnych:

00...000 =0
00...001 =1
00...010 =2

00...011 =3

18



Zapis liczb w komputerze

Np: 213 (dziesietnie) =
1*1+ 0*2+ 1*4+ 0*8+ 1*16+ 0*32+ 1*64+ 1*128=
011010101 (binarnie)

W przypadku liczb ujemnych na pierwszym bicie zapisywana jest 1.

Postugujemy sie bajtami- jednostkami 8-bitowymi

Wspolczesne komputery pracujq na liczbach (16), 32, 64-bitowych

Liczby bez znaku przyjmuja wartosci od 0 do 2", liczby ze znakiem -2*' do 2"'-1,

gdzie k to ilos¢ bitow uzytych do zapisania liczby

Liczbe zmiennoprzecinkowg zapisujemy jako: x= M*R"

M to mantysa, R to podstawa, E to wyktadnik

Komputery zapisujg liczbe z R=2, notacja naukowa to R=10

Zapis liczb: x= M10°; x=M2"

19



GENERATOR LINIOWY
KONGRUENTNY



Generatory liniowe kongruentne

- Dzialanie komputera ma charakter deterministyczny.

- Nie ma mozliwosci uzyskac generatora liczb pseudolosowych.

- Komputer dziala deterministycznie (kolejna generowana liczba jest funkcjq liczb poprzednio
generowanych).

- Generator liniowy kongruentny LCG:

x[j+1] = (a*x[j] + c) mod m

- Maksymalny okres generatora - m.

- ¢=0 - generatorem MLCG- multiplikatywny generator liniowy kongruentny.

21



Generatory liniowe kongruentne

Generatory MLCG s3:
- szybsze niz LCG
- nie generujq 0

- majq krotsze okresy.

Wartos$¢ poczatkowa x[0] definiuje caty ciag.
Ciag jest okresowy.

Okres zalezy od doboru parametrow i warunkow:

* ¢, m nie maja wspolnych dzielnikow
* b = a-1 jest wielokrotnosciq kazdej liczby pierwszej p,

ktora jest dzielnikiem liczby m

* b jest wielokrotnosciq 4 jesli m tez jest wielokrotnosciq 4.

22



Generatory liniowe kongruentne — testowanie jakosci

Wykonujemy test widmowy: (x, X )

Obsadzamy m z m’ wezléw

Szukamy prostych taczacych obsadzone wezly sieci,

wybieramy najwieksza z odleglosci miedzy nimi

Dla rozkladéw jednostajnych: odleglo$¢ ~ m™*

(przestrzen jest rownomiernie wypetniona)

Dla rozkladéw niejednostajnych odleglo$¢ << m™?

Najlepsze wyniki uzyskuje sie taczac ze sobg kilka generatorow liniowych

23



Generatory liniowe kongruentne
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GENERACJA LICZB METODA
TRANSFORMATY LICZB Z
INNEGO ROZKLADU



Generowanie liczb losowych o dowolnym rozkladzie

Metoda oparta na transformacji liczb wygenerowanych z rozkladu jednostajnego.

x: zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym:

f(x)= 1, x in [0,1]; f(x)=0, x in [0,1]

y: zmienng losowq opisana

gestoscig prawdopodobienstwa g(y):

f(x)dx=g(y)dy
dx=g(y)dy=dG(y)

po zcatkowaniu: x=G(y). Rl

Zmienna losowa x ma rozklad jednostajny na odcinku [0,1],
znana jest funkcja odwrotna: y= G™(x),

funkcja g(y) opisuje gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej y. 26



Generowanie liczb majacych rozkitad Breita-Wigner'a

gly)= 2 r
(mI) (4(y—a)*+T?)
Gy)=f glyydy=—2-[ —L__ay
X = — —
PRI TR Ay —afer?)
po zamianie zmiennych:
_,(y—a) _2
u=>2 - du rdy
_ _1T _ 2(y-a)iT) _
x=G(y)=— f ( —du)=—[arctgu|’} =arctg?
™ oS, (14+u) T

a konkretnie:

PR S o
y—a+2tg< (x 2))

Liczby losowe x jednostajnie roztozone na przedziale [0,1],
to liczby losowe y maja rozktad Breita- Wigner'a.

(y—a)lT

TT

27
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Generowanie liczb majacych rozkitad Breita-Wigner'a

Rozklad Breita-Wignera dla a=1 i gamma=2

g(y)

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05




GENERACJA LICZB METODA
VON NEUMANNA



Generacja liczb losowych metodg von Neumann'a
(akceptacji i odrzucania)

Standardowa metoda generacji liczb losowych ma ograniczone zastosowanie.

Dystrybuanta jest znana, mozliwe jest znalezienie jej funkcji odwrotnej.

Gdy znana jest tylko gestos¢ prawdopodobienstwa: metoda von Neumanna.

Chcemy wygenerowac liczby z rozkladu w ksztalcie potokregu.

Rozklad gestosci jest opisany wzorem:

y,
g(y)= RZ)VRZ—yZIylsR

(Tt

Generujemy N razy pary liczb (y,u).

30



Generacja liczb losowych metoda von Neumann'a
(akceptacji i odrzucania)

Skladowa (y): rozklad jednostajny w przedziale zmiennosci [-R,R],

Skladowa (u): rozklad jednostajny na przedziale wartosci, jakie przyjmuje g(y), czyli [0,R].

Dla kazdej pary sprawdzany warunek: u<g(y).
Speliony? Akceptujemy liczbe y jako podlegajaca rozkladowi g(y)

Wydajnos¢ metody jest rowna ilorazowi par zaakceptowanych do wszystkich par

31



polkole

Entries

300—

250 —

200—

150—

100—

50

Mean
RMS

50000
-0.002431
0.4992

Wydajnos¢ metody jest rowna
ilorazowi par zaakceptowanych
do wszystkich par

pary_odrzucone

Entries 13801

Mean x -0.00749
Meany 0.4964
RMS x 0.7977
0.1181




Wydajnos¢ metody von Neumann'a

(| g(y)dy)
= —a)u,)

Metode von Neumann'a mozna uogolnic na przypadek wielowymiarowy,

czyli na funkcje dowolnej liczby zmiennych losowych

f(x, X, ..%,)
Generujemy zestawy liczb (le ; X; yoes Xf», , Ui)

i i i
Sprawdzamy warunek u<f (X1 y Xy sees Xn)

Akceptujemy (lub odrzucamy) caty zestaw zmiennych

33



GENERACJA LICZB METODA
VON NEUMANNA Z FUNKCJA
POMOCNICZA



Generacja liczb losowych metodq von Neumann'a
(akceptacji i odrzucania) z funkcja pomocnicza

Wydajnos$¢ metody moznapoprawic: uogélniona metoda von Neumanna:

[a)] Wybieramy gestos¢ prawdopodobienstwa s(y), ktorg mozemy wygenerowac przy pomocy metody
odwrotnej transformaty. Najlepiej, zeby byla to zmienna, ktorej rozklad gestosci prawdopodobienstwa

byt podobny do rozkladu zmiennej, ktora chcemy generowac.
[b)] Wybieramy stalg skalowania c taka, zeby: cs(y)=g(y)>=f(y)

Funkcje s(y) (lub jej przeskalowanie) g(y) nazywamy funkcjq pomocniczq.
f(y) to nasz szukany rozklad

35



Generacja liczb losowych metodq von Neumann'a
(akceptacji i odrzucania) z funkcja pomocnicza

[c)] Generujemy jedna liczbe losowa y podlegajaca wybranemu rozkladowi
w przedziale oraz drugg liczbe losowaq u (liczbe testowq)

roztozong jednostajnie w przedziale [0,1].

[d)] Akceptujemy liczbe y, jezeli jest spelniony warunek: u<

Wydajnos¢ metody:

g\y

(y)dy)
f(y)dy)

(f
E=—
(J

36



Generacja liczb losowych metoda von Neumann'a
(akceptacji i odrzucania) z funkcjq pomocniczg

fy)=I,(y);y>0y<a

g(y)=ay+1 o=
I,(a)=axa+1

1
G(y)=5ay +y=x

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

%(xszry—X:O A=1+2xx y=<1+\/1+20(x>
X

X jest generowany z rozkladu jednostajnego [G(y ), G(y_ )I= [0, G(a)]

u jest generowane z rozkladu jednostajnego [0,1]

Sprawdzamy warunek: u<

37



bessel

Entries 50000

500
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400
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200
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CALKOWANIE MONTE-CARLO



Calkowanie Monte Carlo

Korzystamy z metody von Neumanna ich akceptacji i odrzucaniu.

Wyjdzmy ze wzoru na wydajnosS¢ metody

( g(y)dy)
E = a — n
(b—a)u,,) N

Przyjmuje sie, ze N par liczb losowych (yj,u;), i=1,...,N zostalo wygenerowanych zgodnie z tq

metoda oraz, ze w wyniku spelnienia warunku (von Neumanna). N-n par zostalo odrzuconych.

40



Calkowanie Monte Carlo

Czyli nasza poszukiwana catka:

=] g(y)dy=((b=a)ug)

Mozliwe jest obliczenie DOWOLNEJ calki oznaczonej poprzez
bardzo prostg generacje liczb z rozkladu jednostajnego! :-)

Mozna przyklad rozszerzy¢ na przypadek wielu zmiennych

Dokladnos¢ metody
(AT) 1

1 < \/ N zakceptowane)

41



KONIEC WYKLADU 4
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