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Zmienne losowe dwuwymiarowe



Zmienne losowe dwuwymiarowe — f(x,y), F(x,y)

Mamy 2 zmienne losowe x oraz y, ktore spelniajg warunek: x<x oraz y<y
Dystrybuanta: F(x,y) = P(x<x, y<y)
Jesli dystrybuanta jest funkcjg ciaglych zmiennych x oraz y:

F.aczna gestosc prawdopodobienstwa zmiennych losowych x, y:

f(x,y)=%5=2F(x,y)

0X 0y

Prawdopodobienstwo:

Pla<x<b,c<y<d)=[P[[/¢f(x,y)dy]dx



Zmienne losowe dwuwymiarowe — f(x,y)
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Zmienne losowe dwuwymiarowe — f(x,y), F(x,y)
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Zmienne losowe dwuwymiarowe — gestosci brzegowe

Mierzone sgq 2 zmienne losowe: x, y.
Mozliwe jest doSwiadczalne wyznaczenie dystrybuanty F(x,y).

Jaka jest zaleznos¢ zmiennej x dla ustalonego y?

Pla<x<b,—ow<y<ow)=[P[[* f(x,y)dy]dx=/"g(x)dx
g(x)dx=/", f(x,y)dy

g(x) — brzegowa gestos¢ prawdopodobienstwa dla zmiennej x.

Analogicznie:

P(—o<x<ow,c<y<d)=[[[* f(x,y)dx]dy=/2 h(y)dy
hiy)dy=/J7, f(x,y)dx

h(y) — brzegowa gestosc prawdopodobienstwa dla zmiennej y.
Dystrybuanty brzegowe.
Fy(x)=lim,  F(x,y)

F,(x)=lim, F(x,y)



Dystrybuanta

Gestosc prawdopodobienstwa f(x,y)




Zmienne losowe dwuwymiarowe — niezaleznos¢ zmiennych

Niezaleznosc zmiennych losowych:

f(x,y)=g(x)h(y)

Prawdopodobienstwo warunkowe dla zmiennej y przy znanej wartosci x:
Ply<y<y+dy|x<x<x+dx)

Gestos¢ prawdopodobienstwa warunkowego:

f(x,y)

f(x|y)==54

Prawdopodobienstwo warunkowe:

P(y<y<y+dy|x<x<x+dx)=f(x]y)dy



Zmienne losowe dwuwymiarowe — niezaleznos¢ zmiennych
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Gestos¢ prawdopodobienstwa warunkowego

Prawdopodobienstwo calkowite:

hiy)=/",f(x,y)dx=["_f(y|x)g(x)dx

g(x)=/Z f(x,y)dy=/", f(x]y)g(y)dy

Dla zmiennych niezaleznych:

Warunek narzucony na jedna zmienng nie moze mie¢ wplywu na drugq zmienna.
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Wartosci oczekiwane rozktadu dwuwymiarowego

Wartosc oczekiwana funkcji H(x,y) zmiennych losowych x, y:

E[H(x,y))=/z[2H(x,y)f (x,y)dxdy

Wariancja:
o (H(x, y)]=E{[H(x,y)-E(H(x, y))F’]
Jesli:
H(x,y)=ax+by
To:

E(ax+by)=aE(x)+bE(y)
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Wartosci oczekiwane rozkltadu dwuwymiarowego - momenty

Wartosci oczekiwane dla funkcji iloczynowych:

m

H(x,y)=x'y 1, m—liczny catkowite nieujemne

to momentami rzedu | oraz m wzgledem x oraz y.

Np=E(x'y™)
Uogolniajac:

H(x,y)=(x-a)(y-b)"
Wartosci oczekiwane:

%, =E{(x—a)(y—b)"]

To momenty rzedu 1 oraz m wzgledem punktow a oraz b.
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Momenty rozkiadéw dwuwymiarowych, kowariancja

Najwazniejsze momenty:

Ulm:E{(X_Mo)l(Y_Am)m}
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Wariancja, wartos¢ oczekiwana rozkladu dwuwymiarowego

Wariancja rozkladu ax + by:

o’(ax+by)=E([(ax+by)-E(ax+by)['}=E{[a(x-%)+b(y-)I]

A

o’(ax+by)=E{a*(x—X)*+b*(y—y)+2ab(x—-%X)(y-vy)]
o’(ax+by)=a’c?(x)+b*c*(y)+2abcov(x, y)
Kiedy funkcja H(x,y) jest postaci iloczynowej:

H(x,y)=xy

W celu wyznaczenia wartosci oczekiwanej, zakladamy niezaleznos¢ zmiennych x oraz y:

E(x,y)=1" ]2, xyg(x)h(y)dxdy=(7, xg(x)dx)(J%, yh(y)dy)
Czyli zachodzi zwigzek:

E(x,y)=E(x)E(y)
14



Charakterystyki rozkladu dwuwymiarowego

Wielkosci: E(x), E(y), 6%(x), 6°(y) sa podobne do analogicznych wielko$ci zdefiniowanych

w przypadku jednej zmiennej.
» Kowariancja cov(x,y) nie ma odpowiednika w dziedzinie funkcji jednej zmiennej.
« Kowariancja cov(x,y) jest dodatnia, kiedy: x>X oraz y>Vy

 Kowariancja cov(x,y) jest ujemna, kiedy: x> X oraz y<y

» Jesli znajomosSc¢ wartosci x nie daje zadnej informacji o wartosci y, kowariancja jest rOwna zeru.

o’(ax+by)=E([(ax+by)-E(ax+by)["}=E{[a(x—%)+b(y-)I
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Wspolczynnik korelacji

Wspolczynnik korelacji:

cov (X, y)

P (X, V)=o)

Kowariancja i wspolczynnik korelacji to miary wspolzaleznosci x oraz y.

Dowiedziemy, ze -1<p(x,y)<1

Wprowadzamy zmienne losowe zredukowane: u= (’;(_XX) v="2 (‘yy)
Wariancja: o?(u+v)=c(u)+o(v)+2p(u,v)o(u)o(v)
Poniewaz: o?(u)=c?(v)=1

o’ (u+v)=2(1+p(u,v))

o*(u-v)=2(1-p(u,v))
18



Wspotczynnik korelacji

Wariancja jest nieujemna oraz p(u,v)=p(x,y) oraz ~1<p(x,y)<1
Zbadajmy wartosci krancowe: p(u,v)=+1
Kiedy p(u,v)=1 wariancjaznika ¢ (y—v)=0 zmiennalosowa (u—v)=const

g \—=XX_ Y-y __
(U—v)=15 ) —const

Rownanie jest speinione, kiedy:

y=a+bx

Wspotczynnik a jest dowolng liczbg rzeczywista, b jest liczba rzeczywista dodatnia,
Wspotczynnik korelacji  p(x, y)=+1

Wspoltczynnik a jest dowolng liczbg rzeczywista, b jest liczbg rzeczywista ujemna,

Wspoélczynnik korelacji  p(x, y)=—1 19






Rozklady zmiennej losowej dwuwymiarowej

Dla dwach zmiennych niezaleznych kowariancja (i wspolczynnik korelacji) wynosi 0.

cov(x,y)=J" 7, (x=X)(y-y)g(x)h(y)dxdy=(/~, (x-X)g(x)dx)(J”,(y—y)h(y)dy)=0

Entries 8.242672e+10 x10° Entries 1.639736e+11 «10°

Mean x -0.001156 300
Mean y 0.3359
RMS x 0.3855

RMS y 01822

Mean x 0.6096
Mean y 2.758e-06
RMS x 0.3397

RMS y 5.924e-07
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Zmienne losowe N-wymiarowe



Rozklady wielu zmiennych losowych — dystrybuanta,
gestos¢ prawdopodobienstwa

Dystrybuanta dla n zmiennych losowych x , x, ..., x

n

F(X; Xy .0, X)) =P (X <Xy X5<X, ..., X,<X,)

Jesli dystrybuanta jest funkcjq ciagtq oraz posiada pochodne czastkowe wzgledem x,
F.aczna gestosc prawdopodobienstwa:
-

f(x, Xy .0, X)) =55 —F(x, X, ...,X,)

T 0X,0%X,...0%X,
Gestosc rozkladu brzegowego:

g.(x)=J7, ... [7 f(x X, ..., X, )dX, X, ... dX,_;dX,...dX

n

To gestosc prawdopodobienstwa zmiennej x .
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_Rozklady wielu zmiennych losowych — ciag dalszy

H(x , x, ..., x ) - dowolna funkcja n zmiennych
Wartosc oczekiwana:

EH(x, X, ...x )]=l% ... [=H(x, x, ...,x )f(x; x, ...,x )dx,...dx
Jesli H(x) =x to:
Elx =", ... [7, x.f(x; x,...,x,)dx,...dx,

E{x =" %0, (x)dx,

— o0 r

Niezaleznos¢ zmiennych losowych:
f(Xl,XZ, e X)) =04 (X4)0,(X,) .o 0, (X))
F.aczna gestosc rozkladu brzegowego dla dowolnych 1 sposrod n zmiennych (1<n):
g(Xy Xy .o.X)) =07 ST B (X Xy o, X )dX e dX
Zmienne X, X5 ooy X, SQ niezalezne, kiedy:

g(Xy Xy oo X)) =0 (X1) 95 (X,)... g1 (X)) o



Rozklady wielu zmiennych losowych - momenty

Momenty rzedul, 1, ..., 1 to wartosci oczekiwane funkcji:

—_— ]'1 ]'2 ]'n
H_X]. X2 oooX

n

Oznaczamy je przez:

W szczegblnosci: N\, o=E(X;)=X,
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Rozkiady wielu zmiennych losowych — momenty c.d.

Wariancje:
Ma00. 0= E((Xx;—%,)*)=0°(x;)

Uozo...ozE{(Xz_ﬁz)z}:(fz(xz)

HOOO...ZZE{<Xn_XAn>2}:O-2(Xn>

Moment centralny dla | = 1j =1 oraz 1 =0 (i, k, j sq rozne), kowariancja miedzy x, X

Cij:COV(XiIXj):E{(Xi_}Ei><Xj_)2j>}
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Notacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowych

Reprezentacja n zmiennych x , x, ..., x jako skladowych wektora x w przestrzeni n-wymiarowej.
17 2 n

Dystrybuanta: F=F (x)

Gestos$¢ prawdopodobienstwa:f (x)=—"——F(x)

T 0%X,0%,...0%,,

Wartos¢ oczekiwana: E{H (x)|=/ H(x)f (x)dx

Ci1 Gz oo Cyy
C=|C21 Ca2 .- Cpq

Macierz kowariancji: o
Cnl Cn2 Cnn

Elementy C;; to wspotczynniki kowariancji, elementy diagonalne macierzy, to C;=0 (%) -



Notacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowych

Macierz kowariancji to macierz symetryczna: C;=cCj

A

Wartosci oczekiwane: E(x)=X
Element macierzy kowariancji: c;=E{(x;—%;)(x,-X,)"}

Jest to wartosc Srednia elementu o wskaznikach ij iloczynu diadycznego wektorow:

(x;—%) (x;—X;)"

x'=(x, X, X )
X1

x=| %2
X

Macierz kowariancji: C=F [(x—X)(x— J?()T}
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