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Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y), F(x,y)Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y), F(x,y)

Mamy 2 zmienne losowe Mamy 2 zmienne losowe xx oraz  oraz yy, które spełniają warunek:  , które spełniają warunek:  xx<x oraz <x oraz yy<y<y

DystrybuantaDystrybuanta: : F(F(xx,,yy) = P() = P(xx<x, <x, yy<y)<y)

Jeśli dystrybuanta jest funkcją ciągłych zmiennych x oraz y:Jeśli dystrybuanta jest funkcją ciągłych zmiennych x oraz y:

  

Łączna gęstość prawdopodobieństwaŁączna gęstość prawdopodobieństwa zmiennych losowych  zmiennych losowych xx, , yy::

Prawdopodobieństwo:Prawdopodobieństwo:

f x ,y = ∂
∂x

∂
∂y F x ,y 

Paxb ,cyd=∫a
b [∫c

d f x , y dy ]dx
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Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y)Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y)



5

f(x,y) F(x,y)

Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y), F(x,y)Zmienne losowe dwuwymiarowe – f(x,y), F(x,y)
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Zmienne losowe dwuwymiarowe – gęstości brzegoweZmienne losowe dwuwymiarowe – gęstości brzegowe

Mierzone są 2 zmienne losowe:  Mierzone są 2 zmienne losowe:  xx,, y y. . 

Możliwe jest doświadczalne wyznaczenie dystrybuanty F(x,y). Możliwe jest doświadczalne wyznaczenie dystrybuanty F(x,y). 

Jaka jest zależność zmiennej Jaka jest zależność zmiennej xx dla ustalonego  dla ustalonego y?y?    

g(x) – g(x) – brzegowa gęstość prawdopodobieństwabrzegowa gęstość prawdopodobieństwa dla zmiennej  dla zmiennej xx..

Analogicznie:Analogicznie:

h(y) – h(y) – brzegowa gęstość prawdopodobieństwabrzegowa gęstość prawdopodobieństwa dla zmiennej  dla zmiennej yy..

Dystrybuanty brzegoweDystrybuanty brzegowe..

Paxb ,−∞y∞=∫a
b [∫−∞

∞ f x ,y dy ]dx=∫a
b g x dx

g xdx=∫−∞
∞ f x , y dy

P−∞x∞ ,cyd=∫c
d [∫−∞

∞ f x , y dx ]dy=∫c
d h y dy

h y dy=∫−∞
∞ f x ,y dx

FX x =limy∞ Fx , y 

FY x =limx∞ F x ,y 
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Zmienne losowe dwuwymiarowe – niezależność zmiennychZmienne losowe dwuwymiarowe – niezależność zmiennych

Niezależność zmiennych losowychNiezależność zmiennych losowych::

Prawdopodobieństwo warunkowePrawdopodobieństwo warunkowe dla zmiennej  dla zmiennej yy przy znanej wartości  przy znanej wartości xx::

Gęstość prawdopodobieństwa warunkowegoGęstość prawdopodobieństwa warunkowego::

Prawdopodobieństwo warunkowePrawdopodobieństwo warunkowe::

f x ,y =g x h y 

P(y⩽y<y+dy∣x⩽x<x+dx)

f x∣y = f x, y 

g x

P(y⩽y<y+dy∣x⩽x<x+dx)=f (x∣y )dy
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Gęstość prawdopodobieństwa warunkowegoGęstość prawdopodobieństwa warunkowego

Prawdopodobieństwo całkowitePrawdopodobieństwo całkowite::

Dla zmiennych niezależnych:Dla zmiennych niezależnych:

Warunek narzucony na jedną zmienną nie może mieć wpływu na drugą zmienną.Warunek narzucony na jedną zmienną nie może mieć wpływu na drugą zmienną.

h y =∫−∞
∞ f x , y dx=∫−∞

∞ f y∣x g x dx

f y∣x =
f x, y 

g x
=

g xh y 

gx 
=h y 

g x=∫−∞
∞ f x ,y dy=∫−∞

∞ f x∣y g y dy

f x∣y = f x, y 

h y 
= g xh y 

h y 
=g x
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Wartości oczekiwane rozkładu dwuwymiarowegoWartości oczekiwane rozkładu dwuwymiarowego

Wartość oczekiwanaWartość oczekiwana funkcji H( funkcji H(x,yx,y) zmiennych losowych ) zmiennych losowych x, yx, y::

WariancjaWariancja::

Jeśli:Jeśli:

To:To:

E{H(x , y )}=∫−∞
∞ ∫−∞

∞ H(x ,y )f (x ,y )dxdy

Hx , y =axb y

2 {Hx , y }=E{[Hx , y −E Hx , y ]2}

Ea xb y =aEx bE y 
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Wartości oczekiwane rozkładu dwuwymiarowego - momentyWartości oczekiwane rozkładu dwuwymiarowego - momenty

Wartości oczekiwane dla funkcji iloczynowychWartości oczekiwane dla funkcji iloczynowych::

to to momentami rzędu l oraz m względem momentami rzędu l oraz m względem xx oraz  oraz yy. . 

Uogólniając:Uogólniając:

Wartości oczekiwane:Wartości oczekiwane:

To To momenty rzędu l oraz m względem punktów a oraz bmomenty rzędu l oraz m względem punktów a oraz b..

Hx , y =xl ym l ,m−licznycałkowitenieujemne

lm=Ex l ym

 lm=E{x−al y−bm}

Hx , y =x−al y−bm
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Momenty rozkładów dwuwymiarowych, kowariancjaMomenty rozkładów dwuwymiarowych, kowariancja

Najważniejsze momenty:Najważniejsze momenty:

 lm=E{x−10
l y−01

m}

00=1

11=0

10=E x = x

01=E y = y

11=E{x−xy−y }=cov x , y 

20=E{x−x2}=2x 

02=E{y−y 2}=2y 
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Wariancja, wartość oczekiwana rozkładu dwuwymiarowegoWariancja, wartość oczekiwana rozkładu dwuwymiarowego

Wariancja rozkładu aWariancja rozkładu axx + b + byy::

Kiedy funkcja H(Kiedy funkcja H(x,yx,y) jest postaci iloczynowej: ) jest postaci iloczynowej: 

W celu wyznaczenia wartości oczekiwanej, zakładamy  niezależność zmiennych W celu wyznaczenia wartości oczekiwanej, zakładamy  niezależność zmiennych xx oraz  oraz yy::

Czyli zachodzi związek:Czyli zachodzi związek:

2axb y =E{[axb y −Ea xb y ]2}=E{[a x−x b y− y ]2}

2axb y =E{a2 x− x 2b2y− y 2abx−x y− y }

σ2(ax+b y)=a2σ2(x )+b2σ2(y)+2abcov (x , y )

Hx , y =x y

Ex , y =∫−∞
∞ ∫−∞

∞ x yg x h y dxdy=∫−∞
∞ xg x dx∫−∞

∞ y h y dy 

Ex , y =E xEy 
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Charakterystyki rozkładu dwuwymiarowegoCharakterystyki rozkładu dwuwymiarowego

Wielkości: E(Wielkości: E(xx), E(), E(yy), ), 22((xx), ), 22((yy) są podobne do analogicznych wielkości zdefiniowanych) są podobne do analogicznych wielkości zdefiniowanych

w przypadku jednej zmiennej.w przypadku jednej zmiennej.

●  Kowariancja cov(Kowariancja cov(xx,,yy) nie ma odpowiednika w dziedzinie funkcji jednej zmiennej.) nie ma odpowiednika w dziedzinie funkcji jednej zmiennej.

●  Kowariancja cov(Kowariancja cov(xx,,yy) jest dodatnia, kiedy: ) jest dodatnia, kiedy: orazoraz

●  Kowariancja cov(Kowariancja cov(xx,,yy) jest ujemna, kiedy: ) jest ujemna, kiedy: oraz oraz 

●  Jeśli znajomość wartości Jeśli znajomość wartości xx nie daje żadnej informacji o wartości  nie daje żadnej informacji o wartości yy, kowariancja jest równa zeru. , kowariancja jest równa zeru. 

2axb y =E{[axb y −Ea xb y ]2}=E{[a x−x b y− y ]2}

xx yy

xx yy
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Współczynnik korelacjiWspółczynnik korelacji

x , y = cov x ,y 

 x y 

Współczynnik korelacjiWspółczynnik korelacji::

Kowariancja i współczynnik korelacji to miary współzależności Kowariancja i współczynnik korelacji to miary współzależności xx oraz  oraz yy..

Dowiedziemy, żeDowiedziemy, że

Wprowadzamy zmienne losowe zredukowane:Wprowadzamy zmienne losowe zredukowane:

Wariancja:Wariancja:

Ponieważ:Ponieważ:

−1x , y 1

u=
x− x
 x 

v=
y− y
 y 

2uv =2u2v 2u ,v  u v

2u=2v =1

2uv =21u ,v 

2u−v =21−u ,v
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Współczynnik korelacjiWspółczynnik korelacji

Wariancja jest nieujemna orazWariancja jest nieujemna oraz orazoraz

Zbadajmy wartości krańcowe:Zbadajmy wartości krańcowe:

KiedyKiedy wariancja znikawariancja znika zmienna losowa zmienna losowa 

Równanie jest spełnione, kiedy:Równanie jest spełnione, kiedy:

Współczynnik a jest dowolną liczbą rzeczywistą, b jest liczbą rzeczywistą dodatnią,Współczynnik a jest dowolną liczbą rzeczywistą, b jest liczbą rzeczywistą dodatnią,

Współczynnik korelacji Współczynnik korelacji 

Współczynnik a jest dowolną liczbą rzeczywistą, b jest liczbą rzeczywistą ujemną,Współczynnik a jest dowolną liczbą rzeczywistą, b jest liczbą rzeczywistą ujemną,

Współczynnik korelacji Współczynnik korelacji 

u ,v =x , y  −1x , y 1

u ,v =±1

u ,v =1  u−v =0 u−v=const

u−v= x− x
x 

− y− y
 y 

=const

y=abx

x , y =1

x , y =−1

u−v= x− x
x 

− y− y
 y 

=const
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Rozkłady zmiennej losowej dwuwymiarowejRozkłady zmiennej losowej dwuwymiarowej

Dla dwóch zmiennych niezależnych kowariancja (i współczynnik korelacji) wynosi 0Dla dwóch zmiennych niezależnych kowariancja (i współczynnik korelacji) wynosi 0 ..

cov x ,y =∫−∞
∞ ∫−∞

∞ x−x y−y g xh y dxdy=∫−∞
∞ x−x g x dx∫−∞

∞ y−y h y dy=0
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Rozkłady wielu zmiennych losowych – dystrybuanta, Rozkłady wielu zmiennych losowych – dystrybuanta, 
gęstość prawdopodobieństwa gęstość prawdopodobieństwa 

DystrybuantaDystrybuanta dla n zmiennych losowych  dla n zmiennych losowych xx
11
, , xx

22
, ..., , ..., xx

nn

Jeśli dystrybuanta jest funkcją ciągłą oraz posiada pochodne cząstkowe względem Jeśli dystrybuanta jest funkcją ciągłą oraz posiada pochodne cząstkowe względem xx
ii
, , 

Łączna gęstość prawdopodobieństwaŁączna gęstość prawdopodobieństwa::

Gęstość rozkładu brzegowegoGęstość rozkładu brzegowego::

To gęstość prawdopodobieństwa zmiennej To gęstość prawdopodobieństwa zmiennej xx
rr
. . 

F x1,x2, ... , xn=P x1x1,x2x2, ..., xnxn

f x1,x2, ... , xn=
∂n

∂x1∂x2 ...∂xn
F x1,x2, ... , xn

gr xr=∫−∞
∞ ...∫−∞

∞ f x1,x2, ... , xndx1dx2 ...dx r−1dxr1 ...dxn
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Rozkłady wielu zmiennych losowych – ciąg dalszyRozkłady wielu zmiennych losowych – ciąg dalszy

H(H(xx
11
, , xx

22
, ..., , ..., xx

nn
) - dowolna funkcja n zmiennych) - dowolna funkcja n zmiennych

Wartość oczekiwanaWartość oczekiwana::

Jeśli H(x) =Jeśli H(x) =xx
rr
 to: to:

Niezależność zmiennych losowychNiezależność zmiennych losowych::

Łączna gęstość rozkładu brzegowegoŁączna gęstość rozkładu brzegowego dla dowolnych l spośród n zmiennych (l<n): dla dowolnych l spośród n zmiennych (l<n):

Zmienne Zmienne xx
11
, , xx

22
, ..., , ..., xx

ll
 są niezależne, kiedy: są niezależne, kiedy:

E{H(x1,x2,... , xn)}=∫−∞
∞ ...∫−∞

∞ H(x1,x2, ... , xn)f (x1,x2,... , xn)dx1 ...dxn

g x1,x2,... x l=∫−∞
∞ ...∫−∞

∞ f x1,x2, ... , xndx l1...dxn

E{xr}=∫−∞
∞ ...∫−∞

∞ xr f x1,x2, ... , xndx1 ...dxn

E{xr}=∫−∞
∞ xrgr xrdxr

f x1,x2,... , xn=g1x1g2x2...gn xn

g x1,x2, ...x l=g1 x1g2x2...gl x l
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Rozkłady wielu zmiennych losowych - momentyRozkłady wielu zmiennych losowych - momenty

Momenty rzędu lMomenty rzędu l
11
, l, l

22
, ..., l, ..., l

nn
 to wartości oczekiwane funkcji: to wartości oczekiwane funkcji:

Oznaczamy je przez:Oznaczamy je przez:

W szczególności:W szczególności:

Momenty (momenty centralne) względem wartości średnichMomenty (momenty centralne) względem wartości średnich::

H=x1
l1x2

l2 ... xn
ln

l1 l2 ... ln
=E x1

l1x2
l2... xn

ln

100...0=E x1= x1

010...0=E x2= x2

000...1=E xn= xn

 l1 l2 ... ln
=E {x1− x1

l1 x2− x2
l2 ... xn− xn

ln}
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Rozkłady wielu zmiennych losowych – momenty c.d.Rozkłady wielu zmiennych losowych – momenty c.d.

WariancjeWariancje::

Moment centralnyMoment centralny dla l dla l
ii
 = l = l

jj
 =1 oraz l =1 oraz l

kk
=0 (i, k, j są różne), =0 (i, k, j są różne), kowariancjakowariancja między  między xx

ii
, x, x

jj

200...0=E{x1− x1
2}=2x1

020...0=E{x2− x2
2}=2x2

000...2=E{xn− xn
2}=2xn

cij=cov xi ,x j=E{x i− xi x j− x j}



27

Notacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowychNotacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowych

Reprezentacja n zmiennych Reprezentacja n zmiennych xx
11
, , xx

22
, ..., , ..., xx

nn
 jako składowych wektora  jako składowych wektora xx w przestrzeni n-wymiarowej. w przestrzeni n-wymiarowej.

DystrybuantaDystrybuanta::

Gęstość prawdopodobieństwaGęstość prawdopodobieństwa::

Wartość oczekiwanaWartość oczekiwana::

Macierz kowariancjiMacierz kowariancji::

Elementy Elementy to współczynniki kowariancji, elementy diagonalne macierzy, toto współczynniki kowariancji, elementy diagonalne macierzy, to

F=F x 

f x =
∂n

∂x1∂x2 ...∂xn
F x 

E{Hx }=∫Hxf x dx

C=[
c11 c12 ... c1n
c21 c22 ... c2n
... ... ... ...
cn1 cn2 ... cnn

]
cij cii=2xi 
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Notacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowychNotacja wektorowa dla zmiennych losowych n-wymiarowych

Macierz kowariancji to macierz symetryczna:Macierz kowariancji to macierz symetryczna:

Wartości oczekiwaneWartości oczekiwane: : 

Element macierzy kowariancji:Element macierzy kowariancji:

Jest to wartość średnia elementu o wskaźnikach Jest to wartość średnia elementu o wskaźnikach ijij iloczynu diadycznego wektorów: iloczynu diadycznego wektorów:

Macierz kowariancjiMacierz kowariancji::

Ex = x

xT=x1 x2 ... xn

cij=c ji

cij=E{x i− xix j− x j
T}

x i− x ix i− x i
T

x=
x1
x2
...
xn


C=E {x− x x− x T}
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