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Zmienne losowe

Jesli w tych samych warunkach eksperymentalnych dokonujemy n pomiaréw danej wielkosci
i dostajmy rozne wyniki, to znaczy, ze sa one obarczone niepewnosciami przypadkowymi,
traktujemy je jako zdarzenia losowe.

Zdarzeniu losowemu przypisywana jest okreslona warto$¢ zmiennej losowej.

- jednowymiarowe,

- dwuwymiarowe,

- n-wymiarowe
Rodzaje zmiennych losowych:
- skokowe (dyskretne),

- ciggle.

Zmienne losowe bedziemy oznaczali znakami: x,y,..



Dystrybuanta zmiennej losowej

Dana jest zmienna losowa x oraz liczba x, ktéra moze przybiera¢ dowolng wartosc.

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia x<x jest funkcjq x i nosi nazwe

F(x)=P(x<x)

Jesli x moze przybierac tylko skonczong liczbe wartosci, to dystrybuanta jest funkcjq skokowa.

Dystrubuanta dla zmiennej losowej typu skokowego:

F(x)=P(x<x)=X{, P,

Dystrybuanta dla zmiennej losowej typu ciaglego, gdzie f(x) jest funkcja gestosci:

F(x)=P(x<x)=/Z, f(x')dx’



Pojecie prawdopodobienstwa

Wiasnosci dystrybuanty:
1) funkcja niemalejaca
2) lim F(x)=0 oraz lim_, F(x)=1
3) w przypadku, kiedy dystrubuanta F(x) jest ciagla oraz ma 1-sza pochodna:
F'(x)=%%=f(x)

dx
f(x) jest funkcjq gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x

X——o0

f(x) jest miarg prawdopodobienstwa zajScia zdarzenia X<X<x+dx

Prawdopodobienstwo:
P(x<a)=F(a)=/2-f(x)dx

P(a<x<b)=[2f(x)dx=F(b)-F(a)
Jeo £ (x)dx=1



Polozenia katowe wskazdwek zegara — zmienna losowa ciagta

f (x)==;x€[0,360]
f(x)=0;x¢[0,360]
R Gestosc prawdopodobienstwa
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Rozklad normalny — zmienna losowa ciagla

f(x), F(x)

f(x)=—Lexp(X2L); xeR F(x)=/* f(x')dx'

J27h 2Db?

Rozklad Gaussa (0,1)
B — f(x) - gestosc

Fixydystrybuanta—

lim

lim



Rzut kostkq — zmienna losowa dyskretna
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Wartosc¢ srednia

Funkcje zmiennej losowej x s3 zmienng losowa. y=H(x)

Zmienna losowa y ma swojq dystrybuante oraz gesto$¢ prawdopodobienstwa.

Warto$¢ srednia (warto$c oczekiwana, wartos¢ przecietna) dla zmiennej loswej typu skokowego:

E(x)=x=X", x,P(x=%,)

r ¥ 7

Warto$¢ srednia dla funkcji y= H(x)
E{H(x)|=2{, H(x,

1

)P(x=x,)

Wartos¢ Srednia (oczekiwana, przecietna) dla zmiennej loswej typu cigglego:

E(x)=x=J"_ xf(x)dx

Warto$¢ srednia dla funkgji y=H(x)
E{H(x)}=/7, H(x)f (x)dx



Momenty

W przypadku, kiedy H(x) = (x-c)'

Momenty rzedu | wzgledem c: wartosci oczekiwane

|
w=E{(x-c)}
Wazne momenty:
Moment centralny: moment warto$ci $redniej w=E{(x—%)']
Najnizsze momenty: Ho=1 u,=0

Wariancja zmiennej losowej x

Najnizszy moment, ktory zawiera informacje

o Srednim odchyleniu zmiennej losowej x od swojej wartosci Sredniej.

o’(x)=var(x)=[", (x—%X)*f(x)dx

o’(x)=var(x)= e (Xi_ﬁ)zP(X:Xi)



Rozkiad normalny o réznych wariancjach (dyspersjach)
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Gauss(x)
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Wariancja, dyspersja, skosnos¢

Wariancja jest miare szerokosci rozkladu gestosci prawdopodobieristwa w poblizu

wartosci Sredniej. Jezeli wariancja jest mata, to wyniki poszczegolnych pomiaréw leza w poblizu

wartosci Sredniej, jeSli natomiast jest ona duza, to wyniki sq bardziej rozproszone wokat sredniej.

Odchylenie standardowe (dyspersja) o (x)=Vo?*(x)
jest miarg odchylenia wynikow od wartosci oczekiwanej.
Odchylenie standardowe ma ten sam wymiar co zmienna losowa x, jest utozszamiane
z bledem pomiaru.
o(X)=AXx

Skos$nos¢ — trzeci moment wzgledem wartosci Sredniej H3 (wspotczynnik skosnosci, skoSnosc)
M

Wspo6lczynnik asymetrii rozkladu zmiennej losowej x Y=  Zawiera on informacje o mozliwych

réznicach pomiedzy dodatnimi i ujemnymi odchyleniami od wartos$ci Sredniej. Dla rozkltadéw

symetrycznych skosnos¢ jest rGwna zeru.
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Wiasnosci wartosci Sredniej oraz wariancji

Wiasnosci: H(x)=cx c=const
Warto$¢ oczekiwana: E(cx)=cE(x)

o?(cx)=c*o?(x)

Rozpatrzmy funkcje: u=

wariancja:

Zmienna standaryzowana — zmienna losowa o wartosci oczekiwanej 0 oraz odchyleniu standardowym 1.
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Wartos¢ modalna, mediana

Wartos¢ modalng (warto$¢ najbardziej prawdopodobna, moda) x , to wartos¢ zmiennej losowej

odpowiadajacq maksimum prawdopodobienistwa  P(x=x_)=max

Rozklad jednomodalny — gesto$¢ prawdopodobienstwa ma jedno maksimum

Rozklad wielomodalny — gesto$¢ prawdopodobienstwa ma wiecej niz jedno maksimum

Dla rozkladow gestosci prawdopodobieristwa majacych pierwszg oraz druga pochodng warto$¢ modalna
odpowiada maksimum rozkladu, jest okreSlona przez warunki:

df (x) _ d*f(x)
dx _O dx? <O

Mediana x__ rozkiadu, to taka warto$¢ zmiennej losowej, dla ktorej dystrybuanta przyjmuje wartosc 0.5:

Dla ciaglej gestoéci prawdopodobiefistwa: F(x,-)=P(x<x,5)=0.5

mediana dzieli caty zakres zmiennej loswej na dwa obszary o rownym prawdopodbienstwie.
[Tsf(x)dx=0.5
13



Kwantyle

Kwantyl x : F(x,)=[" f(x)dx=q qe(0,1]

Kwantyl géry x F(x,,5)=/2"1(x)dx=0.25

0.25°

Kwantyl dolny x F(x,.,:)=/""f(x)dx=0.75

0.75:
Mediana x__: F(x,:)=/"f(x)dx=0.5

Decyle: X X X .

s s s f ss _ J L. _ _ _ _ §
Jl1a rozkiadow jednomodalinych, o ciggie] funkcjl gestoscl prawdopodobienstwa, symetry




Kwantyle - ilustracja

f(x)

F(x,.)=/"f(x)dx=0.5 Mediana

F(Xo,25):f§$5f<x)dxzo-25 Kwantyl dolny

F(xy.5)=127f(x)dx=0.75 Kwantyl gorny
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Rozklad jednostajny

Gesto$¢ prawdopodobieristwa: f(x) A
f(x)=c;x€(a,b) Cl |
f(x)=0;x¢(a,b

Rozklad jednostajny: [7 f(x)dx=c/? dx=c(b-a)=1
f(X):b -;X€(a,b)
f(x)=0;x¢(a,b)

Dystrybuanta: F(x)=0;x<a
F(x)=;—/5dx=22;x€(a,b)
F(x)=1;x>=b

Wartosc¢ oczekiwana: E(x)=k=-["xdx=1-1(b*-a?=Lte

Warlancja o (X)=J3 (x =% F (x)dx =12 (x =232

=5z da (X—

<V

) dx



Rozkiad dwumianowy

Prawdopodobieristwo: D, (K)=m7p q" " pel0,1] q=1-p
k sukces6w w n niezaleznych prébach przeprowadzonych w identycznych warunkach
p — prawdopodobienstwo sukcesu w pojedyncze] probie

q= 1-p — prawdopodobienstwo porazki w pojedynczej probie

Wartos¢ oczekiwana w pojedynczej probie:
E(x)=1p+0q=p
Wariancja w pojedynczej prdbie:
var (x;)=E{(x,—p)*}=(1-p)’p+(0-p)’q=pq
Wartosé oczekiwana:
E(x)=np
Wariancja:
var (x)=npq
Odchylenie standardowe:

o (x)=V(var (x))=+(npq)
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Rozkilad dwumianow_y

Prawdopodobieristwo: D, (K)=mp q" " pel0,1] q=1-p
Wartos¢ oczekiwana:

E(X>:Zﬁzokpn( )= Zk o K e knp q

E(x)=npX}_ P g *=np(p+q)* '=np

Wariancja: V(x)=E (x%)—(E(x))?

( ) zk Ok2 Elklpkqn k_ZE:1 ((k_1>+1)kk!(r?ik)!pqqn_k

E( ) Zk 2 (k- 2 (n—-k) 'pkqn k-i—ZE:l (k_l)rll(!n_k)!pkqn_k
E(x*)=n(n-1)p*X;_ TS R 1 D B e s R«
E(x?)=n(n—-1)p*(p+q)" *+np(p+q)" '=n(n—-1)p*+np
var (x)=n(n—1)p*+np—(np)’=npq

Odchylenie standardowe:

Vvar (x)=v(npq) 18
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