Komputerowa Analiza
Danych Doswiadczalnych

Prowadzaca:
dr inz, Hanna Zbroszczyk

e-mail: gos@if.pw.edu.pl
tel: +48 22 234 58 51
konsultacje: poniedziatek, 10-11; Sroda: 11-12

www: http://www.if.pw.edu.pl/~gos/students/kadd

Politechnika Warszawska
Wydziat Fizyki
Pok. 117b (wejsScie przez 115)


mailto:gos@if.pw.edu.pl

METODA NAJMNIEJSZYCH
KWADRATOW — KONT.



Obszary ufnosci i bledy niesymetryczne w przypadku nin.
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b(x)=kexp(—=(x—a) B(x—a)]=kexp|

g =1 =const — elipsa kowariancji.

g = const — obszary elipsoidalne o stalym prawdopodobienstwie W

x ma rozklad normalny — g(x) ma rozklad x* o n stopniach swobody.

Prawdopodobienstwo wystapienia wartosci x wewnatrz elipsoidy g = const:

g
n g
W= X ;n)d X’=pP —,=
{ f( (5:5)
P to niepelna funkcja Gamma.

Dla elipsoidy kowariancji:

1
Wn:P< :E)

n
2
Dla matych n:

W, =0.68269; W_ = 0.39347; W_ = 0.19875;

W, =0.09020; W_=0.03734; W_=0.01439;
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(x)}

g(x)=(x—a) B(x—a)






Obszary ufnosci i bledy niesymetryczne w przypadku nin.

Wyznaczenie obszarow o tym samym prawdopodobienstwie (dla roznych n):
- ustalamy wartos¢ W
- obliczamy odpowiadajacq mu warto$¢ g. (g to kwantylem z prawdopodobieristwem w rozkladzie X?

o n stopniach swobody).
2
g=X,(n)

Elipsoida ufnosci; odpowiada wartosci g, takiej, ze zawiera wektor x z prawdopodobienstwem W

(Jesli W= 0.95, to x lezy wewnatrz elipsoidy ufnosci na 95%)
- Zwiazek miedzy elipsoida ufnosci i funkcjg M: M=(c+Ax )T G, (c+AXx)=min
- R6znica miedzy funkcja M w punkcie x oraz w punkcie ~x:
~\ ~A\T T ~NY .
M(x)—M(X)=(x—X) A" G, (x+X)=min

Poniewaz: A’ Gy A=G,=B

- Mozna dowie$é, ze M (x)—M (X)=g(x)



Obszary ufnosci i bledy niesymetryczne w przypadku nin.

- Elipsa kowariancji - hiperpowierzchnia w przestrzeni r-wymiarowej opisanej zmiennymi: X , X, ..., X..

- Odpowiadajq stalej wartosci funkcji M = M(x) = M(~x) +1.
- Elipsoida ufnosci - hiperpowierzchnia, gdzie M = M(x) = M(~x) +g (odpowiada prawdop. W).
- G - kwantyl rozkladu X* o f = n-1 stopniach swobody.

- Te rozwazania pozostaja stuszne, kiedy stosujemy MNK do przypadkow nieliniowych.
Przyblizenie lepsze, gdy odstepstwo parametrow nieznanych od wyrazenia

of ; of ;

O X, OX,

spowodowane nieliniowoscia sq male (kiedy np. pochodne majq stale wartosci, kiedy zmiany

) (x,—xy) ...+

Xo

) (X, —x,)

Xo

fj(X,l’l ):fj(XO,n)_I_(

nieznanych parametréw sa mate).

- Bledy sqa male — interpretacja elipsoidy kowariancji bez zmian.
(szukane sa kontury przedzialow ufnosci, gdzie z prawdopodobienstwem W znajduje sie

prawdziwa wartosc Xx).
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Obszary ufnosci i bledy niesymetryczne w przypadku nin.

- Wyznaczany jest 1 parametr x — krzywa M = M(x) to odcinek na osi x.
- Wyznaczane sq 2 parametry: X , X granicq obszaru ufnosci jest krzywa opisana wzorem:

M(x)=M(%)+g

- Wiecej parametrow — mozliwe jest wyznaczenie cie¢ obszarow ufnosci przechodzacych przez punkt

~/

X=(xX) X, ..., X.)
Dowolnej parze zmiennych X, X, ..., X )
Procedura do wykreslenia obszaréw ufnosci jest opisana w podreczniku Brandt'a.

Rozpatrzony zostat takze przypadek btedéw niesymetrycznych wraz z niesymetrycznymi

Granicami obszaru ufnosci.



POMIARY ZALEZNE



Pomiary zalezne

- Nie zakladamy niezalezno$ci pomiarow — moga by¢ zwigzane pewng liczbg wiezow.
- Przyklad: bezposredni pomiar trzech katow trojkata.
- Rownanie wiezow: suma katow wynosi 180 st.
- Zadanie: wyznaczenie estymatorow ~n wielkosci 1.
yj:nj+€j j:1,2,...,l’l
- Bledy majq rozklad normalny o wartosci sSredniej rownej zeru:
_ 2\__ 2
E(Ej)_o E(Ej)—O'j
- Rownania wiezow:
fi(n)=0 k=1,2,...,q
- Przypadek liniowych wiezow:
b,+b;,n,+b,n,+...+b, n,=0

b,,+~b,,n,+b,,n,+...+b, n,=0

b,+b,+b,n,+...+b,n,=0

- W notacji macierzowej:

Bn b,=0



Pomiary zalezne — metoda elementow

- Wychodzimy z rownania: Bn b 0=0
- Eliminujemy q z n wielkosci n. Pozostate wielkosci to elementami.

(mozna je dowolnie wybiera¢ sposrod pierwotnych pomiaréw, moga tez stanowic ich kombinacje liniowe).

- Wektor 1 to liniowa kombinacja elementow:
nj:ij—I—fjl 0(1+fj20(2+"'+fj,n—q0(n—q

n=Fa&+f,

—.
|

- Rozwigzanie:
~ _ (T —1 T
- Macierz kowariancji:
—1__ (=T —1
G.'=(F'G,F)
- Wyniki poprawione:
~ ~ T 1 =T
n=Fa&+f,=F(F G,F) F G,(y—fo)+f,
- Macierz kowariancji wyznaczona na podstawie prawa propagacji bledow:

-1 __ T —1 T __ —1 T
G.'=F(F'G,F)'F'=FG_'F

1,2,...
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Roéownanie wiezéow dla katow w trdjkacie - 1

- W wyniku pomiaréw katow trojkata otrzymano wyniki: 89 st, 31 st, 61 st.

89
y=|31
61

- Réwnanie wiezow: 1N, +1n,+n;=180

- Mozna je zapisa¢ w postaci: Bn +b,=0 B=(1,1,1)
- Jako elementy wybierzemy: n; 1n,=; &, N, =180 — o, — x,
1 0 0
n=(0 1 |+ O
-1 -1 180
1 0 0
F=l0 1 fo=| O

b,

b,=—180
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Roéownanie wiezéow dla katow w tréjkacie - 2

- Blad pomiaru wynosi 1st (zatozenie):

1 0 O 1
C,=l0 1 0f=I G,=C, =I
0O 0 1
- Dochodzimy do: 88 1
1 2 -1 -1
- ~ 1 11
- %83 n={30- G, ==|-1 2 -1
x= 3 "3
1 -1 -1 2
30— 611
3 3

Wyniku takiego mozna byto spodziewac sie ze wzgledu na rowne wariancje.
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Metoda mnoznikéw Lagrange'a

Alternatywna metoda to metody elementOw (obie dajq identyczne wyniki, ale tu nie trzeba wybiera¢ elementéw).

- Liniowy uklad wiezéw: Bn+b,=0

- Wartosc pomiarowa to wartoSC prawdziwa oraz blgd pomiaru: y=n-+e
By—Be+b,=0

- Wprowadzamy wektor: ¢=By+b, .

- Dostajemy rownanie: ¢—Be =0 o= Mo

- Wektor mnoznikow Lagrange'a: Hq

- Rozszerzymy funkcje pierwotna: M =¢’ Gy € do: L=¢' Gy €+2 uT (c—Be)
- L jest funkcjq Lagrange'a.
- Warunek M = min z wiezami: c-Be = 0 jest spelniony, kiedy funkcja Lagrange'a znika:

dL=2¢ G,de+2u Bde=0

- Jest to rOwnowazne:

e'G,—n"B=0 "



Metoda mnoznikéw Lagrange'a

- Wzory koncowe, przy oznaczeniv: G ,=(B G;l B' )_1
n=Ggc
¢=G, B Ggc
ﬁ :y—G;lBTGBC

- Macierze kowariancji:

- Zastosowanie do przykladu z tréjkatem:

1
= G.=—
c=2 BT 3

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

Macierze kowariancji: Gg = % G-l=

1
"3



Metoda mnoznikéw Lagrange'a — przypadek nieliniowy

- Réwnania wiezow: f,(n)=0 k=1,2,...,q
- Rozwijamy w szereg Taylora wokot punktu n , bedacego pierwszym przyblizeniem n:
Ofy Ofy *
fl=fn)+(5 ) (=)=t (55 (n,=m,) O
a 1 ng ann No
- Wprowadzajac oznaczenia:
Of
b"’:(ﬁ—m) c=fi(ny) S, =(Nx—"y0)
No
by by ... by Cq 0y
B= b21 b22 bzn c—= C, 5= 62
by, by, .. b, c, 5,

- Rownanie (*) w postaci macierzowej:

Bd+c=0
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Metoda mnoznikéw Lagrange'a — przypadek nieliniowy

- Jako pierwsze przyblizenie mamy wartosci z pomiarow: No=Y

d=m-—My=n—y=-—¢€

- Mozna dowies¢, ze:

- estymator ,,bledow pomiarowych”: S —_ G;l BT ( B G;l BT )—1 c

~

- estymator wielkoSci poprawionych: m=n_,=n_,_,+ 3

(wynik kazdego kroku to kolejne przyblizenie, po s iteracjach wynik jak wyzej)

- macierz kowariancji: Ggl — G;l - Gy B Gy B G;l

- estymator bledow:

- minimalizowana M: ~ T
M G



Przykladowe zadania na kolokwium z KADD (wyklad):

1) Dana jest dystrvbuanta zmiennej X:

X (-inf, -2> (-2, 1> (1, 3> (3, inf)

F(x) 0 0.2 0.8 1.0

Wyznacz funkcje prawdopodobienstwa.

2) Zmienna losowa X ma funkcje prawdopodobienstwa postaci:

E 3 1 3 5
p_i 0.1 0.2 0.5 0.2
Wyznaczyc funkcje prawdopodobienstwa zmienne U:

a) U=2X +3

b) U= X

) U= X5

Ponadto wyznaczy¢ wartosci oczekiwane i wariancje.

3) Zmienna losowa ma rozklad prawdopodobienstwa:

f(x) = c*sin(x) x in [0, ]

a) Dobrac stala c, aby f(x) byla gestoscia prawdopodobienstwa

b) Wyznaczyc funkcje dystryvbuanty

c) Wyznaczy¢ wartosc oczekiwang, wariancje, odchylenie standardowe
d) Wyznaczyc mediang

4) Zaproponowac metoda do generacji liczb z rozkladu potegowego
5) Zaproponowac metode do generacji liczb z rozkladu sinusoidalnego

6) Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad gestosci: f(x,y) = 1/(20m ) * exp(-0.5%(x"/4
+y*/25)). Zbada c, czy zmienne X, Y sa niezalezne, Podac sposab na obliczenie (obliczyc): P(-
1=X<2, 0<¥<3)

7) Dane sg dwie proby:
A)21,19,14,27,25,23,22, 18, 21 (N =19)
B) 16, 24,22, 21, 25, 21, 18 (N=7)

Czy przy poziomie istotnosci 5% wariancja proby (B) jest mniejsza niz proby (A)?
8) Zweryfikuj hipoteze, ze 10 pomiarow zostalo wylosowane z populacji o wartosci sredniej 25.6?

Przyjmij, ze poziom istotnosci wynosi 10%, zaloz, ze populacji ma rozklad normalny.
Pomiary: 22.03, 27.05, 27.5, 22.7, 25.3, 26.2, 27.9, 21.2, 23.3, 25.5.




PRZYPADEK OGOLNY
MNK



Przypadek ogélny MNK

Notacja: poszukiwane parametry to r-wymiarowy wektor X.

Wielkosci mierzalne: n-wymiarowy wektor 1.

Wielkosci mierzone: n-wymiarowy wektor y.

Wyniki pomiarow réznig sie od wielkosci mierzonych o wielkosci btedu € (n-wymiarowy wektor).

Zakladamy, ze bltedy majg rozklad normalny z wartosciq oczekiwang rowng 0 oraz macierzg

Kowariancji C = Gy'l.

Wektory x oraz 1 sg ze sobg zwigzane za pomoca m funkcji:
fr(x,n)=f,(x,y—€)=0 k=1,2,...,m

Zakladamy, ze znamy pierwsze przyblizenie wartosci szukanych dla wektora n.

Sq to wyniki pomiarow.

Zakladamy, ze funkcje f _sq liniowe w otoczeniu (x, 1, ).

Rozwiniecie w szereg Taylora:

o,
fk(X,n)ka(Xo,ﬂo)+(ai) (Xl X10)+

o, of, o,
G (G (na) G () s



Przypadek ogolny MNK

Wprowadzajqc oznaczenia:

ay <Z_Q;)xo,no bkl:(g_]:'lll()xo,no
a,, da, a,, b,, by, b,
Al a a,, B_|by by, b,
b, C.l.q.z Ay b, l;q; b,
E=X—X, d=n-n,

Uklad rownan w postaci macierzowej:

AE+B6 +c=0
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Przypadek ogélny MNK

Mozna dowiesc, ze:

—(A'"G,A)'A'G,C

asl]
||

8=—G,'B'G,(c—A(A"G,A) ' AT G,c)
A=G,A(c—A(A"G,A) A" G,c)

-1 -1 1 T -1 1 T T 1 AT -1
G ZGy —Gy B GzGy —|—Gy B GBA(A GBA) A GBBGy

Mozna udowodni¢, ze przy spelnionym warunku dostatecznej liniowosci:
M=(B&)' G,(Bg)

Ma rozkiad X o NDF = m-r.

W przypadkach nieliniowych stosowana jest procedura iteracyjna przyjmujaca jako wartosci
Poczatkowe wartosci z poprzedniego kroku iteracyjnego. Iteracja moze by¢ powtarzana az

Do uzyskania satysfakcjonujgcego wyniku. Jest to kryterium bardzo trudne do okreS$lenia.

21



	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21

