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METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

- Zaproponowana przez Legeandre'a i Gauss'a.

- Z.alozenie:

Wynik pomiaru y, to suma wielkoSci x (nieznanej)

i niepewnosci pomiarowe;j €.

Wartosci €53 dobierane tak, aby suma kwadratow

niepewnosci byla jak najmniejsza.

ZE_Z (x—y;)*=min




1) Pomiary bezposrednie o réwnej i réznej dokladnosci

1) Rowna dokladnesc.

- n pomiarow nieznanej wielkosci x.

- wyniki pomiarOw obarczone sq niepewnosciami pomiarowymi €. (opisanymi rozkladem normalnym)

yj:X_I_Ej E(Ej):() E(EZ.):()-2

J
- Prawdopodobienstwo uzyskania wartosci Y, jako wyniku pojedynczego pomiaru (wewnatrz przedziatu dy)

1 (y,—x)°
dy=———— exp(—-2
f;dy — e exp ( —

- Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci:
n

1 5 Z (yj—x)2+const
207 j=1

) dy

b=—

- Warunek najwiekszej wiarygodnosci: 1 = max, tozsamy z:

- Warunek najmniejszych kwadratow

MZZ(yj—x)2=Z €;=min

- Estymatory: j=1 j=1

1%, wpeT s
—VTh j:1yj n Vn



2) Pomiary bezposrednie o rownej i réznej dokladnosci

2) Rozna dokladnosc.

- n pomiarow nieznanej wielkosci x.

- Wyniki pomiarow obarczone sq niepewnosciami € (opisane rozkladem normalnym)

Yj=XTE,; E(e;)=0 E(ez.):(y?:i

! g,

- Metoda najwiekszej wiarygodnos’ci'

M= Z yJ_X ZgJ )ZZFZl g?e?zmin

j=1 O_ j
- Estymatory:
2.9y
3 =JI=1 Srednia wazona poszczegolnych pomiaréw (wyniki o duzej
Z g, wariancji nie wptywaja na wynik)
j=1 :
n
2/~
o (%)=(2 = Z g;)
j=1 O_

Estymator wariancji

€=y,— X Najlepszy estymator niepewnosci pomiarowej



Pomiary bezposrednie o réwnej i réznej dokladnosci

- Wielkos$¢ ta ma rozklad normalny z wartoscig srednig =0 oraz wariancjao f
- Wielkosci €;/0°;  pochodza ze standardowego rozktadu Gaussa.

- Suma kwadratow:

n

M:ié) =2 (y"_zx) =2.9;(y;~x)’

j=1 ()'j j=1

ma rozktad X* o n-1 stopniach swobody.

Srednia wazona z pomiaréw o réznej dokladnosci — przyklad.
M = 7.2. Poziom istotno$ci 5%. n=3 stopnie swobody. X (2)'95 =7.82

X:Z ngj/Z gj:497'9 Ai:(z gj)—1/2

Najlepsza wartos¢ masy K0: ~ m, =(497.9+0.2) MeV



Pomiary bezposrednie o rownej i réoznej dokladnosci

Co mozna zrobi¢, kiedy test X* daje odpowiedZ negatywng?
1) Odrzucic hipoteze i zaniechac¢ dalszych badan

2) W praktyce to wyscie niezadowalajace.. (aby poczeka¢ do pobrania nowej proby).

Trzeba przyjrze(: SiQ punktom pomiarowym (jesli np. ewidentnie punkt lub dwa odbiegaja od wynikow pozostatych

pomiarow (bo np. sq obarczone dodatkowa niepewnoscia systematyczng), to taka niepewnos$¢ pomiarowa nalezy zwiekszy¢ poprzez

tzw. czynnik skalujacy): \/ M/ ( n— 1)

M
n—1

Po przeskalowaniu wartoSc¢ Sredniej nie ulegnie zmianie, lecz wartoS¢ wariancji tak.

o M ~ 1.7

I —

n

2

1 & — X _
Y 1Z(y, : _n-1, .
M j=1 ()‘J M

M’ jest rGwne warto$ci oczekiwanej X* o n-1 topniach swobody.

Procedure taka nalezy stosowac z duza doza ostroznosci!



2a) Pomiary posrednie, przypadek liniowy

- Ogolny przypadek kilku (r) nieznanych wielkosci (Xi; i=1, 2, ...,r),

- Wielkosci te nie podlegaja bezposrednim pomiarom.

- Mierzone sa ich liniowe funkcje: N;=p,,+p;X;tp X, +...+ p; X,
fi=nta,+ta,;x,+a,x,+..+a; x.=0

- Zdefiniujmy wektor w postaci kolumny:

f=n+a,+talx=0  J=L2..n

(] () r x
N o a,; dy a,
n=|"z2 a,= d A=|91 9 ),
kn]r kan()) &anl an2 anr)




Pomiary posrednie, przypadek liniowy

- Uklad rownan:
f=m+a,+Ax=0 (*)

- Kazdy pomiar obarczony jest niepewnosciq € o rozkladzie normalnym, wynik pomiaru:

Yi=nN;TE€, E(e;)=0 E(el)=0o:=1/g,

- Zmienne s niezalezne, wariancje przedstawiamy w postaci diagonalnej macierzy:
f W
g 0 .. O

G,=G.=c;'=c/'={? 92 - 0

| 0O 0 .. g, J

- Po wprowadzeniu n-wymiarowego wektora niepewnosci i pomiarow:

y=n-+e

- Uwzgledniajac (*): y —e +a,+A x=0

- Uklad ten nalezy rozwigzac ze wzgledu na x stosujac metode najwiekszej wiarygodnosci (...) :
M=n'G yN=min
T :
M=(y+a,+Ax) G, (y+a,+Ax)=min



Pomiary posrednie, przypadek liniowy

- Kiedy: c=y+a,
M=(c+Ax) G,(c+Ax)=min

- Mozna dowiesc¢, ze:

G,=H'H
- Dla pomiaréw nieskorelowanych (czesty przypadek):
(
1 \
— 0 0
04
1
_ — 0
H= o,
1
0 0 pu
\ ")
- Wprowadzajac oznaczenia: c'=Hc oraz A'=HA
M=(A'x+c')’=min
- Po rozwigzaniu: x=A"c’

A1 To macierz pseudo-odwrotng do macierzy A.
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Pomiary posrednie, przypadek liniowy

Czesto w obliczeniach analitycznych korzystamy z wyrazenia rownoznacznego:
~ yT ] _1 IT I
Xx=—(A"A') A" c

Tozsamego z wyrazeniem:

x=—(A"G,A)'A'G,c

Dla pomiarow bezposrednich o roznej doktadnosci x ma tylko 1 element, a_znika, macierz A

Redukuje sie do wektora o n skladowym rownych -1, otrzymujemy wowczas:

[ f \ n .
» N
0, (O j=1 O'j
Y2 g p——

c'= o, A'= O,
Vi —Gl
Un) \ "




Pomiary posrednie, przypadek liniowy

- Macierz kowariancji dla najlepszego estymatora:
—1__( AT “1__ [ AT A -1
G.'=(ATG,A) '=(ATA"

- Pierwiastki kwadratowe z elementow diagonalnych to niepewnosci pomiarowe.

- Estymator niepewnosci pomiarowych:
E=AX+c=—A(A'"G,A) 'A'G c+c
- Wektor pomiarow poprawionych:
n=y—€é=y+A(A'G,A) 'A'G,c—c
~ T —1 AT
=A(A'G,A) A'G,c—aq,

=
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Dopasowanie prostej - przyklad

- Dopasowanie prostej do zbioru pomiarow 2

odpowiadajgce roznym wartosciom t— czyli zmiennej kontrolowanej.

- Zakladamy, ze wartosci zmiennej kontrolowanej sq dokladnie znane (tzn. z zaniedbywalnymi
niepewnosciami).
N,=Y,;,—€;=X;TX,t;
- Jesli te wartosci sa takze obarczone niepewnosciami — przypadek nieliniowy.
n—x,—x,t=0
- Szukane parametry:

X
x=|"1
Xy

- Pomiary:

13



Dopasowanie prostej - przykiad

Po obliczeniach dostajemy a = 0.

1 ¢, 1 0 1.4
1 ¢ 1 1 _.—_|15
A=— 2| =— y=c=-
1 t, 1 2 3.7
1 t, 1 3 4.1
4 0 0 O 2 0 0 O
G —|0 25 00 H=|0 5 0 0
Y10 0 1 0 0 010
0 0 0 4 0 0 0 2
20 2.8
—_[2 O 7.5 62.2
A—_ F—__ . AIT r— __ .
1 2 © 737 ¢ @41
2 6 8.2
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Dopasowanie prostej - przykiad

Nastepnie:
(A,TA,)lz_(34 39)1_ 1 (65 —39)_( 0.0943 —0.0556

39 65/ 689|—39 34 /) |—0.0556 0.0493

<[ 0.0943 —0.0556)(63.2):(0.636)

—0.0556 0.0493 /194.1 1.066
C.= 0.0943 —0.0556 A X,=0.307 A %,=0.222
—0.0556 0.0493
0.636
~ ~_[1.702 N= 4 pomiary, 2 parametry, co daje
n=—Ax= 7 768 n-2 = r =2 stopnie swobody.
' Zakladajac poziom istotnosci 5% z tabel X*:
3.834 Xzo‘95 =5.99.
Warto$¢ minimum funkgji: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy.
~ 2

m=> 2Ny —4507
j=1 O

J
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Dopasowanie wielomianu

W przypadku wielomianu w zmiennej t stopnia r (dla r=2 przypadek zostal wlasnie omowiony):

— — 2
N, =h,=x,+Xx,t,+x3t;+...+xt

Pomiary:

Hoo~Nv~ouh~hwNkr —

0

-

-0.9
-0.7
-0.5
-0.3
-0.1
0.1
0.3
0.5
0.7
0.9

81
50
35
27
26
60
106
189
318
520

r—1
J

1 t, ¢t t,
A=l & 6 t,
1t t !
Wyniki:
r ~X ~X ~X ~X ~X ~X
1 2 3 4 5 6
1 57.85
2 82.66 99.10
3 47.27 185.96 273.61
4 37.94 126.55 312.02 137.59
5 39.62 119.10 276.49 151.91 52.60
6 39.88 121.39 273.19 136.58 56.90 16.72
Niepewnosci to pierwiastki kwadratowe z liczby obserwacji.

HOTOO N0 ©

833.55
585.45
36.41
2.85
1.68
1.66
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Dopasowanie wielomianu

Dwie pierwsze hipotezy nie sq zgodne z danymi doswiadczalnymi.

Hipoteza zakladajgca r = 3 (wielomian drugiego stopnia) prowadzi do jakoSciowo zgodnych wynikow.

Hipotezy z r = 4, 5, 6 prowadzq do wynikow zgodnych z doswiadczeniem.

Test X* na poziomie istotnosci 0.05

nie daje podstaw do odrzucenia hipotezy.

Graph
600 —------ Wielomian stopnia 0
= =ooeae- Wielomian stopnia 1
B Wielomian stopnia 2
500 B Wielomian stopnia 3
= Wielomian stopnia 4
[====ee==- Wielomian stopnia 5
400 Wielomian stopnia 6
300
200
100[— ..
- R
[ “”’“‘*f-;.;__h o IR S oo
| T |
0 — L e--1" " | ] I I I I I I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1
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2b) Pomiary posrednie — przypadek nieliniowy

- Do tej pory zwiazek pomiedzy wektorem n zbudowanym z n prawdziwych wielkoSci mierzonych y
oraz wektorem zbudowanym z r nieznanych parametrow byt liniowy.
- Czesto jednak jest tak, ze zwigzek ten opisuje funkcja: n = h(x)
f;(x,n)=n;—h;(x)=0
f j (x,n)=0
- Jesli powyzsza funkcje rozwiniemy w szereg Taylora (i uwzglednimy jedynie cztony liniowe rozwiniecia,
to przypadek nieliniowy sprowadzi sie do liniowego. Rozwiniecia dokonujemy w okolicy punktu:

X0:<X10:X20’ ’XrO)

of of
fj(x:n ):fj(xo,n)+(ale)xo(xl_xm)_'_---"'(aXJr )XO(Xr_XrO)
- Wprowadzajac definicje:
X1 X490 a, d, .. d,
X,—X of oh. a,, da a
E=x—x,=|"?2 20 a.—= Jy —_ J A=|"21 22 e 2r
0 ]l (axl )XO (axl )XO
X X0 d,; d,, ... d,
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2b) Pomiary posrednie — przypadek nieliniowy

Cj:fj(xo,y):y]'_hj(xo) Cq
c=|“
Korzystajacz:  y=n+e€ Ch

fj(xO,n ):fj(xo,y_e):fj(xo,}’)_e

Stad z: fj(x,n)ZO otrzymujemy: f:A"§+c—€:() e=A€+cC

Warunek metody najmniejszych kwadratow:
_ T .
M=(A%+c) G,(A€+c)=min

Rozumujgc podobnie, jak w przypadkach liniowych dochodzimy do:

Nastepnie zgodnie ze wzorem ponizszym znajdujemy lepsze przyblizenie: X, =X,+E
X177 X590
X,—X
E=Xx—x,=|"2 "2

Xr_XrO

19



2b) Pomiary posrednie — przypadek nieliniowy

- Powtarzamy catq procedurg wyznaczajac nowe wartosci macierzy A oraz ¢ w punkcie x .

- Otrzymujemy wektor x_.

- Proces iteracji powtarzamy tak dtugo, az otrzymana wartoS¢ minimum funkcji M jest niewiele mniejsza od
wartosci minimum otrzymanego w poprzednim kroku iteracyjnym.

- Nie ma gwarancji, Ze opisana procedura jest zbiezna.

- Jesli rozwigzanie: X=X, =X, _, +}§ zostato otrzymane po n krokach iteracyjnych,
mozna je zapisa¢ w postaci funkcji liniowej.

- Macierze kowariancji mozna wyznaczy¢ korzystajac z prawa propagacji btedow.

Przy rozwazaniu omawianych zagadnien pojawiaja sie zasadniczo 2 problemy:
1) Rozniczkowanie numeryczne (macierzy A) pocigga za sobg zmniejszenie dokladnosci
wykonywanych operacji oraz wydtuzenie czasu obliczen.
2) Minimalizowana funkcja M nie jest prosta forma kwadratowa nieznanych parametrow.

- Polozenia minimum nie zawsze daje sie wyznaczyC w jednym kroku.
- Zbieznos¢ procedury iteracyjne]j zalezy od tego, czy odpowiadajaca wartosc x  pierwszemu

przyblizeniu lezy w obszarze, w ktorym forma kwadratowa przybliza funkcje M dok}ad%e.



2b) Pomiary posrednie — przypadek nieliniowy

W celu zapewnienia zbieznosci procedury mamy 2 metody:
a) zmniejszajaca krok iteracyjny (prostsza i szybsza)
b) procedura Marquardta (o zwiekszonym obszarze zbieznosSci) — zalecana w przypadkach

Watpliwych.

21



Wiasnosci metody najmniejszych kwadratéw. Test X°.

- Do teraz rozwazana byla MNK jako zastosowanie MNW do problemow liniowych lub linearylizowanych
- Minimalizacja funkcji wiarygodnosci doprowadzita do MNK.
- Do zbudowania funkcji wiarygodnosci trzeba zalozy¢, ze znamy gestos¢ prawdopodobienstwa

rozkladu bledow pomiarowych i ze jest ona opisana rozkladem normalnym.

- Twierdzenie Gaussa-Markowa mowi, Ze nawet przy braku takich zatozen MNK daje dobre wyniki.

Wiasnosci wynikow uzyskanych poprzez metode najwiekszej wiarygodnosci:

1) Rozwigzanie ~x jest asymptotycznie nieobcigzone, czyli: E ( X l_) =X,

i=1,2,...,r
2) Jest ono estymatorem o minimalnej wariancji: g (X)=E {( X.— Xl,)z} —min
3) Wielkoé¢: M = e'G , € ma rozklad X? o liczbie stopni swobody n-r

(wielkosS¢ M staje sie sumg kwadratow: M = Z E? / ()‘? )
j=1

22



Wiasnosci metody najmniejszych kwadratéw. Test X°.

W przypadku, kiedy rozklad niepewnosci nie jest znany, rozwigzanie uzyskane MNK ma wilasnosci:

1) Rozwigzanie jest nieobcigzone

2) Sposrod wszystkich rozwigzan x*, ktore sa nieobcigzonymi estymatorami wektora X oraz
liniowymi kombinacjami pomiarOw y, rozwigzanie uzyskane MNK ma najmniejszq wariancje
(to jest wiasnie twierdzenie Gaussa-Markowa)

3) Wielkos¢: pp—=¢" Gy ¢ ma rozktad X* o liczbie stopni swobody n-r.

Wartos¢ oczekiwana wielkosci M wynosi E(M) = n-r

- Wielko$¢ M czesto nazywana jest X*, mimo, ze nie zawsze ma rozklad X°.

- Wielko$¢ M oraz macierze C__ to dobry sprawdzian jakosci dopasowania uzyskanego MNK.

- Jesli wartos¢ M jest duzo wieksza niz NDF, to nie nalezy bezkrytycznie akceptowac uzyskanegow yniku.

- f = n-r, zwana liczba stopni swobody (NDF) oraz liczbg wiezow dopasowania.
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Wiasnosci metody najmniejszych kwadratéw. Test X°.

Jesli wiadomo, ze niepewno$ci majq rozklad normalny, to dopasowanie MNK laczymy z testem X°.

Odrzucamy wynik dopasowania, kiedy: M = e ,€>X : (n—r)
Kiedy M przekroczy warto$¢ X* zalezng od poziomu istotnosci oraz NDF, nalezy szuka¢ przyczyn:

1) Zalozona postac zaleznosci f(x, ) = 0 mierzonych wielkosSci od nieznanych parametrow nie

Moze by¢ stosowana. Zatozona funkcja jest zta lub kilka parametrow majg zle wartosci.

2) Funkcja powyzsza jest poprawna, ale rozwiniecie w szereg Taylora z jednym tylko wyrazem

nie pozwala odtworzy¢ funkcji f wystarczajaco dobrze.

3) Pierwsze przyblizenie x_jest zbyt dalekie od pierwszego rozwiazania.

4) Macierz kowariancji wielkosci mierzalnych Cy jest oparta na zbyt grubych przyblizeniach.
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KONIEC WYKLADU 10
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