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Regulamin przedmiotu

Przedmiot jest prowadzony przez dr inz. Hanne Zbroszczyk.
Laboratorium stanowi uzupetnienie wyktadu pod tym samym tytutem.

Zajecia trwajg 15 tygodni (1 godzina wyktadu, 2 godziny laboratorium tygodniowo).

Prowadzacy zajecia laboratoryjne:

dr inz. Maja Mackowiak-Pawlowska (ROOT)
dr inz. Hanna Zbroszczyk (ROOT)

mgr inz. Grzegorz Siudem (MATLAB)

mgr inz. Tomasz Sobiech (MATLAB)




Regulamin przedmiotu

Organizacja zajeC laboratoryjnych:

- przewidzianych jest 15 zajec laboratoryjnych (w tym 1 wstepne,
11 punktowanych, 2 kolokwia, 1 dodatkowe)

- zajecia prowadzone bedg w srodowisku ROOT albo MATLAB

- obecnosc jest obowigzkowa (mozliwe sa maksymalnie 2 nieobecnosci);

- w przypadku osob, ktore uzyskaty rejestracje na semestr w trakcie jego trwania
— koniecznym warunkiem do zdobycia pozytywnej oceny z przedmiotu bedzie
zaliczenie pierwszego kolokwium w terminie;

- spoznienie na zajecia powyzej 15 minut automatycznie jest odnotowane jako
nieobecnosc

- zajecia trwajg 90 minut, odbywaja sie bez przerwy;



Regulamin przedmiotu

Z asady oceniania na zajeciach punktowanych:

- zajecia punktowane obejmujg wykonanie 11 zadan o zr6znicowanym stopniu
trudnosci

- dopuszczenie do wykonania zadania moze by¢ uwarunkowane zaliczeniem
kolokwium wstepnego

- w trakcie pisania programu wolno korzystac z napisanych przez siebie programow
oraz zasobow Internetu*

- napisany w trakcie trwania laboratorium program nalezy oddac na tych samych
zajeciach

- za kazde zadanie mozna otrzymac 0-5 pkt (zrozumienie zadania: 1pkt, wykorzystanie

formalnych srodkéw Srodowiska: 3 pkt, aspekty uzytkowe oraz strona estetyczna:

1 pkt)

*) nie wolno korzystac z programow pocztowych (chyba, Ze prowadzacy wyrazi zgode), komunikatorow 4
internetowych, serwisow spotecznosciowych (w celu komunikacji z innymi uzytkownikami), ani z programow kolegow
z grupy swojej, jak i zadnej innej; korzystanie z telefonow komorkowych (smartfonow, tabletow) jest takze zabronione.



Regulamin przedmiotu

- w przypadku nie skonczenia programu na zajeciach oceniony zostanie napisany,

dzialajacy jego fragment; program nalezy skonczy¢ we wiasnym

zakresie i przedstawi¢ prowadzgcemu najpozniej w kolejnym tygodniu zajec
(na zajeciach lub konsultacjach); za skonczenie programu po zajeciach
mozliwe bedzie zdobycie dodatkowego 1 pkt- ale tylko w przypadku
przedstawienia w pelni dziatajgcego programu; suma zdobytych punktow

za program skonczony poza zajeciami nie moze by¢ wieksza niz 4; poprawa
polega na zademonstrowaniu dziatajgcego programu oraz dyskusji

z prowadzgcym (co w przypadku prezentacji na kolejnych zajeciach skraca
czas pisania programu dedykowanego dla tych konkretnych zajec);

nie dokonczenie programu moze skutkowac niedopuszczeniem do kolejnych

zajec;



Regulamin przedmiotu

- w przypadku nieobecnosci studenci sq zobowigzani do zrealizowania materiatu we

wilasnym zakresie i przedstawienia rozwigzania najdalej 2 tygodnie po
nieobecnosci (na zajeciach lub konsultacjach) — w przypadku usprawiedliwionej
nieobecnosci mozliwe jest zaliczenie zaleglego programu na mniejszg (4 pkt)
ilos¢ punktow;

- w przypadku nieobecnosci nieusprawiedliwionej liczba zdobytych punktow wynosi
0 (zero).

- mogq by¢ zadawane prace domowe.



Regulamin przedmiotu

Zasady oceniania kolokwiow:

- w trakcie semestru beda 2 (dwa) kolokwia: jedno w polowie semestru, drugie na
koncu;

- kolokwium bedzie polegato na napisaniu 3 (trzech) programow z materiatu
zrealizowanego na zajeciach.

- napisane programy nalezy przestac przed koncem trwania kolokwium na adres
e-mailowy prowadzgcego;

- programy beda oceniane w skali 0-30 pkt (0-10 pkt za kazdy program).



Regulamin przedmiotu

Ocena koncowa

Na ocene koncowa przedmiotu wplywaja:

wyniki z kolokwium z laboratorium: max 30 * 2 pkt = 60 pkt;

wyniki z programow napisanych na zajeciach: max 5 * 11 pkt = 55 pkt;

wyniki z kolokwium z wykladu: max 35 pkt (przy drugim podejsciu mozliwe bedzie
zdobycie 30 pkt)

Ocena koncowa wystawiana jest na podstawie procentowego udziatu sumy uzyskanych

punktow do sumy punktow mozliwej do uzyskania (150 pkt) wg. nastepujacej

zaleznosci:

>=51% - 3.0

>=61% - 3.5

>=71% -4.0

>=81% - 4.5

>=91% - 5.0

UWAGA! Do zaliczenia przedmiotu konieczne jest zaliczenie (zdobycie 51% punktows

mozliwych do zdobycia w konkretnym podejsciu) wszystkich kolokwiow.



Regulamin przedmiotu

Na ostatnich (15) zajeciach laboratoryjnych mozliwe jest poprawienie kolokwium

(z laboratorium). Mozliwe jest jednokrotne poprawianie kolokwium. Bez wzgledu na wynik
poprawy kolokwium, punkty zdobyte za kolokwium w trybie regularnym sg anulowane.
Przy poprawie kolokwium mozliwe jest zdobycie max. 24 pkt (po 8 pkt za program).

W celu zaliczenia kolokwium nalezy zdoby¢ 51% punktow.



Regulamin przedmiotu
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Regulamin przedmiotu

Program wykladu

1) Pomiary w eksperymentach fizycznych (przypomnienie z rachunku niepewnosci).

2) Zmienne losowe i ich rozkiady (1D, 2D, nD, prawo propagacji niepewnosci).

3) Elementy metody Monte Carlo, generacja liczb pseudolosowych za pomoca
komputera.

4) Podstawowe rozklady statystyczne (dyskretne i ciggle; centralne twierdzenie
graniczne).

5) Pomiar jako pobieranie proby. Estymatory.

6) Metoda najwiekszej wiarygodnosci.

2
7) Weryfikacja hipotez statystycznych (m. in. test Chi )
8) Metoda najmniejszych kwadratow (przypadek liniowy, wielomianowy, ...)
9) Zagadnienie minimalizacji i optymalizacji.
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Niepewnosci pomiarowe

Dokonujgc pomiaru danej wielkosci (np. fizycznej), niezwykle wazne jest:

- poprawne wykonanie tego pomiaru,

- analiza koncowych wynikoéw pod wzgledem ich wiarygodnosci, poprawnosci,

- przedstawienie uzyskanych rezultatow tak, by mozliwe byto ich poprawne

zinterpretowanie.

Bardzo czesto dzieje sie tak, ze mierzona wielkoS¢ nie pokrywa sie z jej wartoscia
rzeczywista. Przyczyny tego faktu moga byc¢ bardzo rozne.

Wyniki pomiaroOw sg obarczone niepewnosciami pomiarowymi.

12



Normy ISO

W roku 1995 z inicjatywy Miedzynarodowego Komitetu Miar (CIPM) zostaly okreslone
miedzynarodowe normy opisujace niepewnosci pomiarowe. Miedzynarodowa Organizacja
Normalizacyjna (ISO) wydala ,,Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement”,
ktory stanowi wspolne dzieto uzgodnien dokonanych przez miedzynarodowe organizacji.
Zgodnie z umowami miedzynarodowymi Polska zobowigzata sie do zastosowania normy
ISO dotyczacej obliczania i zapisu niepewnosci pomiarow, podobnie do obowiazku
stosowania jednostek uktadu SI. Polska wersje normy ISO wydal w 1999 roku Glowny

Urzad Miar i nosi ona tytut ,,Wyrazanie niepewnosci pomiaru”.

13



Podstawowe definicje

- Pomiar — zbior czynnosci prowadzacych do ustalenia wartosci wielkosSci mierzone;.
- Niepewno$¢ pomiaru (uncertainty) — parametr, zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujacy
rozrzut wartosci, ktore mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosSci mierzonej.

owa (standard uncertainty) u(x) — niepewnos¢ wyniku pomiaru wyrazona w

formie odchylenia standardowego (na przyklad odchylenie standardowe Sredniej). NiepewnoS¢
mozna zapisaC na trzy rozne sposoby: u, u(x) lub u(przyspieszenie), gdzie wielkoS¢ x moze byc¢
rowniez wyrazona stownie (w przykladzie x oznacza przyspieszenie). Nalezy zawsze jednak
pamietac, Ze u nie jest funkcja, tylko liczba.

- Obliczanie niepewnosci standardowej - metoda typu A (type A evaluation of uncertainty) to
metoda obliczania niepewnosci pomiaru na drodze analizy statystycznej serii wynikOw pomiarow.

(type B evaluation of uncertainty) to

metoda obliczania niepewnoSci pomiaru sposobami innymi niz analiza statystyczna serii

pomiarowej, czyli na drodze innej niz metoda typu A.

14



Podstawowe definicje

(combined standard uncertainty) u(X) — niepewnosc

standardowa wyniku pomiaru okreSlana, gdy wynik ten jest otrzymywany ze zmierzonych
bezposrednio innych wielkoSci (niepewnosC¢ pomiarow posrednich obliczana z prawa

przenoszenia niepewnosci pomiaru).
- Niepewnos¢ rozszerzona (expanded uncertainty) U(x) lub UC(X) — wielkosc¢ okreslajaca przedziat

wokol wyniku pomiaru, od ktorego oczekuje sie, ze obejmuje duza czeS¢ wartosci, ktore w
uzasadniony sposob mozna przypisac wielkosci mierzonej. (niepewnos¢ standardowa
jednoznacznie okresla wynik pomiaru, jednak czasem wprowadza sie niepewnosSC rozszerzona,
ktora stuzy do wnioskowania o zgodnosSci wyniku pomiaru z wynikami uzyskanymi w innych
warunkach lub z wartoSciami tablicowymi, do ustalania innych norm (przemystowych,
bezpieczenstwa, itd).

- Wspoltczynnik rozszerzenia (coverage factor) k — wspotczynnik liczbowy, mnoznik niepewnosci
standardowej, stosowany w celu uzyskania niepewnosci rozszerzonej. Zazwyczaj k zawiera sie w
granicach od 2 do 3, niekiedy dla specjalnych zastosowan k moze by¢ wybrane spoza tego

przedziahu. s



Zrodta niepewnosci pomiarowych

1. niepelna definicja wielkoSci mierzonej;

2. niedoskonaty uktad pomiaru wielkosci mierzonej;

3. niereprezentatywne pomiary, ktorych wyniki moga nie reprezentowac¢ wielkosci
mierzonej;

4. niepelna znajomosC¢ oddzialywan otoczenia na pomiar albo niedoskonaly pomiar
warunkow otoczenia;

5. bledy obserwatora w odczytywaniu wskazan przyrzadow analogowych;

6. skonczona zdolnosc¢ rozdzielcza przyrzadow;

7. niedokladne wartosci przypisane wzorcom i materialom odniesienia;

8. niedokladne wartosci stalych i innych parametrow otrzymywanych ze zrodel
zewnetrznych;

9. przyblizenia i zalozenia upraszczajgce tkwigce w metodzie i procedurze pomiarowej;
10. zmiany kolejnych wynikow pomiaréw wielkosci mierzonej w pozornie identycznych
warunkach.
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Niepewnosci standardowe typu A oraz B

Ocena niepewnosci standardowej typu A moze by¢ oparta na kazdej, prawidlowej metodzie
statystycznego opracowania danych (np. obliczanie odchylenia standardowego Sredniej dla serii
niezaleznych obserwacji, uzycie najmniejszej sumy kwadratow w celu dopasowania krzywej do

danych i obliczenie parametrow krzywej oraz ich niepewnosci standardowych.

Ocena niepewnosci standardowej typu B jest zwykle oparta o naukowy osad ba-

dacza biorgcego pod uwage wszystkie dostepne informacje, ktére mogq obejmowac:

- wyniki pomiarow poprzednich,

- doswiadczenie, wiedze na temat wlasnosci przyrzadow ii badanych materiatow,

- informacje producentow przyrzadow na temat ich wlasnosci,

- dane zawarte w protokolach kalibracji przyrzadow i innych raportach, niepewnosci

przypisane danym zaczerpnietych z podrecznikow.

Typy pomiaréw wystepujacych przy niepewnosciach standardowych typu A oraz B:
- bezposrednie

- posrednie. 17



Pomiary bezposrednie — obliczanie niepewnosci typu A

Zalozmy, ze wielkos¢ fizyczna X jest wyznaczana w sposob bezposredni i w tym celu

zostata wykonana seria n pomiarow X , X, ..., X . Proces wykonywania pomiarow mozna

porownac do pobierania n-elementowej proby losowej z nieskonczonego zbioru wszystkich
mozliwych do wykonania pomiarow. JeSli rozklad prawdopodobienstwa liczb xi jest
opisany w przyblizeniu krzywa Gaussa optymalny sposob opracowania wynikow jest
nastepujacy. Za wynik pomiaru przyjmuje sie Srednig arytmetyczna:

1

X=— Z X;
Niepewno$¢ standardowa tego wyniku ( x Y'pemiaru wielkosci fizycznej x oblicza sie z

n

ponizszego wzoru (odchylenie standardowe wielkosci sredniej):

18



Pomiary bezposrednie — obliczanie niepewnosci typu B

Jesli wykonywany jest np. tylko 1 pomiar (lub po jednym pomiarze kazdej z wielkoSci
mierzonych) lub wyniki nie wykazujq rozrzutu. Dzieje sie wtedy, gdy urzadzenie
pomiarowe jest malo dokladne (pomiar grubosci plytki sruba mikrometryczng, a linijq
milimetowg). Dokladno$¢ miernika okreSla niepewnos¢ wzorcowania Ax (zwana takze
niepewnoscig graniczng — liczba okreslona przez producenta urzadzenia pomiarowego lub
oszacowana na podstawie wartosci dzialki elementarnej stosowanego miernika).
Prawdopodobienstwo uzyskania dowolnego wyniku mieszczacego sie w przedziale
wyznaczonym przez wynik pomiaru i niepewnosSC wzorcowania jest takie samo. Tego typu
rozklad prawdopodobienstwa nazywa sie rozkladem jednostajnym, w ktorym odchylenie
standardowe okreslone jako Ax/3. Przyjmuje sie, Ze jest ono rowne niepewnosci

standardowej typu B

=22 BN
u =\ 3
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Pomiary bezposrednie — obliczanie niepewnosci typu B

Druga przyczyna niepewnosci pomiarow typu B moze by¢ niepewnos¢ eksperymentatora
Ax_okreslana przez osobg wykonujacq pomiary. Wartosc jej jest szacowana na podstawie
umiejetnosci i sposobu wykonywania pomiarow. Jesli wystepujg oba Zrodia niepewnosci
typu B opisane powyzej, to dodajg sie ich kwadraty niepewnosci standardowych (prawo

propagacji niepewnosci):

Jesli wystepujg niepewnosci pomiarowe typu A oraz typu B, to korzystamy z prawa

u(x):\/anL (Ax) L8 )
3 3

propagacji niepwnosci:

20



Pomiary posrednie

Pomiar posredni wielkosci Z (zwang wyjsciowq) polega na wykonaniu pomiarow k
wielkosci mierzonych bezposrednio (zwanymi wejsciowymi), ktére oznacza sig X , X, ...,
x . Wielkosci z jest funkcjq wielkoscix :z=f(x ,X ,...X ),ew.z=1(x ).

Dla wielkosci fizycznych mierzonych bezposrednio nalezy obliczyc ich wartosci Srednie x

X5 e » X, OTZ niepewnosci standardowe u(x,), u(x)), ... , u(x,). Niepewnosci standardowe

wielkosci bezposrednich moga byc¢ obliczone zarowno metoda typu A, jak i metoda typu B
(w przypadku metody typu B nie ma wartosci Sredniej, a jedynie wynik pomiaru). Wynik
pomiaru wielkosci Z oblicza sie ze wzoru:

z=f(X1,X2, ....,Xk).
Niepewnosc pomiaru wielkosci Z nosi nazwe niepewnosci ztozonej u . Oblicza sie

ja przy uzyciu nastepujacego wzoru (korzystajac z wartosci Srednich Xj):

uc<z>=JZ CLTIPEIN .

= 0x;



Niepewnos¢ rozszerzona

Niepewnosc standardowa u(x) okresla przedziat: ( x — u (x); X + u (x) ), w ktorym wartosc
prawdziwa znajduje sie z prawdopodobienstwem 68% dla niepewnosci typu A oraz z
prawdopodobienstwem 58% dla niepewnosci typu B (wartosci te wynikajg z rozkladow
prawdopodobienstw: Gaussa i jednostajnego).

Dla umozliwienia porOwnania wynikow pomiarow uzyskiwanych w roznych laboratoriach i
warunkach wprowadzono pojecie niepewnosci rozszerzonej U, kiedy zwiekszona jest
wartosS¢ niepewnosci standardowej tak, aby w przedziale x +U(x) znalazla sie przewazajaca
czeS¢ wynikow.

NiepewnosSC rozszerzong oblicza sie w sposob nastepujacy: U ( x) =k u (x), k to
wspolczynnik rozszerzenia (k = 2 okreSla prawdopodobienstwo znalezienia wartosci
rzeczywistej w przedziale x +U(x) na 95% dla niepewnosci typu A oraz
prawdopodobienstwo bliskie 100% dla niepewnosci typu B). Jesli nie podano inaczej, jest
to zazwyczaj niepewnosc¢ rozszerzona obliczona dla wspotczynnika rozszerzenia k = 3, co

odpowiada trzykrotnej wartosci odchylenia standardowego wielkosci Srednie;.
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Zapis wynikow

Wynik pomiaru zapisuje sie zawsze wraz z niepewnoscig. Obie wielkoSci nalezy wyrazi¢c w
jednostkach podstawowych ukladu SI. Niepewnosc zapisuje sie z dokladnoscia (zaokragla) do
dwoch cyfr znaczacych. Wynik pomiaru zapisuje sie z dokladnosScig okreslong przez prawidlowy
zapis niepewnosci, co oznacza, ze ostatnia cyfra wyniku pomiaru i niepewnosci musza staC na tym
samym miejscu dziesietnym. Zaokraglenie niepewnosci i wyniku odbywa sie zgodnie z zasadami
zaokraglen w matematyce: cyfry 0-4 zaokragla sie w dot (nie ulega zmianie cyfra poprzedzajaca),
natomiast cyfry 5-9 zaokragla sie w gore (cyfra poprzedzajaca zwieksza sie o jeden). Zapis wyniku
pomiarOw mozna uzupeini¢ rowniez o liczbe pomiarow stanowigcych podstawe obliczen
niepewnosci.

Niepewnosc¢ standardowa mozna zapisac na kilka sposobow:

t=21,364 s, u(t) = 0,023 s

t = 21,364(23) s, — (zalecany)

t =21,364(0,023) s

Niepewnosc rozszerzong zapisuje sie z uzyciem symbolu +.

Dla powyzszego przykiadu U(t) = k-u(t), t = 21,364 s, U(t) = 0,046 s (k =2),n =11

t =(21,364+0,046) s. 23



Przyklad 1 — pomiar bezposredni

Przy uzyciu suwmiarki o dokladnosci 0,1 mm zmierzono bok preta o przekroju kwa-
dratowym i otrzymano nastepujgce wyniki w milimetrach: 12,5; 12,3; 12,6; 12,5; 12,6; 12,5;
12,4; 12,3; 12,5; 12,4; 12,6. Obliczy¢ dlugosc boku preta. Zapisa¢ wynik pomiaru.

Wynikiem pomiaru bedzie Srednia arytmetyczna: d =12,4727 mm

Suwmiarka ma dziatke elementarng (czyli doktadnos¢ wzorcowania Ad) rowng 0,1 mm. Tak

wiec niepewnos¢ standardowa typu B ma wartosc:

u(d) —M:0,057735 mm

V3

Istnieje rozrzut wynikOw pomiarow, dlatego tez nalezy obliczy¢ niepewnosc¢ standardowa

Jak mozna zauwazy¢ obie niepewnosci sg tego samego rzedu, wiec nalezy postuzyc¢

sie prawem propagacji niepewnosci do uzyskania sumarycznej wartosci niepewnosci standardowej

(catkowitej):

A 2
(Ad) =0.06639 mm

u(d):\/sfﬁ- 3 24



Przyklad 1 — pomiar bezposredni

Niepewnosc standardowa mozna poprawnie zapisaC w jeden z trzech sposobow:
u = 0,066 mm

u(d) = 0,066 mm

u(boku preta) = 0,066 mm

Prawidlowy zapis wyniku pomiaru:

d =12,473 mm, u(d) = 0,066 mm

d =12,473(66) mm

d = 12,473(0,066) mm

Jesli konieczne jest podanie niepewnosci rozszerzonej (np. do poréwnania z wartoscig katalogowa),
to wynik nalezy zapisaC w sposOb nastepujacy:

U(d) = k-u(d), d = 12,47 mm, U(d) = 0,2 mm (k=3),n=11

d =(12,47+0,20) mm.

25



Przyklad 2 — pomiar posredni

W celu wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego przeprowadzono pomiary czasu spadku ciata z pewnej wysokosci.
Wysokos¢ spadku h zmierzono trzykrotnie taSmq miernicza z podziatka milimetrowa uzyskujac za kazdym razem wynik

1270 mm.

Czas spadku t zmierzono pieciokrotnie przy pomocy stopera uzyskujac
wyniki t, = 0,509, t,= 0,512, t,= 0,510, t,= 0,504, t.= 0,501 (wszystkie wyniki w sekundach).

Dokladnos¢ stopera wynosita 0,001 s, zas niepewnosc zwigzang z wyborem chwili wilgczenia i wylaczenia oszacowano na 0,01 s.

Obliczy¢ przyspieszenie ziemskie i jego niepewnosc.

Obliczamy wartosci Srednich wysokosci spadku h i czasu spadku t :

h=1270mm =1,27m, t=0,5072s.

Majac obliczone warto$ci h i t mozna obliczy¢ warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g ze wzoru g = 2h / t*= 9,87359 m/s’.

Aby obliczy¢ niepewnos$¢ ztozong pomiaru posredniego g nalezy okresli¢ niepewnosci standardowe pomiaru czasu i wysokosci.
Obliczenie niepewnosci standardowej u(t) pomiaru czasu:

Niepewnos¢ typu A:

u(t)=\ X ﬁ(ti—af:ZOBSms y



Przyklad 2 — pomiar posredni

Niepewnosc¢ typu B:

Niepewnosc¢ typu B pomiaru czasu zwigzana z niepewnoscia eksperymentatora wigczenia i

wylaczenia czasomierza niepewnosc, a zatem wynosi At = 0,01 s = 10 ms (mozna zaniedbac

niepewnos¢ zwigzang z dokladnosScig czasomierza, gdyz jest ona dziesieciokrotnie mniejsza). Tak

wiec niepewnos¢ standardowa typu B wynosi:
At 10

u(t)=—==-—

(t) NENE

Korzystany z prawa propagacji niepewnownosci:

2
u(t):\/s§+(A3t) =6.122ms

=5.7735ms

Koncowy zapis wyniku pomiaru czasu nalezy zapisa¢ w postaci: t = 0,5072(61) s, n=5.

27



Przyklad 2 — pomiar posredni

Obliczenie niepewnosci ztozonej u (g) pomiaru przyspieszenia ziemskiego:

ula)=(Z0) w29 (9 =0237 ™

Wkiad niepewnosci pomiaru wysokosci w porownaniu do niepewnosci pomiaru czasu jest
pomijalnie maty. Wynik pomiaru przyspieszenia ziemskiego mozna zapisaC poprawnie na trzy
sposoby:

g = 9,87 m/s’, u (g) = 0,24 m/s’

g = 9,87(24) m/s’

g = 9,87(0,24) m/s’

Obliczenie niepewnosci rozszerzonej U (g) pomiaru przyspieszenia ziemskiego:
U (g) = 2-u (g) = 2:0,24 m/s” = 0,48 m/s".

Koncowy rezultat pomiaru przyspieszenia ziemskiego, ktory mozna porownac z wartoscig

tablicowa jest nastepujacy: g = (9,87+0,48) m/s’.
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Ogolne zasady sporzadzania wykresu

1) Mierzona wartosSc jest odktadana na osi odcietych (X). Osie powinny zosta¢ oznaczone
symbolem lub nazwg zmiennej wraz z odpowiednia jednostka

2) Skale obu osi nalezy dobrac w taki sposob, aby krzywa wykresu przebiegala mozlwie
przez cala (wiekszoSC) powierzchnie. W praktyce: osie nie muszg zaczynac sie od 0, lecz
od wartosci mniejszej niz wartoS¢ zmierzona, a konczyc¢ na wartosci wiekszej niz wartosc
Zzmierzona.

3) Przedzialki skali muszg by¢ wyraznie zaznaczone, tak, by tatwo bylo odczyta¢ punkty
pomiarowe.

4) Punkty doswiadczalne powinny byC wyraznie zaznaczone, tak, aby latwo bylo je
odroznic od przeprowadzonej krzywej (teoretycznej).

5) Nalezy nanieS¢ niepewnosci pomiarowe, jesli znane sg niepewnosci zarOwno wartosci
odlozonej na osi odcietych, jak i rzednych, to zaznaczane sq kreski przechodzace przez
srodek zmierzonego punktu (np, jesli blad zmierzonej wartosci odtozonej na osi x wynosi
a, to rysowana jest pozioma kreska o dlugosci 2a, gdzie srodek przechodzi dokladnie

przez warto$¢ punktu na osi odcietych) 29



Przyklady poprawnych wykresow

6) Prowadzac krzywaq teoretyczng, nie lagczymy ze soba punktow pomiarowych. Wartosci
zmierzone powinny fluktuowac wokot krzywej. Krzywa powinna miescic sie w granicach

punktow pomiarowych. Krzywa powinna zosta¢ przeprowadzona w sposob ciagly.

E 10 __ ............................................................................................................... e \\, ...............
2 = F * ST+ 2% + XXX X
B 1 _ ( ¥ — X0> 3 S e N - . s +sinzx |/
f ( X ) - /—2 o GXP ( 25 ) ) 6 :_ ..................... ....... ¥ -2+ exp(-x) ,,,,,,,,,,,,,,,
.. . af- | ' : '
X,—wartosc oczekiwana -
21—
o — odchylenie standardowe F
X 0®["Rozklady Gaussa | — gaus(0,1) -
= LE
— gaus(1,2) [~
0.5 — gaus(-1,0.5) -4

0.4 P = I O R ) A . N T

-2 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

0.3 x

Przyktady poprawnie
zaprezentowanych danych

0.2

0.1
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Do zimy 2011 w laboratoriach
Wydziatu Fizyki Politechniki Warszawskiej
obowigzywaly stare zasady rachunku bleddw..
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Dotychczasowa klasyfikacja niepewnosci pomiarowych

Rodzaje htedéw pomiarowych:

- btedy grube, tzw. pomyiki, ktére nalezy wyeliminowaé (np. wykonujemy serie
pomiarowg 1000 zliczeA rozpadu danego pierwiastka, faktycznie zostaio
zmierzone 999 zliczen)

- niepewnosci przypadkowe, zwigzane z mierzong wielkoscig lub samg metoda
pomiaru: eksperymentatorem wraz z otoczeniem lub przyrzadem, jakim
mierzymy (np. pomiar Srednicy preta olowianego: niepewnos¢ systematyczna
obiektu wynika¢ moze 2z réznicami Srednicy w rdéznych miejsach preta,
niepewnos¢ systematyczne metody: roznice w  dociskaniu  Sruby
mikrometrycznej); zwigzane z wieloma niezaleznymi od siebie przyczynami, ich
cecha charakterystyczng jest to, ze ukiadajg sie one symetrycznie wokot wartosci
rzeczywistej

- niepewnos$ci systematyczne, ktérych Zrédiem sa ograniczone mozliwosci

pomiarowe zwigzane np. z klasg uzytego przyrzadu oraz mozliwoscig odczytu

jego wskazan przez eksperymentatora. -



Prezentacja wynikGw pomiaru

zwzdledna niepewn miarowa Ax okresla o ile wynik pomiaru x moze
réznic sie od wartosci rzeczywistej X : |x-x |<Ax
Zapis ten oznacza, ze nie znamy wartosci rzeczywistej, ale zaktadamy, ze miesci

sie ona w przedziale: (x-Ax) < x < (x+Ax)

Wynik koricowy zapisujemy jako: X = X+ AX

- Niepewnos$¢ wzgledna pomiaru to stosunek wartosci niepewnosci bezwzglednej
do wartosci otrzymanego wyniku, wyrazony w procentach: AxwzgI = (Ax / x) * 100%
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Niepewnosci pomiarowe

Pomiary wielkosci fizycznych oraz szacowanie ich niepewnosci zasadniczono
mozna podzieli¢ na 3 kategorie:

1) przewaga niepewnosci systematycznych nad przypadkowymi,
2) przewaga niepewnosci przypadkowych nad systematycznymi,
3) niepewnosci przypadkowe sg porownywalne z systematycznymi.

W kazdej z tych kategorii dodatkowo nalezy rozwazy¢ przypadki, kiedy:
- pomiar mierzonej wielkosci nastepuje bezposrednio
(np. pomiar Srednicy preta Srubg mikrometryczng),
- pomiar mierzonej wielkosci nastepuje posrednio
(np. wyznaczenie objetosci otowianej kulki poprzez pomiar jej Srednicy).

34



Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)

1) Pomiar | < odni

Na wielkos¢ niepewnosci systematycznej skladajg sie:
- uzyty przyrzad (klasa przyrzadu): np. pomiar napiecia woltomierzem
analogowym na zakresie 300V, klasa miernika to 1%: bigd zwigzany z

przyrzadem wynosi AV =300V * 1% = 3V

- wykonanie czynnosci pomiarowej przez eksperymentatora: jesli niepewnosc¢
wychylenia sie wskazowki w mierniku ocenimy na 1V, to catkowita niepewnosc¢
pomiaru wyniesie AV = 4V

rzyczynki nie kompensuija sie, lecz ja z jednak mi znakami.
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Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)

Przypadek ten dotyczy wiekszosci pomiaroéw, gdzie niepewnosci systematyczne
dominujg nad przypadkowymi: np. pomiar objetosci walca poprzez pomiar jego
Wysokosci oraz Srednicy podstawy.

Na przyktadzie funkcji jednej zmiennej:

Chcemy obliczy¢ zmiane AY funkcji f(x) przy zmianie jej arumentu Ax
Y+*AY=f(x+Ax)

Rozwijajac w szereg Taylora mamy oraz zaniedbujac wyrazy, gdzie Ax wystepuje
W potedze wyzsza niz 1.

YXAY=f(x)xAx df (x)
dx
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Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)

Poniewaz: Y="1(x)

AY—|dfd§< JiA x

Bezwzgledna niepewnos¢ wielkosci bedacej funkcjg jednej zmiennej (ktorej
wartos¢ mierzymy) rowna jest hezwzglednej niepewnosci wielkosci mierzonej
pomnozonej przez pochodng funkciji.

Uogdlniajac ten przypadek na funkcje wielu zmiennych Y= f(x , ., ..., X ):
AYzlaf(X>|AX1—I—|af( X) f( )|A

0 X, 0x,

A x,+...+|
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Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)
2a) Pomiar redni — met rdzniczki zupetnej - przyki

Mamy 2 réwnolegle potaczone oporniki R oraz R . Biagd wyznaczenia opornosci

kazdego z nich wynosi 10%. Wyznaczy¢ wartosS¢ oporu zastepczego.

R,=40Q,R,=60Q,AR,=0,4Q ,AR,=0,6Q

1 1 1 R.R OR OR
—=—t— R=—1"2=24(Q AR= AR+ AR
R Rl R2 R1+R2 |aR1| 1 |8R2| 2
OR _ R,(R,+R,)+R,R, OR _ R, (R,+R,)+R,R,
OR, (R,+R,)’ OR, (R,+R,)’
Rl
-
o - -
R
2

A R=0,84%0,4+0.64%0,6[Q]=0,72 Q

R:(24,0iO,7)Q 38



Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)

23) Pomiar posredni — m ré6zniczki | micznej

W przypadku, kiedy funkcja Y=1(x , X , ..., X ) ma postac¢ iloczynowa,

wygodniej jest stosowag te metode.
Y=Ax{"X3".. X,

n

Po zlogarytmowaniu: | _,_ A+a,Inx,+a,Inx,+...+a Inx,

ROzniczka: dy dx, dx, dx,
—=a,—+a,—InY+..+a,
Y X, X, X

AY, A X,
SN

n
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Niepewnosci systematyczne (duze w poréwnaniu z przypadkowymi)

Y=Ax{"X5...X."

n

AY , A X,
A= o 20

Przyktad: wyznaczenie opornosci opornika, na ktérym zmierzono spadek
napiecia U oraz przez ktéry przeptynat prad staly o natezeniu |

U=(31,07+0,52)V
I1=(2,01+0,07)A

U 31,07
R=—="2 A=15.46Q)
=201 V/ 5,46
R
|A R|:|A U|+|_A I|:O,0167+0,0348:O,515
R U I

R=(15,4+0,8)Q
40



Niepewnosci przypadkowe (duze w poréwnaniu z systematycznymi)

. . Pomiar srednicy preta h1

1) Pomiar bez reani € el AR B —| Entries 1000

g 250¢ | Mean 12.12

S b | RMS 0.08303

. o [ | %2/ ndt 9.557 /9

Przyktad: 2zostata zmierzona S200 | Constant 237.8+9.2

i B | Mean 12.12 £ 0.00

n=1000 razy gruboéé B |_Sigma__ 0.08313+ 0.00184

‘ DY S S S N

olowianego preta za pomoca -

Sruby mikrometrycznej ool [ 0
(niepewnos¢ systematyczna od :

FONURRE WS WO ST A A —
Sruby to Ax = 0,01 mm). B

‘Pl.ll'iI I‘II1|.TIr'I I‘Il1l.l|3 .9 12 121 122 123 12.-‘-|II I1|2|.5II I‘II2J:3
X [mm]

Wyniki zestawiono na histogramie, gdzie szerokos¢ jednego przedziatu wynosi Ax
=.0,05 mm. Rysujemy rozkiad czestosci, a nastepnie dopasowujemy rozkiad
Gaussa, charakteryzujgcy sie parametrami: wartoscig srednig a oraz odchyleniem

standardowym o.
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Niepewnosci przypadkowe (duze w poréwnaniu z systematycznymi)

Srednia arytmetyczna: N 2 X
n
i i : . Z (Y — X )2
Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru: S = :
n J—
_ 2
Sredni biad kwadratowy $redniej: S — S, :\/ 2, (X=x;)
* n nin-1)

Wartosci X*+S;, okreslajg przedziat, w jakim z prawdopodobiefistwem 68%
nalezy oczekiwaé wartosci rzeczywistej. Wziecie przedziatu réwnego X*25;

lub x+3S. spowoduje wzrost tego prawdopodobieristwa do 95,4% oraz 99,7%.
W praktyce podajemy wynik na poziomie 1 odchylenia standardowego.
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Niepewnosci przypadkowe (duze w poréwnaniu z systematycznymi)

») Pomi edni

Zaldzmy, ze przedmiotem pomiary jest wielkos¢ Z=f(X , X ,...X ).
Mierzone bezposrednio sg wielkosci X, X,,.. X

wraz z ich niepewnosciami: Sx:8% 5%

Mozna wykazaé,ze Z={(X,,X,,...X,)

Of(x;,Xy,00,%,) 2,
o X, Xy 50y X,) S
i

A takze: Sz:\/z (

n/ 2%

Przykiad: Zmierzona zostata diugo$¢ otowianego preta: [+S;=(1,05+0,11)cm

Celem jest wyznaczenie objetosci tego preta. Zmierzono takze Srednice,
otrzymano wynik: d=S;=(5,02+0,12)cm

Objetos¢: vV =Tr(d/2)°1=20,78cm’

- = 5 -
B*Qd: SV:\/Z<8 féll,d)) STZ_I_(a f(l,d)> 522239cm3 V:<20,8i2,4)cm3 43
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