Czas pierwszeqo przejscia

Zagadnienie: jak dlugo czgstka, znajdujgca sie w chwili t=0 w pewnym punkcie

przedziatu <a,b>, pozostanie w tym przedziale (przypadek jednowymiarowy)

Dwie bariery pochtaniajgce
Czastka opuszcza przedziat po dotarciu do jedneqgo z krancow i juz nie wraca do przedziatu

Niech w chwili t=0 czgstka znajduje sie w punkcie X,

a<x<b.

b

Prawdopodobienstwo, ze po czasie t czgstka jestw [ p(X’ t
przedziale <a,b> (nie opuscita przedziatu)

T- czas, po ktorym czgstka opuszcza przedziat <a,b>

Niech parametry uktadu nie zmieniajg sie w czasie — p(x’,t

a

x,0)dx’ = G(x,t)

Pr(T 2t):i p(x',t

x,O)dx’ =G(x,t)

Spetnione jest wiec wsteczne rownanie Fokkera-Plancka
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R¢ funkcie G | —Glx,t)= AlX)—G(X,t)+=B(X)—G
ownanie na funkcje p” (X ) (X)8X (X )+2 ( )8X ( )

1 Xe(a,b)

Warunek poczatkowy p( ', X,O): 5()( - X’) — G(X’O) - {0 X & (a b)

Warunki brzegowe |Vt x(t)=awv x(t)=b=Pr(T >t)=0=G(a,t)=G(b,t)=0

G(X,t) - prawdopodobienstwo, ze czgstka nie opuscita przedziatu <a,b> do chwili t

_ dG(X,t) - prawdopodobienstwo, ze czgstka opuscita przedziat <a,b> w czasie do t do t+dt

Gestos¢ prawdopodobienstwa dla W(x,T)=— dG(x,T) _ _Ti p(x’,T‘X,O)dX’

czasu pierwszego przejscia ’ dT ) dT

Sredni czas pierwszeqo przeiscia

T(x)=( jthtdt_ jth(?tdt_ijtdt

Uwaga G(X, OO) — (0 - prawdopodobienstwo, ze czgstka w ogdle nie opuscita przedziatu <a,b>

G(X,O) —1 - prawdopodobienstwo, ze czgstka kiedykolwiek opuscita przedziat <a,b>

Podobnie T, (x)=(T")= Tt”w(x,t)dt = Tt”‘lG(x,t)dt
0 0



Scatkujmy obustronnie po czasie réwnanie na G

20 o 7 1 0% 7
! aG(x,t)dt - A(x)& ! G(x,t)dt +> B(x)y £ G(x,t)dt

YL (X)% 808 T _ 1 T(a)=T(b)=0

2
dx dx
2
dT (x) 1_,,d°T,(x)
Podobnie A(X) s — B( ) ——=-nT, 1(X)
dx 2 X
Poszukujemy rozwigzania réwnania
al . 3 d“T
Az — — =1
(l)(ll 2 (2 )(IJ
metody uzmiennienia stalej. Definiujemy
dT du
u(z) = = = A(x)u+ ZB( )(1:1: =—1.
e Poszukujemy rozwigzania réwnania jednorodnego
du du 2A(z)
A B =0= —=— u.
Rt 2 (2 )(]1 = dzx B(x) :

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest

T 2A(2
u(x) = Cexp l— K %d;p’] , C = const.



e Uzmienniamy stala, C' — C'(z) i postulujemy rozwigzanie réwnania niejednorodnego (1) w postaci

w(z) = C(x) exp l— / ’ 23‘4((;')) dr] . (5)

Wprowadzamy oznaczenia

ug(r) = exp [— /: %dm'] , W(z) = Uotﬂ?) = exp [Lx %j))dl’,] g T ?(x)’ (6)

przy czym ug(z) jest szczegélnym rozwigzaniem réwnania jednorodnego (3) w postaci (4) z C = 1. Wstawiamy postu-
lowane rozwigzanie (5), (6) do réwnania niejednorodnego (1) i uzyskujemy réwnania na C'(x),

z) |A(x) —B(z)—|+=B(z)—up=-1=> — = — =—
Cla) l (z)uo + 2 () da:] +2 (@) dz ~ &z B(x) up(x) B(x) v(z) (™)

=0
Rozwigzaniem réwnania (7) jest

T ) .
Clz)= —/a B(x,)w(w')dm' + C(a), (8)

wiec rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (1) w postaci (5) jest

ooy @ dT() ¢ 1 / 2 N

U,(.T) T = dil: = L//(J:) A B(.’L")W(‘L )d“E + C(a‘) e (9)

e Caltkujgc rownanie (9) uzyskujemy rozwigzanie na 7T'(x) (uwaga: w ponizszym réwnaniu calka jest w granicach od x do
b, poniewaz z zalozenia a < x < b, zamiast od b do x, stad minus przed catka)

I v g
T(J,)_—L e _A V(e +C(@) +§:(%), (10)

przy czym skorzystaliSmy z warunku brzegowego T'(b) = 0.



Korzystamy z warunku brzegowego T'(a) = 0 w celu wyznaczenia stalej C(a),

_ (10 by v’ 2(2) B by o dy’ v’ 29)(2)
r@=0% [t [‘/ s e@| »c@=2| [ gisl [ [ gy an

Zauwazmy, ze catka w nawiasie kwadratowym jest po prostu liczbg, wigc mozemy ja wyciagaé¢ przed wszystkie inne catki
w ponizszych rownaniach. Zeby unikna¢ kolizji oznaczen, w dalszym ciggu w tej wlasnie calce w nawiasie kwadratowym
zmieniamy oznaczenie zmiennej catkowania y' — ).

Wstawiamy tak wzynaczone C'(a) (11) do (10) w celu wyznaczenia ostatecznej postaci rozwigzania T'(x),

- f Y Y (2 y [V Pz
N T = T = B
=J

Aby uproscié calki potrojne w J, zauwazmy ze

/" dy’ /” dy " () /" dy /" dy’ /yl 3 2)
7 —=—r—x = p : Z—F,
« YW)Ja W) Ja B(z) : YW | J. ¥W) Ja B(z)

poniewaz dwie ostatnie calki po lewej stronie powyzszego rownania dajg liczbe, a nie funkcje zalezng od y', wiee w
pierwszej calce mozemy zmieni¢ oznaczenie zmiennej catkowania y’ — y;

/" dy /" dy /1 ¥(2) /" dy /b dy /d ¥(2)
- dz = , - 2 g
» V() Ja ¥W) Ja B(z) « YW J: ¥@W)Jo B(2)

poniewaz druga catka po lewej stronie powyzszego réwnania jest po prostu liczbg i mozemy ja wyciagnac¢ przed catke
podwdjng.







Bariera odbijajgca w x=a, bariera pochtaniajgca w x=b, a<b

Wartnki brzegowe G(b,t):O,aiG(x,t)‘ =O:>T(b)=0,§T(x)( 0
X X=a X X=a

Ogolna posta¢ rozwigzania dana jest ponownie roéwnaniem (9).
Korzystamy z warunku brzegowego d,i | =u(a) =0

u(a) = ‘:()C(a) =0=C(a) =0= u(x) = i oy l— / 2 qz’k(:zr’)d;zr’] :
wvia X €T Jt xr

P b dy T2 vt o
= T(z) = —/I oW [—/ﬂ WL(J )([.1_.] -f-z;(’bl.,

=0

gdzie skorzystaliSmy z warunku brzegowego T'(b) = 0. Stad

T(x)=2

dy I Ezgdz ()

w(y)s Bz

X e T

Bariera odbijajgca w x=Db, bariera pochtaniajgca w x=a, a<b

Warunki brzegowe  G(a,t)=0, %G(x,t)‘ =0=T(a)=0, %T(x

X=Db X=Db

0




Przejscie nad bariera potencjatu

f(x D 1 r*
Rozpatrujemy potencjat CD(X): % = BlnD — 5] DM (x"Ndx' = DD (x) = —f'(x)
f (X) - funkcja bistabilna, niekoniecznie symetryczna 0

2

Réwnanie oplx,t) O ., 0 ,
Fokkera-Plancka p(gt ): o [f (X)p( )]"‘ D8— p(X t):> A( ) —f (X)’ B(X): 2D

Korzystamy ze wzoru na czas pierwszego : f(X)T
przejscia dla przypadku bariery odbijajgcej i

W X=-<, bariery pochtaniajgcej w x,>b (dowolny ai b
punkt w prawej studni potencjatu), w chwili
poczatkowej czgstka znajduje sie w x=a (dno U

lewej studni potencjatu)

*o C

y

Tla)5 [ -2 [k @

w(y)= lim exp(—[l)jf'(xf)d ] lim eXp( f(Y)—f(a’)j

a'—>-o a'—>-o D

f (y f (Z) Sredni czas, po jakim czastka, znajdujaca si¢ w chwili poczatkowej
T I dy exp J- eXp dZ w punkcie x=a, opusci przedziat (-0, X, ), przechodzac przez punkt
D D X, i spadajac do drugiej studni potencjatu.




Y>b Wiadomo ze y € (a, x,); w okolicy y=b, y=x, funkcja f(y)
Y f(z) ma maksimum, wiec catka obok stabo zalezy od y w
= f ex dz « - ; . Ny
P okolicach y=b, mozna wiec przyblizy¢

Zauwazmy, ze skomplikowana calka podwdjna zmienita si¢ dzigki temu przyblizeniu w iloczyn catek

fexp(— %)dz ~ iexp(— %Z)jdz =T(a)~ % iexp(— %)dz 10 exp(@jdy

—0o0

Rozwinmy f(x) w szereg wokot x=a, x=b

f(x)zf(b)—%(%_bjz, 5= (b)) f(x)zf(a)+l(x;a)2, "

2\ «o

(@)

Catka obejmujgca okolice x=a:

iexp(— %Z)jdz ~ _Zdz exp(— %a) exp(_ (;[_)2)22 j a27D exp(— @J

Z gobrng granicg calki mozna dokona¢ zamiany b — oo, poniewaz [ﬁmkcja wykladnicza })od catka
szybko maleje przy oddalaniu si¢ od X=a i taka zamiana nie zmienia istotnie wartosci calki.

Xf exp(@jdy ~ ];dy exp(#j exp(— (Z[;gzzj}&% exp(@j

Wzor Arrheniusa  Z goérna i dolng granicg catki mozna przej$¢ do nieskonczonosci, podobnie jak w poprzedniej calce.

_ (prawdziwy np. w teorii reakcji
T(a)= 276 exp( f (b)D f (a))

Catka obejmujgca okolice x=b:

= chemicznychiin.)




Wzor Kramersa

Prawdopodobienstwo przejscia nad bariera potencjatu na jednostke czasu

o] e = )

D

- 1 "
I =T 1(a):§ f (Xmin)







