Zamiana zmiennych w rownaniu Fokkera-Plancka

Dla uproszczenia rozwazmy jednowymiarowe rownanie

Fokkera — Plancka.
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Rownanie Fokkera-Plancka (#) jest
roOwnaniem na gestosc¢
prawdopodobienstwa p(x, 7). Jezeli
dokonujemy zamiany zmiennych, np.
v=y(x,1), to gestos¢ prawdopodobienstwa
w nowych zmiennych ma postac
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gdzie x=x(y,7) jest przeksztalceniem

odwrotnym do zamiany zmiennych, a
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zlozonych 1 przeksztalei¢ np.
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poniewaz p (x(y, t), t) nie jest gestoscia
prawdopodobienstwa w nowych
zmiennych. Ponizej pokazemy, jak w
drodze bardzo formalnych przeksztalcen
uzyska¢ rownanie Fokkera-Plancka (&)
dla gestosci prawdopodobienstwa w
nowych zmiennych p’(y, t) i wyznaczy¢
wspolezynniki tego rownania D' @ (y, t),
D'@ (y, t), towniez w nowych
zmiennych.



Obliczamy po kolei nastepujgce wyrazenia
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Dla dowolnej funkcji f(y,t) zachodzi
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Poniewaz y=y(x,t), to y moze si¢ zmienia¢ w czasie nawet przy ustalonym X

%
ot

j:

)X_J'

j of
— =
« Oy

1

|

0J’
ot

)

0
-5(5) 5

W nastgpnym réwnaniu zmieniamy
kolejnos¢ rézniczkowania po X, t
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Obliczamy po kolei wynik dzialania kazdego operatora rézniczkowego w zmiennych z, ¢, wystepujacego w réwnaniu
Fokkera-Plancka, na dowolng gestosé prawdopodobienstwa p(z,t) = p(x(y,t),t) = p(y, 1), starajac si¢ zapisa¢ ten wynik tak,
aby uzyska¢ operator r6zniczkowy w zmiennych y, ¢, dzialajqcy na funkcje Jp = J(y, t)p(x(y,t),t) = J(y, )p(y,y) = p'(y,t).

¢ Obowigzuje konwencja, ze operator bez nawiasu, np. ? , dziala na wszystko, co stol po jego prawej stronie, natomiast

operator w nawiasie tylko na wyrazenia znajdujace si¢ w nawiasie, np. ((% g") oznacza, ze jeSli jakie§ wyrazenie

znajduje si¢ po prawej stronie tego operatora, to nalezy je pomnozy¢ przez (W) a nie rézniczkowaé po .
. Znak = oznacza, ze nastepne wyrazenie uzyskano, korzystajac z "reguly tancuchowej" rézniczkowania funkeji ztozonej,
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Uogolnienie na przypadek wielowymiarowy
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Wstawiamy powyzsze wzory do rownania Fokkera - Plancka
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Stad rownanie Fokkera — Plancka w nowych zmiennych
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Grupujemy wyrazy, zawierajace (i) pochodna
po czasie, (ii) pochodne czastkowe pierwszego
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rzgdu po x’, (iii) pochodne czastkowe drugiego

gdzie wspétczynniki oryginalnego réwnania nalezy wyrazi¢c w nowych zmiennych, #j.

D; = D;(x',t) = D;(x(x,t),t), D;j = D;; (x',t) = D;; (x(x', 1), t)
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Przyktad: Dowolne jednowymiarowe réwnanie Fokkera - Plancka z niezaleznymi od czasu
wspolczynnikami mozemy sprowadzi¢ do rownania ze stalym wspoétczynnikiem dyfuzji
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Szukamy transformaciji o nastepujgcej wtasnosci
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Jest to szukana transformacja. Bez straty ogélnosci mozna wiec przyjac D@ = D w dowolnym
jednowymiarowym rownaniu Fokkera-Plancka z niezaleznymi od czasu wspotczynnikami
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Przyktad: Bezwymiarowa posta¢ rownania Kramersa (w 1 wymiarze)
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Transformacja liniowa

p=p(x,v,t)

W réwnaniu Fokkera-Plancka w
oryginalnych zmiennych z, v mamy

Dy(zim) =1,

1
Dy(z,v) = ——(V'(z) + Bv),

m
— m X — (X) y = é Dl‘.l = DI,U = D-lr,;r: = 0,
I KgT k T k T m P BkgT
. r " " . . o '71.2 '
prowadzi do rownania Kramersa w postaci bezwymiarowej
op’ o 0 52 o
Tl utr _Uy)rulrr 5 e P =p(yut) (4)
ot oy au ou?
Transformujemy réwnanie Fokkera-Plancka do nowych zmiennych y, u.
o, = (M| +¥p,+ % p,+%%p,, + 2% p, 4V p, T p, = [T,
Y ot)|,, Ox v )1 s () rOv~ > Ovix o Ov2 kT
Rt ) :’0" =0 =0 =0 4
=0
Ju m 1 m [ aV(z) . .,
/5 NS it ; = [ D, (2(y,u),v ) Bu
1 m | dV kT dy  [kpT 1 [m |dV kgT m kT
= —— o Y| =—+ 8 u| = —— Y +8 u
m\ kgT | dy m ") dx m m\ kT dy m - kT m
1 dv \/ kpT B v,
= ——— y| ——u=—-|—+u
kT dy m J m : dy t
D = @ 2D dy Oy dy dy Dyt @ 2D1 s =l=0 =B =>(Q)
Y ox Or vl 0w dr 2 \ v e ¥
—0 =0 =0 \—:?)—/
ou\? m BkgT B
D! = ) P = T e e
e = (6)-0) ’ kT m? m



Réwnanie Fokkera-Plancka mozna zapisa¢ w formie rownania ciagtosci
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Warunki brzeqowe dla rownania Fokkera - Plancka

Bariera odbijajaca
Czgstka nie moze opuscic¢ obszaru (2, ograniczonego powierzchnig S, gdyz prad prawdopodobienstwa
przeptywajgcy przez S jest zerowy

n-J(z,t)

=0, n= ds/ds

Bariera absorbujaca
Po osiggnieciu powierzchni S czgstka jest usuwana z obszaru 2

p(z’ tXZeS - O

Periodyczne warunki brzegowe (przypadek 1-wymiarowy)

lim p(x,t)=lim p(x,t) v lim J(x,t)=lim J(x,t)=

x—b~ x—a"

= Alb,t)=A(a,t), B(b,t)=B(at)

Naturalne warunki brzegowe (przypadek 1-wymiarowy)
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Warunki brzeqowe dla wsteczneqo rownania Fokkera - Plancka

Bariera odbijajaca

ZniBij(y)(;j p(x,tly,t') =0, n=ds/ds
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Dla przypadku 1-wymiarowego warunek ten sprowadza sie do warunku

b,t')=0
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Bariera absorbujaca

p(x,t y,t’}ygS =0

Wyprowadzenie jest dos¢ skomplikowane



Potencjat dla rownania Fokkera - Plancka

Wprowadzmy oznaczenia
DY(x,t)= A(x,t), D®(x,t)=1B(x,t)=

5’[ p(x,t)= _;( [DO(x,t)p(x,t)]+ ;;[D(Z)(x,t)p(x,t)]

Jezeli wspotczynniki D nie zalezg od czasu, mozna zdefiniowac potencjat

DY = DY(x), D? = D?(x) = ®(x)=In D? j

Réwn. Fokkera=Plancka mozna zapisa¢ w nastepujgcych rownowaznych postaciach

% 0 o
ot p(x,t): Lep p(X,'[), Lep =-_D¢ )(X t)+D( )( )

OX OX>
%, %,
P p(x,t)=— o —J(x,t), JI(xt)

0¥ (ct)plxt)- £ [P )plct)]

Metoda potencjalu jest bardzo wazna metoda uzyskiwania rozwigzan stacjonarnych jednowymiarowego rownania Fokkera-
Plancka. Mozna j3 jeszcze uprosci¢ (patrz dalej), poniewaz dla jednowymiarowego rownania z niezaleznymi od czasu wspolczynnikami
mozna zawsze przyja¢ D@ (x) = D



Uzywajgc potencjatu, prad prawdopodobienstwa mozna zapisa¢ w postaci

DY = pB(x), D? = D?(x)=>

Dowdd:
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Rozwigzanie stacjonarne

W stanie stacjonarnym J (X t) — const
dbiagoe] e B beren J(a,t)=J(b,t)=0= J(x,t)=0, x(a,b)
J(x,t)=-D¥(x)e*™ ;( Ip,(x)]=0=
*™p. (x)=const =
-1
= p,(x)= Ny exp[-@(x)] j exp|- @ (x)] dx

Uzyskujemy tzw. rozwigzanie potencjalne

N, X '
p, (x)= D(z) (x) exp _([ X)

Poniewaz jest to rozwigzanie niezalezne od czasu, jest to jednoczesnie rozwigzanie stacjonarne przy
zadanych warunkach brzegowych w postaci barier odbijajgcych na krancach przedziatu



Przyktad: Dyfuzja w polu grawitacyjnym
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Przyktad: Proces Ornsteina - Uhlenbecka
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Otrzymalismy rozklad Gaussa, zgodnie z wynikiem

k uzyskanym z bezposredniego rozwigzania rownania Fokkera-
eX Plancka 1 przejsciem z chwilg poczatkowa do —co.
p D Uwaga: warunki brzegowe nalezy przyja¢ w postaci bariery

odbijajace] w too,
J(x = too,t) =0






