Stochastyczne rownania rozniczkowe

Rownanie Langevina

dX £(t) sa zmiennymi losowymi o standardowym

e a[x(t) t]+b[xE)tle), (EQ)ER)) =6t —1") | rorkiadzie Gaussa rednia . wariancia 1)

niezaleznie losowanymiw chwilach t # t'

Rownanie Langevina formalnie mozna przepisa¢ w postaci:

dx = a[x(t),t]dt + b[x(t) t|£(t)dt, &(t)dt =dW(t) proces Wienera

proces o przyrostach niezaleznych

Stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dx = a|x(t),tJdt +b[x(t), t]dw (t)

Catka stochastyczna nie jest zwykla calka, tylko

zmienng losowa. Obliczania calek stochastycznych

Formalne rozvzllazan e bedziemy si¢ uczy¢ na tym wykladzie.

t
x(t)= x(t, )+ j a[x(t),t]dt + j b[x(t),t]dW «— catka stochastyczna
t t,

Jednoznaczne rozwigzanie rownania stochastycznego istnieje, jezeli
IK VX, y,te(tty) [a(xt)-alyt’)+b(xt)-byt')<Klx-y
3K vt e(tt) [alc) +blot) <Kefx’)

warunek
Lipschitza



Zbieznosc¢ ciggu zmiennych losowych w sensie sredniokwadratowym

w e Q) przestrzen zdarzen losowych

X, = Xn(a)), X = X(a)) zmienne losowe

ms—lian:X<:>Iim<(X - X) >_I|m_[da)p X, (0)-X(0)f =0

N—o0 nN—o

Jeden z rodzajow zbieznosci ciggu
zmiennych losowych, znany z 2. roku
z wykladu Probabilistyka

Catka stochastyczna (w sensie Ito)

t

[t )W (1) = ms —lim ze W (E)-W, )

Nn—oo
ty

Calka stochastyczna jest zmienng losowa,
bedaca granica pewnego ciaggu zmiennych
losowych. Dla konkretnej realizacji procesu
Wienera catke stochastyczng mozna obliczy¢,
otrzymujac konkretng liczbe. Jednak dla innej
realizacji procesu Wienera liczba ta w
ogolnosci bedzie inna. Catka stochastyczna
jako zmienna losowa podlega wigc pewnemu
rozktadowi prawdopodobienstwa.

Definicja ta jest rbwnowazna nastepujgcej granicy ciggu sum czgstkowych

t..)]= lim

= Z::G(til )[W (ti )_W

W powyzszych definicjach

G(t) funkcja spetniajgca zasade przyczynowosci
G, )i zalezy od W(t)-W(t,.)

2

[o)aw(r)| )=o

Dla kazdego » suma czastkowa S,, jest wiec
zmienng losowa. Granica ciggu zmiennych
losowych S,, przy n — o w sensie
sredniokwadratowym jest wiec zmienng
losowa, rowng z definicji calce stochastycznej



Rownowaznos¢ rownania stochastycznego Ito i rownania Fokkera-Plancka

Rozwiazania stochastycznego rownania rozniczkowego (np. numeryczne, o czym dalej) z konkretnymi funkcjami a(x, t), b(x, t) 1
warunkiem poczatkowym x(0) = x, daja rozne realizacje procesu stochastycznego x(t) (,,przebiegi czasowe x(t)) dla roznych realizacji
procesu Wienera W (t) (r6znych losowanych wartosci szumu Gaussowskiego & (t) w roznych chwilach czasu).

Rozwigzanie rownania Fokkera — Plancka przy tym samym warunku poczatkowym x (0) = x, daje zalezny od czasu rozklad
prawdopodobienstwa p (x, t|x,, 0) ze wartos¢ procesu stochastycznego w chwili 7 wynosi x.

Rownowaznosc¢ stochastycznego rownania rozniczkowego 1 rownania Fokkera — Plancka oznacza, Ze jesh rozwiazujac stochastyczne
rownanie rozniczkowe wygenerujemy wiele realizacji procesu x(t) z tym samym warunkiem poczatkowym x (0) = x,, a nastepnie dla

konkretnej chwili t sporzadzimy (unormowany) histogram uzyskanych wartosci x, to histogram ten bedzie dobrym przyblizeniem rozkladu
(gestosci) prawdopodobienstwa p(x, t|x,, 0).

Rownanie stochastyczne w sensie Ito jest rownowazne rownaniu Fokkera-Plancka

i = () ot +bxt).hw (1) = P - —%[a(x,t)p]+%%;[b2(x,t)p]

To wykazemy pdzniej, teraz skoncentrujmy si¢ na przyktadach.

dZ = A(Z(t), t)dt + B(Z(t), )dW (t), Z(to) = Fo

dp 0 . e 1 02 oo, colSic, s
g = Z o [Ai(Z, t)p(Z,t)] + 5 Z {[B(;L, t)B* (T, f)} - p(T, t)}

— ;0% ;g
i,]

W przypadku

Wielowymiarowym gdzie T, dw, A sa wektorami m-wymiarowymi, B jest macierza m x m,
§1(t)
5 §a(t) T —

Eml(t)




Przyktad
Rownanie Kramersa (czqstka Browna w potencjale, w jednym wymiarze)

d*x /7 Rownanie Langevina dla jednowymiarowej
m F N _V 2/ 5 czgstki Browna jest rownowazne rownaniu
dX Fokkera-Plancka zw. rownaniem Kramersa
a =V dx = vdt
20K T
v V'(x) Z,BkB @ dv:—l[\/'(x)+ﬂv]dt+ LCLIPYY
T m m
| dt m m
op 0 10 LK. T 0°p
— = Vp)+ V' (x)+ ° . p=p(x vt
P2 (up) =L ) ol 2T R ppix )

W réwnaniu Langevina

. R v sy o 0 0 sar [ 0 0
T = ( v ) ) A(Jt) — ( 1 [VI + 31] ) ) B(It) — ( 0 ‘2,\'m:13'1’ ) = BB" = ( 0 23751?1 )



Podobnie, rownanie Langevina dla czgstki Browna w trzech wymiarach jest
rownowazne rownaniu rownaniu Kramersa w postaci

o &) o . 10| V(X PreT & 0
8t_iz{ axiv‘+mav[ ox +ﬂv} 2 oo [P

i m j=1

p= p(x,y,z,vx,vy,vz,t)




Rownanie Smoluchowskiego (przettumiona czastka Browna w potencjale, w
jednym wymiarze)

B—>o0,m—>0= ﬂ 5 0=>V —> const Przyjmujemy, ze predkosc¢ czgstki
’ dt szybko osigga wartosc stacjonarna, i

traktujemy jg jako statg

% — O = \V=— 1 ’(X) — / 2 IBkBT 5 (t )] Patrz uwaga (i.) na nastepnym slajdzie

p
dx L Ox VIO 2T ) gl Vg [2KeT g
dt dt Jo) Jo) S S
Rownanie Langevina dla
' 2 Brownowskiej czgstki
P = 0 {V (X) } ke T 0 E, p= p(x,t) przettumionej jest rownowazn
ot ox| p p ox rownaniu Fokkera-Plancka zw.

rownaniem Smoluchowskiego
W szczegolnosci dla czgstki w potencjale oscylatora harmonicznego rownanie
Smoluchowskiego ma postac jak dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka

1 2k, T op © 1 82p
V(x)==kpx?, D===¢
() 3 X t B MES ax[ I+ 2P

kxp

zwigzek Einsteina



(i)

Jesdli rozpatrzymy proste rownanie

dv B C
— =——v+ —, C =const, v(0) = vy,
dt m e m’ » v(0) o
to rozwigzanie ma postac
C C t , C
v(t) = — + (vo - 7) exp (—B—) e — = const,
B A m 6}

Widaé, ze rozwigzanie zbiega do wartosci stalej wyktadniczo, z czasem charaktersytycznym 7 = m/3. Jezeli m — 0,
B — oo, to 7 — 0 1 zbiezno$¢ jest "natychmiastowa". Mowimy wtedy o czastce przetlumionej. Jest to oczywiscie
warunek niefizyczny, ale w praktyce oznacza tyle, ze predkosé¢ czastki Brownowskiej w potencjale zbiega do warto-
Sci "stacjonarnej" (zaleznej od polozenia z(t) i aktualnej wartosci szumu stochastycznego £(t)) znacznie szybciej niz
zachodzq wszelkie zmiany potozenia oraz wartosci szumau.

Przedstawione "wyprowadzenie" réwnania Smoluchowskiego jest czysto heurystyczne. W istocie dla 8 — oo, m — 0
mozna pokazaé Scisle (aczkolwiek nie jest to bynajmniej proste), ze jezeli gestos¢ prawdopodobienstwa dla polozenia i
predkosei czastki p(x,v,t) spelnia réwnanie Kramersa,

BkpT 0%p(z,v,t)
m?2 oz

op(z,v,t) 0, 1 0 pp A g s
—a %(UP(% v,t)) + =0 {[V'(z) + Buv] p(z,v,8)} +

to brzegowa gestos¢ prawdopodobienstwa p(x,t) = f_oooc p(z,v,t)dv dla polozenia czastki spelnia rownanie Smoluchow-

skiego,
op(xz,t) 0 [V'(x) , kT &*p(x,t)
ot _ﬁ[ g P P g




t

IW ()W (t') = % M (F —W(t, ) - (t—t, )] \I?Vrzil:]’f;cel ?ttc))liczania catki stochastyczne;

t

Niech W; = W(t;), AW; = W; — W;_1, Aty =t; —ti—1, i = 1,2,...n. Nalezy wykazaé, ze

mn n l . _
ms — lim S, = ms — lim [Z Wi_1(W; — I-‘V,-_l)] =ms — lim (Z Wi_ 1AWQ~> iy [(If‘f"(t))2 - (Y-*if‘"(t()))2 —(t— to)] ;
i=1

n—oo n—oo n—oc i—1
‘[:

Zauwazmy, ze

n l n 1 n _ 1 g g l n
Se, = W 1 AW; = — Wi +AW;)2 = (Wi—1)?| == AW;)? = Z [(W ()% — (W (t)?] — = AW;)?
= D WealWi=g 3| (Fa £ AW - (K| g S AW = 3 [V - W) - 5 3 (AW)
= i= —W, i= i=
W2 W2AW2-W24.. . W2—W2_ —W2—W2
= ms— lim §, = = [(W’(f))2 — (W(t ))2] - lms — lim i:(AW’-)2
" n—oo Gl 2 . g 2 ' n—oo i—1 % ’

wystarczy wiec wykazaé, ze

n n 2
BT vyl (TR ~ N2 —(
ms nh_l)lgc (Z(AU t) ) t—ty & nlglolc< [Z(AU,) (t to)] > 0

i=1



n 2 n
<[Z(AWi)2—(t—t0)] > - <!Z(Awi) (t — to) ZAW — (t—to) >

=1 i=1
— < Z Z (AW;)2(AW;)? — 2(t — to) Z(Av 7)2 4 (t — t0)2>
i=1 j=1 i=1
- < D (AW +2) (AW (AW;)? = 2(t — to) D _(AW:)? + (¢ — to)2>
=1 1> i=1

Korzystamy z faktu, ze przyrosty procesu Wienera AW, = &At;, i = 1,2,...n sa niezaleznymi zmiennymi losowymi,
podlegajacymi rozkladowi Gaussa, w zwigzku z tym momenty ich rozktadu sa znane,
1 & (AW, )"

=+ T ; 1714\ — 2
\/ﬁm e = (AWD)?) = Ati, ((AW:)Y) = 3(At)2.

3
D= b p(AW) =
B = = p(AW;) =
Ponadto dla i > j z niezaleznosci przyrostow wynika, ze ((AW;)2(AW;)?) = ((AW;)?)((AW;)?) = At;At;, stad

n

Y (AW = (t— to)‘ > = 3i:(At.i)2 +2) " At At; — 2(t — to) Z At dlt—1g)*

i=1 i>j i=1
:2273(& 4 ZAt At —2(t — tp) ZA:‘ £ (E—1p) _22 (At;) [zn:Ati—(t—tO)]z:2zn:(Ati)2.
i=1 1,j=1 i=1 i=1
=(Z:‘:1At,)2 =t—to

2
At; ~ (t—to)/n =Y [ (AL)? xnm = ,l] = ms — limp 00 (X1 (AWS)?) = limpeo < [Z;’:l(AW’iﬁ —(t— to)] > =0



Wazny wynik:

[aw (O =dt<:>jG( Jaw e = ms—tim 36, (o) jG

nN—coo

n n 2
— lgn < {Z Gi-1(AW;) / G(t")dt’ } > = ‘li_1>n < {Z Gi-1 [(AIVi)z _ At,:]} >
‘ > i=1

i ({36 @y - an } {Z e } )

n— oo
=1 1>7

o G2, oraz [(AW;)? — At;]” sa niezaleine, bo AW; = Wi — Wiy, Aty = t; —t;_,

e Dlai>j G [(AI‘V]')2 - Atj] Gi_1 oraz (AW;)? — At; sa niezalezne,

n—oc

lim {Z <G12-—1 [(A“; At + 22 <GJ 1 A” ) Atj] Gi-1 [(AIV,)Z - At.i] >}

(#) = lim {Z(C [(AW:)? — At]* Y + 23 (Gj1 [(AW;)? Atj]Gi_1><(AHf’i)2—At,->}

1>7

o ([(AW:)2 = ALY = (AW:)Y) — 28t ((AW:)?) + (At:)? = 3(At;)? — 2(At)? + (At;)? = 2(At;)?,

o ((AW;)? — Aty) = ((AW;)?) — Aty = At; — At; =0,

n—ooo n2

0< (M) =2 hm Z(G?_Q(At < lim nimax (G7_ (t— t)> =0= (&) =30
i=1



Podobnie mozna wykazac, ze| [qw (1) =0,n>1; dW(t)dt =0

Catkowanie wielomianow

AT =W aw O] - =3 Py (@) -

r=1

a0 a0y ey 2 [ ey aw )=y -wie 12 ey ar

Warto$¢ srednia calki < I G(t')dw (t’)> =0, bo <Z GilAWi> = Z<Gi—1><AWi> -0

ty

Funkcja korelacj <je(t')dw(t')jH(t')dw(t')>_j<e(t')H (1)t

to )

<Z Gi_lAWizj: H jlij> _

_ <Z G H._ (AW, )2> + 2<Z G_,H leijwi> —
=2 (G H (AW F )+ 23" (G, H AW, WAW) = 3 (G, H, )AL



Wzér Ito Jezeli x spetnia stochastyczne
rownanie rozniczkowe

= df[x(O)] = £[x(t)+ (O] (0] = £ eColex(t)+ FIXOLx(F -

_ f’[x(t)][a(x,t)dt+b(x,t)dW]+%b2(x,t)f”[x(t)](dW i

dx = a[x(t),tJdt +b[x(t), tJdw (t)

L df [x(t)]z[a(x,t)f’(x)+%b2(x,t)f”(x)}dtqtb(x,t)f’(x)dW

Uogodlnienie na przypadek wielowymiarowy

= _ Vi 8-/‘ =2 1 (= AT (= 62-/‘ —
a7 (1) = {ziincz(r))%<.z(r>>+§ [B@w) BT @), a_,,iﬁ_rj<.1.<r>>}df
3 By E0) - E0)AW; ()




Ze wzoru Ito wynika podany wczesniej zwigzek rownania stochastycznego w sensie
Ito z rownaniem Fokkera-Plancka;
Rozpatrzmy ewolucje czasowg sredniej dowolnej funkcji f(x)

Dwie uwagi na poczatek:

e Dla dowolnej funkeji F(z) warto$¢ oczekiwana (F(x)dW (t)) = (F(z(ti—1))[W(t:) — W(ti—1)]) = (F(x(ti=1))AW;) =
(F(z(ti—1)))(AW;) = 0, poniewaz przyrost procesu Wienera nie zalezy od wartosci procesu x(#;_1),

e Wyprowadzajac rownanie Fokkera - Plancka pokazalismy, ze dla dowolnej funkeji f(x) i dla dowolnego procesu ciagtego

x(t) rownanie ewolucji czasowej wartosci oczekiwanej (f(x)) mozna zapisa¢ w postaci r6wnania Fokkera-Plancka lub
rownowaznej (w ktérej nalezy wykonaé¢ caltkowanie przez czesci, aby otrzymaé réwnanie Fokkera-Plancka),

%/(l:rf(:r)p(at,ﬂ-y,t') = /(l:z: [A('r t)ﬂ-}- B(I I) f

dr 2 Ox?2

] p(z,t|y,t)

1 92
= /(l:z:_f(:.lr) {——[4 (z,t)p(z,t|y, t")] + = s 2[B(;zr,{.)1)(;Ir,t|_l/,f.’)]}_
Korzystajac z powyzszych tozsamosci, mozna napisaé¢ nastepujacy ciag réwnosci

(B =( ) = (b )10 50 () (0) ) o ) (x0) =

dt dt

= (a() ()~ b2(x.0)1°(x)) = [ a(x,t)g—i+%b2(x,t)azz o(x,t)=

OX

=.[dx ——[a(x t)p(x, t)]+5—[b X,t) (xt]\‘ jde jtp(x,t)

pd

Poniewaz f(X) jest dowolng funkcja, wyrazy w ramkach po obu stronach rownania musza by¢ rowne.



Catka stochastyczna (w sensie Stratonowicza)

sje ) €)W (1) = ms — Ilm{ZG( X )+2X(til),tilj[vv(ti)—vv(ti1)]}

n—>oo

Jest to inna definicja catki stochastycznej, prowadzaca do nieco innego formalizmu.

Whtasciwosci Czytajac prace nt. stochastycznych rdwnan rézniczkowych nalezy zawsze zwracac
uwagg, czy calka stochastyczna zdefiniowana jest w sensie Ito, czy Stratonowicza..
O r . r 7
1° (s j G(x(t'),t')dW (t') ) = 0 Wiasciwosc bardzo przykra, ale...

Uzywajac tej definicji, trudniej jednak jest wykonywac
obliczenia podobne do tych prezentowanych na wykladzie.

t
2° SIW (t')dW (t’) = % M (t)2 W (tO )2] Wiasciwos$¢ bardzo przyjemna.
to

. Rownanie stochastyczne w
3 formie Ito (po lewe)) jest
1 &b rownowazne rownaniu
dx =adt + bdW < dx = {a —=—b— }dt +bdW  stochastycznemu w formie
2 OX Stratonowicza (po prawej)

0 Rownanie stochastyczne w
4 formie Stratonowicza (po lewej)
1 _0p jest rownowazne rownaniu
dx = adt + SdW < dx = [05 + Eﬂ—}dt +BdW  stochastycznemu w formie Ito

2 (po prawej)



Numeryczne rozwigzywanie stochastycznych réownan rézniczkowych
Roéwnania jednowymiarowe
Algorytm Milsteina

Roéwnanie jednowymiarowe (w sensie Ito)
dr = a(z(t))dt + b(x(t))dW (t), z(to) = xo, (1)

ma rozwigzanie, ktére mozna zapisa¢ w postaci catkowej,

z(t) = z(to) +/t a(:z:(s))ds+/{ b(x(s))dW (s). (2)
Dla dowolnej funkeji f(x(t)) obowiazuje wzoér Ito,
df (x(t)) = la(ﬂf(t))f'(-'li(t)) + %bz(ﬁlf(i))f”(w(t))] dt + b(x(t)) f' (x(t))dW (), (3)
ktory mozna zapisa¢ w postaci catkowej,
p ° ! 1 2 1" ° !
Fa(s) = falt) + [ |aler) (@l + 522N @) dr+ [ et ()aw o) (4)

W szczegolnosei z réwn. (4) mozna obliczyé a(x(s)), b(x(s)), ktére wystepuja w rown. (2).

Podzielmy przedzial czasowy (to) na odcinki (¢;,%;41),1 =0,1,2,n—1, tak ze t,, = t. Numeryczne rozwigzywanie réwnania
stochastycznego polega na obliczaniu wartosci z(f;) w kolejnych krokach czasowych tg, 1, ..., t,, przy czym obliczona wartos¢
x(t;) staje si¢ warunkiem poczatkowym do obliczenia kolejnej wartosci x(#;41). Dalej bedziemy rozwazaé algorytmy ze stalym
krokiem catkowania At = t;.; —t;, 1 =0,1,2,...n — 1, przy czym krok ten powinien by¢ dostatecznie maty (czyli At — 0
przy n — o). Wowezas catki w réwn. (2) sg rzedu fttl‘“ a(xz(s))ds ~ At, fttl‘“ b(z(s))dW (s) ~ VAL > At (pamictamy ze
[dW (t)]? = dt), a wyrazy wyzszych rzedoéw sa pomijalne.



Aby obliczyé¢ calki w réwn. (2) z dokladnoscig do At, po wstawieniu a(xz(s)), b(z(s)) z rown. (4) nalezy zachowaé wyrazy
rzedu At lub nizszego. Na przyktad

/ T b(e(s)aW(s) = bla(t)) / " aw(s)

3 /l+l S[a (t)) + ... ] [b'(z(tr)) +...] drdW (s)
v g /, " : Ble(t) + .. 2B (@) + .. ] drdW (s)
% /tl“ ts[b(m(t,))—{—...] B (2(ty)) + . ..] AW (r)dW (s). (5)

W réwn. (5) pierwsza catka jest rzedu (At)!/2, ostatnia catka jest rzedu At, a druga i trzecia catka sa rzedu (At)3/2 = 01
mozna je poming¢. W zwigzku z tym z dokladnoscig do wyrazow rzedu At z rown. (2) otrzymujemy

E

At eale) -l / " ds + b(z (1)) / AW (s) + b(z ()b (z(t)) / T aw(s) / AW (7). 6)

t ty ty t

tiya

Ostatnig catke mozna obliczyé¢, biorac pod uwage ze ft W (s)dW (s) = 5[(W(t))2 — (W (t))? — (t — to)],

/ " aw(s) / “awr) = [ W) = Wdw(s) / W ()W (s) — Wit) / " aw(s)
= %[(W(fm)) — (W(t1))? = (tigr — t1)] = W(t)[W (t141) — W (t1)]
= 5 [t W)~ - )] ™

Korzystajac z réwn. (6), (7) otrzymujemy nastepujacy (jawny) iteracyjny algorytm catkowania jednowymiarowego réwnania
stochastycznego w sensie Ito,

x(tiy1) = x(ty) + [a(:z:(tl)) - %b(x(tl))b’(a:(tl))J At + b(xz(t))AW; + %b(a:(tl))b’(:x:(tl))(AIV[)z, (8)

gdzie At = tl+1 — tl, AI/VI — ‘/V(tl-}-l) — "V(tl)



Rownania wielowymiarowe

Réwnanie wielowymiarowe (w sensie Ito)
dz = A(Z(t))dt + B(Z(t))dW (t), Z(to) = To (9)

mozna catkowaé iteracyjnie, korzystajac z wielowymiarowego uogélnienia wzoru Ito dla dowolnej funkcji f(Z(¢)), Podobnie
jak w przypadku réwnania jednowymiarowego prowadzi to do wzoru iteracyjnego

tit1 tisa
.’L‘i(t1+1) = .’I..‘.i(t[) e A,(T(f[)) / ds + Z Biqj(.’i"(t[))/ (I‘VJ(S)
j f

t
+ E {
J.J"

OB; ; fi41 s
> B k@) [ awits) [ awyo . (10)
© a:lfk t t
Oczywiscie dla j = j' réown. (7) daje

1

/'“ dwj(s)/s dw;(r) = 3 [(I»-Vj(tIH) —W;(t))? = (t141 — g,)] . (11)

Natomiast w ogélnym przypadku wyrazenie ostatniej calki w réwn. (10) przez przyrosty procesu Wienera AW, nie jest
mozliwe. S natomiast pewne przypadki szczegélne, kiedy jest to wykonalne.



Przeprowadzajac obliczenia podobne jak w przypadku jednowymiarowym, mozna pokazac, ze

tr41 s ti41 s ti41 ti4a
/ AW, (s) / AW, (r) + / AW, (s) / AW,(r) = / AW, (s) / Wil =Bk}
t t; t t t t;

= AWPAWY) — 6, o (tie1 — t), (12)

gdzie AW = Wi(ti1) — W;(t).

Niech macierz B ma t¢ wlasnosé, ze

0B, j
V'l ] .] ZBI\J al ZBAJ 6113}; . (13)
Woéwezas réwn. (10) prowadzi do nastepujacego schematu iteracyjnego,
zi(tiv1) = zi(l) + s ((1 Z By ; (9 Bi J Z(ty)) | At + Z B J £(tr)) AH/(J)
+ —Z ZBA it )| AW aw ), (14)

Warunek (13) spelniony jest np. dla

¢ Elementy macierzowe B; ; s stale, lub zalezne wylacznie jawnie od czasu ale niezalezne od 7, (jest to przypadek szumu
addytywnego);

o Jesli tylko jeden element macierzowy B; ;(Z(t)) # 0, a pozostale sa zerowe;

o Jesli B; ;(¥) = G; jxi, gdzie elementy macierzy G sa stale, niezalezne od 7' i t.







