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Stochastyczne równania róŜniczkowe

Równanie Langevina

Równanie Langevina formalnie moŜna przepisać w postaci:

proces Wienera
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Formalne rozwiązanie

Stochastyczne równanie róŜniczkowe

całka stochastyczna

Jednoznaczne rozwiązanie równania stochastycznego istnieje, jeŜeli
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Całka stochastyczna (w sensie Ito)

ZbieŜność ciągu zmiennych losowych w sensie średniokwadratowym
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przestrzeń zdarzeń losowych

zmienne losowe

Definicja ta jest równowaŜna następującej granicy ciągu sum cząstkowych
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W powyŜszych definicjach 

funkcja spełniająca zasadę przyczynowości

nie zaleŜy od
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RównowaŜność równania stochastycznego Ito i równania Fokkera-Plancka

Równanie stochastyczne w sensie Ito jest równowaŜne równaniu Fokkera-Plancka

W przypadku wielowymiarowym
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Równanie Kramersa (cząstka Browna w potencjale, w jednym wymiarze)
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Równanie Langevina dla jednowymiarowej 

cząstki Browna jest równowaŜne równaniu 

Fokkera-Plancka zw. równaniem Kramersa
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Podobnie, równanie Langevina dla cząstki Browna w trzech wymiarach jest 

równowaŜne równaniu równaniu Kramersa w postaci
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Równanie Smoluchowskiego (przetłumiona cząstka Browna w potencjale, w 

jednym wymiarze)

Przyjmujemy, Ŝe prędkość cząstki 

szybko osiąga wartość stacjonarną, i 

traktujemy ją jako stałą

Równanie Langevina dla 

Brownowskiej cząstki 

przetłumionej jest równowaŜn

równaniu Fokkera-Plancka zw. 

równaniem Smoluchowskiego

W szczególności dla cząstki w potencjale oscylatora harmonicznego równanie 

Smoluchowskiego ma postać jak dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka

związek Einsteina
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Przykład obliczania całki stochastycznej 

w sensie Ito



WaŜny wynik:
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Podobnie moŜna wykazać, Ŝe

Całkowanie wielomianów



Wartość średnia całki
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Wzór Ito
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( )[ ] ( )[ ] ( )tdWttxbdtttxadx ,, +=JeŜeli x spełnia stochastyczne 

równanie róŜniczkowe

Stąd wynika podany wcześniej związek równania Ito z równaniem Fokkera-Plancka;

Rozpatrzmy ewolucję czasową średniej dowolnej funkcji f(x)



Proces Ornsteina-Uhlenbecka (rozwiązanie równania stochastycznego)
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Całka stochastyczna (w sensie Stratonowicza)
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Właściwości

Właściwość bardzo przykra, ale…

Właściwość bardzo przyjemna.

Równanie stochastyczne w 

formie Ito (po lewej) jest 

równowaŜne równaniu 

stochastycznemu w formie 

Stratonowicza (po prawej)

Równanie stochastyczne w 

formie Stratonowicza (po lewej) 

jest równowaŜne równaniu 

stochastycznemu w formie Ito

(po prawej)


