Stochastyczne rownania rozniczkowe

Rownanie Langevina

& (o) blxl) el e), () =8l -r)

dt

Rownanie Langevina formalnie mozna przepisa¢ w postaci:

dx = alx(¢),t]dr + b|x(¢),¢ |6 (¢ )dz,  &(¢)dt = dw(t) proces Wienera

Stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dx = a|x(¢),t]dr + b|x(¢ ), tjaw (¢)

Formalne rozwigzanie
t

x(2)=x(z,)+ j alx(t), ¢}dt + j b|x(¢),¢]dW «— catka stochastyczna

Jednoznaczne rozwigzanie rownania stochastycznego istnieje, jezeli
IK Vx, .1 € (t,) |alx,t')—al(y, ¢} +]b(x,')=b(y,t) < K|]x -]
3K Vx,t' € (t,1,) |ale,t ) +[p(x, 7)) < K(1+ \x\z)

warunek
Lipschitza



Zbieznos¢ ciggu zmiennych losowych w sensie sredniokwadratowym
w e Q) przestrzen zdarzen losowych

X =X, (a)), X = X(a)) zmienne losowe
ms —lim X, = X < lim((X, - XJ') = lim [ dep()[X,(0)- X (o) =0

n—>0 n—»aoo

Catka stochastyczna (w sensie Ito)

[l ()= ms il 35600, 0)- .1

n—0

Definicja ta jest rownowazna nastepujgcej granicy ciggu sum czastkowych

5,= 356 )0, )= 1m<[s Jetwn) >-o

W powyzszych definicjach

G(t) funkcja spetniajgca zasade przyczynowosci
G(ti) nie zalezy od W(ti)_ W(ti—l)




Réownowaznos¢ rownania stochastycznego Ito i rownania Fokkera-Plancka
Roéwnanie stochastyczne w sensie Ito jest rownowazne rownaniu Fokkera-Plancka

e = alx(o). el + Bx(e). (s )@g_f__g[a(x,f)p]%;_]bz(x,t)p]

W przypadku wielowymiarowym

dx = A[%(¢),t]dr + B[x(¢),t|®@ aW (t) =
o2 3 2 Lyfe)pla L B0} .0

Roéwnanie Kramersa (czqstka Browna w potencjale, w jednym wymiarze)

d’x Rownanie Langevina dla jednowymiarowej
m - _V T 2Pk 98 czastki Browna jest rownowazne rownaniu

dt’
_ Fokkera-Plancka zw. rownaniem Kramersa
— =V dx = vdt

v V'(x) B A2Bk,T f(t)<:> dv = —i[V'(x)+ Pt + VIO
— m

6x Ox .
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V()4 polp)+ Zal T8
m- Ov

d__ 0
o ox ()

p=plx,v,t)




Podobnie, rownanie Langevina dla czgstki Browna w trzech wymiarach jest
rownowazne rownaniu rownaniu Kramersa w postaci

o =) o 1 o] oV Pl,T & &
8t_z{ o, { : +ﬂv}+ > Lo P

i m Ov, l. m°- I

p =p(x,y,z,vx,vy,vz,t)




Réwnanie Smoluchowskiego (przettumiona czastka Browna w potencijale, w
jednym wymiarze)

0= 50 r
p—>0,m—0= ar U=V CONSE pyvimujemy, ze predkosé czastki

v szybko osigga wartosc stacjonarna, i

0= - -% V(x)- 2, TE(R)|  traktuiemy ja jako stafa

@:V:@?@ 2k Tf()<:>dx=—mdt+ /%—BTdW
dt dt B B B p

Rownanie Langevina dla

P P V'(x) kT az Brownowskiej czgstki

P __ { p} p= p(x t) przettumionej jest rownowazn
2 b b

ot ox| p S Ox réwnaniu Fokkera-Plancka zw.

rownaniem Smoluchowskiego
W szczegolnosci dla czastki w potencjale oscylatora harmonicznego rownanie
Smoluchowskiego ma postac’:jak dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka

y(x) = ki Tz’;T P o]+ D F

zwigzek Einsteina




jW (t’)dW(t’) — % [W(t)z _ W(fo )2 _ (t — 1, )] Przyk%qd obliczania calki stochastyczne;
: w sensie Ito

n—»00

W(ti)zWi,AWIEWI.—Wi1:>jW(t’)dW() ms — hm{ZW AW}

ZI:WIAW— Z[ (FAW ) W ]—lZAW Z[Wt —W(to)z]—%i:(AVK)

S,
<{21AW3— t—1, T>=<{;(W,~—W,~l) —(t—ro)T>=

< 2B, 2 S0 ) )

=1

3) +2Zt —t, e, =t )20t =1, Y +(t=1,) =
2Zt ~lig +Zt — 1 (J 11) (t_to):

= 22(@. —t,) {Z(ti —til)—(t—to)}{Z(tj —tjl)—(t—to)} = 22:(&;)2 — 0

J

= ms - 11m{Z(AW } {—ty = ms iim{iznl; m_lAm} - %ZZH;[W(t)z W, - (e~1,)]



Wazny wynik:

() = dt@jG Naw (&)} = ms - 11mZG (AW,) IG

[aw

< — At ]>2> =
-S(alamy-af) 2360 fow F o Jam ) -

- Z<G2 ><[ At.]z>+2Z<G._ G, [(AW)2 — At .]><[(AW.)2 —Afl-]> _

—ZZ<G2 JALE — 0= ms - 11mZG AW, ) hmZG At,

Podobnie mozna wykazagé, ze [dW( )] =0,n>1; dW(t)dt=0

Catkowanie wielomianow

AT =D an O] w0y =3[ o ) -

r=1

w0 aw () + ey ar = ey aw ()= ey -wi) T pwieyar

2 n+1




Wartosc¢ srednia cafiki

<i G(t')dW@'>>=o, b0 6,19, = (G, o) =0

Funkcja autokorelacji

<jG(f)dw(f)jﬂ(f)dw(f)>:j<g(f)H(f)>df

<Z GilAWiZHleWj> -
i j

= <Z G H,, (AVK)2>+ 2<Z G,-IHHAW,-AWZ-> -
- Z<GHHZ._1 }(aw,) )+ 22 (G, H, AW, Y AW,) = Z(Gi_lHi_l>Ati



Wzér lto Jezeli x spetnia stochastyczne

Jozell x spelnia SIochastyen® gy — alu(r). ke + o[x(o) (1)
= df (0] = () + (o] 7Lt = o nle )+ £ o) =
— £ Tole)aw. i+ b ) o 02 et £ T )

= arIx0)= | alo)(5)+ 07 )"0 )

Stad wynika podany wczesniej zwigzek rownania Ito z rownaniem Fokkera-Plancka;
Rozpatrzmy ewolucje czasowg sredniej dowolnej funkc;ji f(x)

% L) = <‘Z > <(x Of )+%b2(x,t)f”(x)>+<b(x £)f"(x)E()) =
:<a(x,t)f()+;b2(xt)f > jd){axt)% bz(xt)azf}l?(x,t):

ox 2 ox*

- ;dx{_(j[C,(x,t)p(x,t)]g;;[bz<x,r>p<x,f>]}f<x>= Jasf(x)5 plrar)

X



Proces Ornsteina-Uhlenbecka (rozwigzanie rownania stochastycznego)

dx = —kxdt +~DdW
y=xe" = dy =~De"dW

t

0)+ j\/B Caw ()= x=x(0)e™ + j NDe™ 1 aw (¢
0

3 k(t+s) kers) [ 2kt g D i), D ak(e—s)
_<x2(0)>e el De™ je% dt —(Var{x(O)}—ﬁje ¢ Hoe 2



Calka stochastyczna (w sensie Stratonowicza)

Sig(x(f'),f')dw(ff)=ms_nm{gg(x@f);x(%J,f,.lj[W(fi)—W(ti1)]}

n—>

Wiasciwosci

1° <Sj‘ G(x(t'),t')dW(t')> + (0 Wiasciwosé bardzo przykra, ale...
L

t
1 f .. :
2° SJ‘ w(t)dw(t')= > [W(t)2 -t )2] Wiasciwo$é bardzo przyjemna.
0 Rdéwnanie stochastyczne w
3 formie Ito (po lewej) jest
1 0b rownowazne rownaniu

dx = adt +bdW < dx = [a — —b—}dt +bdW  stochastycznemu w formie
2 ox Stratonowicza (po prawej)

0 Rownanie stochastyczne w
4 formie Stratonowicza (po lewej)
1 _op jest rownowazne rownaniu
dx = adt + pdW < dx = {05 + Eﬂ—}dt + AW stochastycznemu w formie Ito

Ox (PO prawej)



