Proces Wienera (ruch Browna, Brownian
Proces Ornsteina-Uhlenbecka z k > 0O
op 1 02 D Rownanie Fokkera- Plancka

motion)

Przypomnienie: dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka

e Réwnanie Fokkera Plancka
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Uwaga: w powyzszym wyprowadzeniu przyjeliSmy milczgco warunki brzegowe dla rownania Fokkera-Plancka w postaci

p(x = Foo,t|xg,ty) = 0
W zwiazku z tym p(x, t|x,, ty) ma posta¢ rozktadu Gaussa, ktory dla t — oo coraz bardziej sie ,,wyplaszcza”, obniza i zbiega do zera. Jest
to naturalne, poniewaz czgstka moze oddali¢ si¢ dowolnie daleko od punktu poczatkowego. W dalszym ciggu wyktadu przyjmiemy inne
warunki brzegowe dla procesu Wienera, tak ze ruch czastki bedzie ograniczony do pewnego przedziatu, i otrzymamy inne rozwigzanie

Proces Wienera jest procesem ciggtym, ale trajektorie sg nier6zniczkowalne.
Réwnanie Fokkera - Plancka dla procesu Wienera jest w istocie rownaniem dyfuzji

(w 1 wymiarze).

on_1_9°n

p—>n(T,t):>— D

ot 2 ox?

gestosc (koncentracja) czgstek



Proces Wienera jest procesem o przyrostach niezaleznych.

Dla proceséw Markowa zachodzi

Ogolna wlasnos$¢ procesow Markowa
L Za p(xis1, tivalxi, t)

p(xn’tn’xn 1’tn—1;’ ’XO’tO) H p( |+1’ |+1X|’ I) (XO’tO): wstawiamy wyrazenie na

p(x,t |xq, ty) z poprzedniego
slajdu, z zamiang x = x;44, ...,

n-1 1 X . — X 2 to >t
:H )eXp - . '?[) p(Xo,t) =

o |/ 27D(t,, — 2D(t,

i+l N
AX- =X, — X n—1 1 AX 2 Przyrosty procesu Wienera sa
= I I+l 'Y= H eXp - p(XO . tO ) niezaleznymi zmiennymi
Ati = ti+1 — ti i—0 27Z'DA'[I 2 DAtI losowymi o rozktadzie Gaussa

Ax; - przyrosty procesu Wienera

Prawdopodobienstwo tgczne przyrostow jest iloczynem prawdopodobienstw
poszczegolnych przyrostow, wiec przyrosty sg niezalezne.

* Proces Wienera (ruch Browna) nie jest ,,szumem biatym” (tzn. nie ma stalego widma mocy — wida¢ to na podstawie obliczonej na
nastepnym slajdzie funkcji autokorelacji, ktora nie jest deltg Diraca, i na podstawie twierdzenia Wienera-Chinczyna, ze widmo mocy
jest transformatg Fouriera funkcji autokorelacji).

* Natomiast szumem biatlym sa przyrosty procesu Wienera, czyli liczby przypadkowe brane z rozktadu Gaussa



Funkcja autokorelacji dla procesu Wienera

(X(OX(3)%o 1t ) = ([x(E) = X(s)X(S )X o )+ {XP(S) X1 to)

t>s= <[X(t)— X(S)]X(S)(XO , t0> =0 poniewaz przyrosty sg niezalezne

: 1 (X — X )2 _
<x (s)%o» > _[dxx p(X, 8|5, t, )= 260 _[dxx exp{ 2D(s—t0)}_
= D(S — tO )—l— Xé Warto$¢ oczekiwana x, i wariancja D(s — t,) rozkladu Gaussa

t<s= (X(E)x(5) %oty ) = ([x(s)— X(O)J(E) g1 to ) + (X* ()Xo 1) =

=D(t—t, )+ X2

Ogodlnie

(X(E)x(s)%,,t, ) = min{D(s—t, ), D(t —t, )} + X;

Czyli funkcja autokorelacji dla procesu Wienera
nie jest deltg Diraca



Procesy nieciagte (skokowe)
Opisane ogolnie rownaniem Master

W przypadku dyskretnej przestrzeni stanow

v, 0)= 3 Wioim ol )

« p(n,t|n’,t") -prawdopodobienstwo, ze uktad (np. czgstka) w chwili t jest w stanie
n, jezeli w chwili £’ byt w stanie n’.

« W(n|m,t) - prawdopodobiehstwo przejscia na jednostke czasu (ang. rate) w
chwili t ze stanu m do stanu n; postac ,rate” catkowicie okresla proces
stochastyczny.

n’,t')—W(m n,t)p(n,t

o
p p(n,t

Procesy generacji i rekombinacji

d .

Btadzenie przypadkowe Procesy narodzin 1 zgondw
(random walks) (birth & death)

|

Proces Poissona



Btadzenie przypadkowe (w jednym wymiarze)
Czastka moze przebywaé w dyskretnych punktach X=m, m=0,+1+2,...

d - Prawdopodobienstwo przejscia do sgsiedniego potozenia na jednostke czasu
Roéwnanie Master P(n, tIn’,t') oznacza

prawdopodobienstwo, ze
!t czastka w chwili t jest w
n, t )] punkcie x=n, jezeli w
chwili ¢’ byta w punkcie
x'=n’

n’,t')z d [P(n +1t n’,t’)+ P(n -1t n',t’)— 2P(n,t

0
—P (n 1

ot
Fun kCJ a charakte I’yStyCZ Na Transformata Fouriera rozkladu prawdopodobienstwa

G(s,t)=(e"™)= Zn: P(n,t

Przy zadanym warunku brzegowym x(0) =0 otrzymujemy rozwigzanie

P(n00,0)= 6, , = G(s,0)=1=> G(s,t) = exp|(e® + ™ — 2)d]

Poniewaz G(s,0) =
>nP(n,0]0,0)e" =Y, 5n,oeins -1

Obliczamy

n’,t'kins — %G(S,t)z d [eis + e—is — Zk;(s,t) gssiil:)gnjgz stron

rOwnania Master

W celu obliczenia rozktadu prawdopodobienstwa dla btadzenia przypadkowego nalezy dokona¢ odwrotnej transformacji Fouriera funkcji
charakterystycznej, P(x,t|0,0) = % fjooo e~*SG(s, t)ds. Wyniku nie da sie wyrazié w postaci analitycznej, ale mozna uproécic

zagadnienie, traktujac X jako zmienng quasi-ciagla, tzn. przyjmujac, ze kolejne punkty, indeksowane jako 1,2,3..., leza w niewielkiej
odleglosci od siebie (odstep migdzy sasiednimi punktami [ — 0) — por. kolejny slajd.



Potraktujmy x jako zmienng ciggta

Przyjmijmy z = nl, n € Z, | — 0. Mozemy woéwczas dokonaé¢ rozwinigcia z dokladnoscig do (pierwszych istotnych)
wyrazow rzedu [2,
oP [2 0*P

):tla—(nl) 527

Wstawiajac do réwnania Master na poprzednim slajdzie, uzyskujemy réwnanie Fokkera—Plancka na proces Wienera,

P(zx=(n=x1).t0,0) = P(nl

‘ yr - ) "2 4
0P 0.0) _ OPEA00)
Ox dx?

(zauwazmy, ze wyraz dyfuzyjny zawiera D, nie %D, stad w rozkladzie prawdopodobienistwa réwniez D — 2D).
Uwaga: Jest to typowy sposob "ucigglania" procesu nieciggtego: zaktadamy, ze przeskoki sa bardzo male (rzedu I — 0) i
przechodzimy w podany sposéb od réwnania Master do réwnania Fokkera-Plancka.

W podobny sposéb mozemy przeksztalci¢ obliczong na poprzednim slajdzie funkcje charakterystyczng G(s,t) z warunkiem
poczatkowym z(0) = 0 dla bladzenia przypadkowego, uzyskujac funkcje charakterystyczna dla procesu Wienera,

Rozkfad prawdopodobienstwa dla procesu Wienera

X2

G(s,t)= exp[(e"S +e Z)td]z exp(— SZtD)=> p(x,0,0)= —4szt P~ Dt

Btadzenie przypadkowe w granicy |-0 daje proces Wienera

Przypomnienie: funkcja charakterystyczna dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka z 2(0) = 2o = 0 ma postaé

Ds?
p(s,i) =exp |— 1 — 2kt
(s, 1) P [ e ( )
Przechodzac z k — 0, tak e £ (1 — e 2k) ~ Dt, uzyskujemy funkejq charakterystyczna dla procesu Wienera,

©o(s,t) = exp (—%s%D)

wigc rozklad prawdopodobienstwa P(x,t[0,0) jest jak dla procesu Wienera (z D — 2D).



Proces Poissona

Btadzenie przypadkowe w jedng strone (kroki wykonywane sg tylko w prawo z

prawdopodobieﬁstwem na Jed nOStke czasu lu) Problem na czasie: jakie jest prawdopodobienstwo, ze w

Rownanie Master chwili t w sklepie bedzie n klientow, jezeli prawdopodo-
n’, t’)]

bienstwo wejscia klienta na jednostke czasu wynosi u.
Fun kCJ a charakte ryStyCZ Na  Transformata Fouriera rozktadu prawdopodobienstwa

6(s.t)= e PPt k" =~ Gls0)= et ~e(s)  pr

réwnania Master
n

Przy zadanym warunku brzegowym x(0) =0 otrzymujemy rozwigzanie

P(n,00,0)=6, , = G(s,0)=1=> G(s,t)=expl(e® —1)ut]

n’,t’): y[P(n -1t n’,t’)— P(n,t

0
atP(n,t

G(s,t)=e* explute® )=e (1+ pte® + 1 (ut) e +...): eﬂtg (’;tl) e™ (4)

0 0): p M (:“t)n Rozktad Poissona

ni Tym razem uzyskanie rozkladu prawdopodobienstwa
z funkcji charakterystycznej bylo tatwe

= P(n,t

Z poroéwnania wspolczynnikow przy
e'™ w obu rozktadach funkcji
charakterystycznej (Q)



Procesy generacji i rekombinacji
Czastka moze przebywaé¢ w punktach X=ml, m=0,£1%2,...,| =const
Prawdopodobienstwo przejscia do sgsiedniego potozenia na jednostke czasu

. Ponownie dokonajmy przejscia [ — 0.
G (Xm ! t) ze stanu m do m+1 (generatlon rate) Zeby urozmaici¢ wywod, skorzystajmy z formalnej

R(Xm,t) ze stanu m do m-1 (recombination rate) definicji operatorae” = 1 + 4 + A%
, . oznacza dowolny operator
Rownanie Master

P (X 1) = G (X1 P (X1, t) = Gy, )P (X 1)+ Ry, )P (Xp 0, 1) = Ry )P (X )
d

+ .- gdzie A

f(xxl)=f(x )+|‘;—i+%|2 d;: (1+|(i(+2|2(?x2 jf :exp(ﬂ%}f
N P(x,t)::exp(—l;j—l}G(x,t)P(x,t)J{exp(l aaxj—l}R(x,t)P(x,t):

1 pozostawiamy wszystkie wyrazy rozwinigcia

— i (_ e [G (X t)-l— (_ 1)n R(X t)}:) Korzystamy z formalnej ‘definicji Operatora exp (—_H%)

5 Ograniczajgc sie do dwoch pierwszych
oP _QD (G- R)P]+£8—2[|2(G n R)P] wyrazow rozwinigcia, z rownania Master
ot OX 2 OX uzyskujemy rownanie Fokkera-Plancka




e Zauwazmy, ze dotychczas zar6wno wyprowadzajac réownanie Fokkera-Plancka z réwnania Chapmana-Kolmogorowa,
jak 1 uzyskujac je w sposéb przyblizony z réwnania Master, ograniczaliSmy si¢ zawsze do wyrazéw rzedu drugiego w
odpowiednich rozwinieciach na szereg Taylora (z pochodnymi 2. rzedu wzgledem x).

e Powstaje pytanie, czy dowolny proces ciggly mozna opisa¢ rownaniem Fokkera-Plancka. Odpowiedz jest negatywna, np.
(quasi-)ciagly proces generacji i rekombinacji z poprzedniego slajdu opisywany jest rownaniem, zawierajagcym pochodne
wszystkich rzedéow wzgledem z.

e Istnieje alternatywne (i rownie "niesciste" ) wyprowadzenie réwnania dla proceséw cigglych, tzw. rozwiniecie Kramersa-
Moyala. Takie ogélne réwnanie ma postac

OP(x,t = aX*
%') = Lxm(z,t)P(z,t) = Z (_B_r> D™ (z,t)P(x,1),

n=1

gdzie Ly s (x,t) oznacza operator (rézniczkowy) Kramersa-Moyala, D™ (z,t) sa wspolczynnikami rozwiniecia (w ogél-
nosci pewnymi funkcjami; gérny indeks w nawiasie nie oznacza pochodnej rzedu n, tylko indeksuje wspoélezynniki),
a (—0d/0x)" oznacza n-krotne podzialanie operatorem pochodnej na wszystko, co stoi na prawo od operatora (czyli
iloczyn D™ (x,t)P(x,t)).

e Tego typu réwnania nie daje si¢ w ogélnosci poprawnie rozwigza¢ analitycznie ani numerycznie, gdyz wymagaloby
to obcigcia rozwiniecia na ktéryms$ wyrazie, np. z n = N. Na przyktad dla procesu Poissona (ktéry jest szczegdlnym
przypadkiem procesu generacji i rekombinacji) rozwigzanie z N = 1 daje rozklad jednopunktowy P(x,t) = é(x — ut),
z N = 2 rozklad Gaussa z (r) = put. Rozwigzania uzyskane dla N > 2 coraz lepiej przyblizaja rozktad Poissona, ale sj
matematycznie (i fizycznie) niepoprawne, gdyz mogg przyjmowaé¢ wartosci ujemne.

e Na szczesScie sytuacja nie jest beznadziejna ze wzgledu na twierdzenie Pawuli - patrz kolejny slajd.



Twierdzenie Pawuli
Rozwiniecie Kramersa - Moyala

- %)
Lw = L (X,t)zz _67
n=1

n

D" (x,t)

moze urywac sie po pierwszym albo drugim wyrazie. Jezeli nie urywa sie po
pierwszym albo drugim wyrazie, to nie urywa sie nigdy i zawiera nieskonczong
liczbe wyrazow.

Np. rozwiniecia Kramersa - Moyala dla procesow generacji i rekombinacji (por.
rownanie uzyskane z rownania Master) lub dla procesu Poissona zawierajg
nieskonczong liczbe wyrazow.

e Oznacza to, zZe istniejg procesy (i jest ich zapewne duzo), ktére sy $cisle opisywane rownaniem Fokkera-Plancka. Sg to
procesy, dla ktérych DM (z,t) = A(z,t), D\®(2,t) = 3B(z,t) w operatorze Lin(x,t), oraz D™ (z,t) = 0 dla n > 2.

e Co do proceséw omawianych na wykladzie (np. Ornsteina-Uhlenbecka, Wienera itd.) jest oczywiste, Ze sa one poprawnie
opisywane réwnaniem Fokkera-Plancka, po prostu dlatego, ze sa definiowane jako procesy, spelniajace to réwnanie.
Problem pojawia si¢, gdy mamy jaki§ proces (np. obserwowany empirycznie) i chcemy do niego dobraé¢ réwnanie
Fokkera-Plancka. Wéwczas nalezy szacowaé wspotezynniki D (z,t) (ktére w istocie, podobnie jak A(z,t), B(x,t) sa
momentami rozktadéw warunkowych p(x,t|z’,t')) i sprawdzié¢, czy dla n > 2 sa one zaniedbywalne.
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