Procesy stochastyczne (oqolnie)

Realizacja procesu stochastycznego

Konkretny przebieg czasowy — zespot zmiennych przypadkowo zaleznych od czasu
X(t)=(x(t), x,(t), x4(t))  z czasem ciggtym

X(t)=X(t,+nz), n=123,... zczasem dyskretnym

Realizacja procesu stochastycznego sktada sie z konkretnego ciggu wartosci, ale
rozpatrujgc zespot realizacji, widzimy, ze wartosci przyjmowane sg z pewnymi
prawdopodobienstwami

p(X,t; %, 0 %0t ..), G >t >t
Np. proces o prawdopodobienstwach niezaleznych

p(zl’tl;XZ’tZ;XB’t3;°"):H p()_(i’ti)
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Prawdopodobienstwo warunkowe dane jest ogolnym wzorem

p(Xl’t Xootose s Y0u 705 Yo T3 e )
(y 71, Yo, 75 )

p()_{l’tl;)_(Z’tZ;”"yl’Tl; yz’TZ;"‘):

t2t,2...7,27,...

Procesy Markowa

Prawdopodobienstwa zalezg wytgcznie od wartosci procesu w ostatniej chwili

p()‘(’l,tl;iz,tz;...\yl,rl;)72,72;...): p()?l,tl;iz,tz;...\yl,rl)
—

p(Xl’tl’XZ’tZ’XB’tB ) n’tn)

- p(xl’tl‘xz’t p ‘XB’t ) p()_(n -1 n 1‘Xn’ n)p()_(n’tn)
t>t, >...t
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Ponizszy cigg tozsamosci spetniony jest dla dowolnego procesu
p(21’t1): jdxz p()_{l’tl; Xz’tz): jdxz p()_(l’tl‘)_(Z’tZ )p(izitz)
p<)?1’t1‘231t3): Idxz p()?litl; XZ’tz‘Xsits):

— jdxz p()?l,tl‘iz,tz; Xg,tg)p(iz’tz‘is’t3)

Rownanie Chapmana — Kotmogorowa (catkowe)

Dla procesu Markowa drugie z powyzszych rownan przyjmuje postac

p(i1’t1‘23’t3): jdxz p(il’tl‘XZ’tZ )p()_{z’tz‘iyts)




Ciggte procesy Markowa

Proces Markowa jest ciggty, jesli prawdopodobienstwo oddalenia sie od punktu
poczgtkowego na skonczong odlegtos¢ nie rosnie zbyt szybko w czasie (czyli w
przebiegu czasowym — realizacji procesu — nie obserwuje sie dalekozasiegowych
przeskokdow)

1
lim — f dip(Z,t + At|Z 1) = 0
At—0 At |X—Z|>¢

Przyktad: ruchy Browna sg ciggtym
procesem Markowa — rozktad normalny

1 (x—2)? X
exp [—
Vv4mDAt 4DAt

p(x, t + At|z, t)=

Przykfad: proces Cauchy’ego nie jest w‘th\/\ A Ml/f/M
ciagly, zdarzaja sie b. duze przeskoki W t
At 1

T (x—2)2+At?2

p(x, t + At|z, t)=



Zdefiniujmy W(X‘Z t)—ﬂmoAit p(x t+At‘Z t) dla ‘)?—2"25

W()‘("Z’,t) - prawdopodobienstwo przejscia na jednostke czasu ze stanu z do x
W()?‘Z,t): 0 dla X#7Z =>proces Markowa jest ciggly
Zdefiniujmy

HTOAltX!iX(Xi — 7, )p(%,t+At)Z,t)= A(Z,t)+ He),
.1 . .
fim [ dx(x ~7,)x, -z, p(X,t+AtZ,t)=B,(Z,t)+ 9(s), i,j=123

X-Z|<e
Rownanie Chapmana — Kotmogorowa (rézniczkowe)

Catkowe rownanie Chapmana — Kotmogorowa jest rownowazne nastepujgcemu
rownaniu rozniczkowemu

& bl 9.0)--% A 00l y 12X 2o, vtz

+_[dXB/V(Z\X’,t)p(X’,tW,t’)—W(x\z,t) (z,t\y,t )]




Rozpatrujemy ewolucje czasowg wartosci oczekiwanej dowolnej funkc;ji f(x)

0 N Idxf(x)[p(x,t+At\y,t’)— p(x,t|y,t)
= dxf(x)p(x,t\y,t)zﬂrﬂo X =

dejdzf(x)p(x,t +At\z,t)p(z,t\y,t’)—jdzf(z)p(z,t\y,t’)

= |im =
At—0 Z&t

<f(x) f(z)+2—f(x—z)+%€;21‘ (x—z) +‘x_z‘2R(x,z) dIaXZ<5,>

R(x,z)— 0

X—>Z

— lim { H dxdz{ ;azf (x—z)ﬂp(x,HAtz,t)p(z,ty,t’)+

At—0 At xalce (az

+ '. dxdz\x—z\ R(x, )p(x,t+At\z,t)p(z’t‘y’t,)+

|x:4<g

+ [[dxdzf (x) p(x,t + Atz,t)p(z,t]y,t')+ J dxdzf (2)p(x,t+Atjz,t)p(z,ty,t')-

L N
|x—z[>¢ |x—z|]<e

—é[_gdxdzf (z)p(x,t+AtZ,t)p(Z’ty’t’)} (*)



Z definicji:

) 1
Al 1) = AI}I_I:O A /L—Z|<E dx(x — 2)p(x,t + At|z, t),
: 1 2
Blzit) = Al%I_I)lo e /lw_z!<‘€ dx(x — 2)*“p(x,t + At|z, 1),
wiec pierwsza catka w () daje
> of 1 o0 f ,
= [ |aeog + pe 0L e
Druga catka w (*): rozwazmy calke jednowymiarows
1 2 1 2
— dx|x — z|*R(z, z)p(z,t + At|2,t) < | — dx(x — 2)“p(x, t + At|z,t) max |R(z,z)] ;
At |z—z|<e A |z—z|<e L”“'—ZKE D
-_—B‘(rz,t) —0 dla e—0, bo E(:c,z)—%O dla e—=0

wiec druga catka



Z definicji:
t+ At|z,t
lim Pt D) =W (z|z,t) dla |z — z| > ¢,
At—0 At

wiec dwie ostatnie catki w (x) w sumie daja

1
|z —z|>e

lx—z|2e

W trzeciej calce w (x) zamieniamy zmienne x <> z i otrzymujemy

I3 = i/ drdz f(2)p(2,t + Atlz, t)p(z, t[y,t') =/ dzdz f(2)W (z|z, t)p(z, t|y, t').
At |z—z|>e |lx—z|>e

Stad ostatnie trzy calki w (x) daja

L+L+I;= / drdzf(z) W (zlz, t)p(, tly, ') — W (|2, t)p(z, tly, t')].

|—z|>e



0 N
" dxi (x)p(x,t\y,t )=

jdz{ = —B(z t) }p(z tly,t')+

+ [ def (2)] dx{W(z\x t)p(x tly,t')-W(Xz,t)p(z.t]y.t')} = ()

::dzf( )<——[A (z,t)p(z.ty,t )]+——[B (z,)p(z,t]y.t')]+
J-w

Wz, t)p(z,y, )}

+.fdx[\/v z\x t)p(x,ty,t

Calkowanie przez czesci: Zatézmy ze lim, 4 f(2) = lim, 4 3—{ = 0, wowczas np.

= 0 2 0
/_ \dzA(z,t)a_—J;p(z,ﬂy,t’) :/_ dzf(z)a—z[A(z,t)p(z,tly,t’)] + f(2)A(z,t)p(z, t|y, z‘)|_oo

Analogicznie dla calki z B(z,t) (dwukrotne catkowanie przez czesci).



Ponadto w calce po lewej stronie zmieniamy oznaczenie zmiennej catkowania x — z,

a m » )1 19 & 1 / —_ QO a s q /
5i | dof@ptott) = [ 2 gty t)

. Poniewaz funkcja f(z) jest dowolna, pozostale czesci funkeji podcatkowych po obu stronach muszg by¢ sobie réwne.
Stad w jednym wymiarze rownanie roézniczkowe Chapmana — Kotmogorowa

' __g-
o p(z,t]y,t')= p. A(z,t)p(z,t

+J'dxﬁN(z x,t)p(x,t y,t’)—W(x z,t)p(z,t

N 1o
y,t') +§?_B(z,t)p(z,t

y,t’):}

y.t))+




Rozmaite warianty rozniczkoweqgo rownania Chapmana - Kofmogorowa

Réownanie Master (rownanie M, rownanie Pauliego)

Réwnanie to opisuje procesy typu przeskokow (trajektoria zwykle nieciggta)

W przypadku dyskretnej przestrzeni stanow

,t)= W (m. (. v

n',t')-w (min, t)p(n, t

% p(n,t



Réwnanie Fokkera - Plancka
W(Z|%,t)=W(X|z,t)=0, A(Z,t)=0,B,(z,t)%0

S olztyr)--T S{aop (z TRIIE>) ”aj; B, (2.0p(z. 4y,

Rownanie to opisuje procesy z ciggtymi (ale nigdzie nie rézniczkowalnymi)
trajektoriami (np. procesy dyfuzji)

Roéwnanie Liouville’a (procesy deterministyczne)

W(z[%,t)=W(%|Z,t)=0, A(Z,t)=0, V¥, B (7,t)=0

% p(Z’,tW,t')= —Z a%[A (Z,t)p(i,t\y,t')]

Jezeli ¥ = Z(t) jest rozwigzaniem rownania deterministycznego

dx - I 3
= =A@, 70) =7,

to p(Z,t|y,0) = §(Z — Z(t)) jest rozwigzaniem réwnania Liouville’a z warunkiem poczatkowym p(Z, 0|y, 0) = 0(Z — 7).
(zobaczymy to przy omawianiu stochastycznych réwnan rézniczkowych).



Wsteczne rownanie Chapmana - Kotmogorowa

Z rownania Chapmana — Kotmogorowa (,forward”) mozemy uzyskac rozktad
prawdopodobienstwa przy zadanym warunku poczgtkowym

p(x.1)y.t)=5(x-)

Analogicznie mozna wyprowadzi¢ wsteczne (,backward”) rownanie Chapmana —

Kotmogorowa, ktére pozwala uzyskac rozktad prawdopodobienstwa w przesztosci, tzn.
przy zadanym warunku koncowym

N
o p(H7.t)= Zp‘(y’t)ayi p(X,t
(x

+[dzw(z]y.t

W’)—%ZB( )% p(x.1]y.t')-
t)-p(x.t)z.t')]

T

A 4

Wsteczne rownanie Fokkera - Plancka

Réwnania ,forward” i ,backward” sg rownowazne



