
Wielowymiarowe zmienne losowe

1. Pewien mechanizm zawiera dwa ko la zȩbate, duże i ma le. Warunki tech-
niczne montażu urza̧dzenia zostaja̧ naruszone, jeżeli w obu ko lach wystȩpuja̧ do-
datnie odchylenia grubości zȩbów od nominalnego wymiaru. Robotnik dysponuje
dwoma ko lami zȩbatymi dużymi, jednym z dodatnim i jednym z ujemnym od-
chyleniem grubości zȩbów od nominalnego wymiaru, oraz dwoma ko lami ma lymi,
o w lasnościach j.w. Rozważmy zero-jedynkowe zmienne losowe X, Y . Zmienna
X przyjmuje wartość 1, jeżeli robotnik wybierze duże ko lo z dodatnim odchyle-
niem grubości zȩbów i 0, jeżeli z ujemnym; podobnie zmienna Y w odniesieniu do
ko la ma lego. (a) Wyznaczyć i naszkicować dystrybuantȩ dwuwymiarowej zmien-
nej losowej (X, Y ), (b) Obliczyć prawdopodobieństwo naruszenia warunków tech-
nicznych montażu urza̧dzenia.

2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad określony tabelka̧

xi
yk 1 2 3
2 0.1 0.2 0.3
4 0.1 0.1 0.2

Wyznaczyć dystrybuantȩ rozk ladu brzegowego zmiennej Y .
3. Prawdopodobieństwo trafienia w okra̧g ma rozk lad jednostajny

f(x, y) =

{
1
π

dla x2 + y2 ≤ 1
0 p.p.

Znaleźć wartość oczekiwana̧ zmiennych losowych (a) R =
√
X2 + Y 2, (b) |X|.

4. Podczas strzelania do celu, po lożonego w punkcie (0,0), rozrzut punktów, w
które trafia pocisk, ma rozk lad

f(x, y) =
1

2π
exp

(
−1

2

(
x2 + y2

))
.

Znaleźć prawdopodobieństwo trafienia w obszar x2 + y2 < R2, R =const.
5. Dwuwymiarowa zmienna losowa ma rozk lad o gȩstości

f(x, y) =
1

300π
exp

{
−1

2

[
(x− 30)2

100
+

(y − 40)2

225

]}
.

Obliczyć prawdopodobieństwo, że suma kwadratów standaryzpwanych zmiennych
losowych X i Y nie przekracza 1.

Rozk lady brzegowe. Niezależność zmiennych losowych

6. Rzucamy jedna̧ kostka̧ do gry. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartość 0,
gdy wyrzucamy parzysta̧ liczbȩ oczek (zdarzenie A) oraz wartość 1, gdy wyrzucamy
nieparzysta̧ liczbȩ oczek (zdarzenie A′), zaś zmienna losowa Y przyjmuje wartość
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1, gdy liczba wyrzuconych oczek jest podzielna przez 3 (zdarzenie B) oraz wartość
2, gdy liczba oczek nie jest podzielna przez 3 (zdarzenie B′). Zbadać niezależność
zmiennych losowych X, Y .

7. Trójwymiarowa zmienna losowa ma rozk lad o dystrybuancie

F (x, y, z) =


1− e−x − e−2y − e−3z + e−(x+2y) + e−(x+3z)+
+e−(2y+3z) − e−(x+2y+3z) dla x > 0, y > 0, z > 0
0 p.p.

(a) Wyznaczyć jednowymiarowe rozk lady brzegowe zmiennych X, Y, Z, (b) Zbadać
niezależność tych zmiennych.

8. Wektor losowy (X, Y ) ma rozk lad jednostajny na zbiorze D = {(x, y) : 0 < x
< y < 1}. Wykazać, że zmienne losowe X, Y nie sa̧ niezależne.

9. Dwuwymiarowa zmienna losowa ma rozk lad

f(x, y) =

{
Cxy dla 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1
0 p.p.

Wyznaczyć (a) sta la̧ C, (b) dystrybuantȩ.
10. Dwuwymiarowa zmienna losowa ma rozk lad

f(x, y) =

{
Cxy dla x > 0, y > 0, x2 + y2 ≤ 1
0 p.p.

(a) Wyznaczyć sta la̧ C, (b) Znaleźć Pr(X > Y ), (c) Wyznaczyć rozk lad brzegowy
zmiennej losowej X.

11. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad jednostajny w ob-

szarze D =
{

(x, y) : 0 ≤ x < π
2
, 0 ≤ y ≤ cosx

}
. Wyznaczyć gȩstości rozk ladów brze-

gowych.
12. Zmienna losowa (X, Y ) ma dwuwymiarowy rozk lad normalny o gȩstości

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2 (1− ρ2)

[
(x−m1)2

σ2
1

− 2ρ
x−m1

σ1

y −m2

σ2

+
(y −m2)2

σ2
2

]}

Znaleźć brzegowe gȩstości prawdopodobieństwa.
13. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad

f(x, y) =

{
1

Γ(p)Γ(r)
xp−1(y − x)r−1e−y dla 0 < x < y

0 p.p.

Znaleźć brzegowe gȩstości prawdopodobieństwa.
14. Niech Xi, i = 1, 2, . . . n bȩda̧ niezależnymi zmiennymi losowymi. Znaleźć

dystrybuanty zmiennych losowych Y = max (X1, X2, . . . Xn), Y = min (X1, X2, . . . Xn)
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